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Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1.1 Groupes

Définition 1.1 Soit G un ensemble non vide. On dit que G est un groupe
pour la loi * ssi il existe * : G2 — G que l'on appelle loi de composition
interne qui vérifie :

o Vr,y 2€G3 xx(yxz)=(x*xy)kz=oxy*z2

e decG\VreG,exx=x%xe=ur.

eVeecG,dxteG oxa =015z =c

Remarque 1.1
e ¢ est unique (sinone=exe =¢')
o 271 est unique (sinon, (z71) = (z71) xe = (z71) * (z x27t) =
(7YY *xz)xat=a"1)

Définition 1.2 Si (G, *) est un groupe.

On dit que G est I'ensemble sous-jacent a (G, ) et que * munit G d’une
structure de groupe.

G est dit abélien ssi Va,y € G2, x xy = y  x.

Exemples :

@,+)

(N, +) n’en est pas un.

{e} est un groupe abélien.

(Z/nZ) est un groupe abélien.

Pour K € {C,R,Q}, (K*, x) est un groupe abélien.
(M,,(K), +) est un groupe abélien.

(GL,(K), x) est un groupe non abélien.

(&, 0) est un groupe.
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1.2 Sous-groupes

Définition 1.3 Soit (G, *) un groupe et H C G un sous-ensemble non vide
de G. H est un sous-groupe de (G, *) ssi la restriction de * & H induit une
loi de composition interne sur H.

Remarque 1.2
e Un sous-groupe (H,x) de (G,x*) est un groupe.
o 5i G est abélien, H aussi.

Exemples :

(Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est un sous-groupe de (R, +).
G et {ec} sont des sous-groupes de G.

({z € C, 2" = 1}, x) est un sous-groupe de (C*, x).

nZ est un sous-groupe de (Z, +).

{M € GL,(C),det(M) = £1} est un sous-groupe de (GL,(C),).

Proposition 1.1 Soit (G, *) un groupe et @ # H C G.
H est un sous-groupe de G ssi Vo,y € H*, zxy~' € H.

Démonstration.
= Supposons H sous-groupe de G. Soit (z,y) € H?. y~! est dans H et
* est interne donc x xy~' € H.
< Pour tout z € H, xzz~' € H donc H admet un neutre eg.
On a de plus (eg,r) € H* donc 27! € H.
Enfin, (z,y™') € H? donc zy € H.
Donc H est un sous groupe de G. ]

THEOREME 1.1 Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, n € N,

Démonstration.

e Les nZ sont clairement des sous-groupes de Z.

e Soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0}, alors H = 0Z.
Sinon, H \ {0} # @ donc il existe n # 0 € H.
H est un groupe donc |n| € H donc on peut supposer n > 0. On pose
ensuite ng = min{n € H,n > 0}.
Tout élément de ngZ est dans H.
Réciproquement, si x € H, x = ngq + r avec r < ng.
On a alors r € H donc r = 0 donc = € ngZ.
Donc H = nyZ. [
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1.3. MORPHISMES DE GROUPES

1.3 Morphismes de groupes

Définition 1.4 Soient (G, *) et (G',*') deux groupes. On appelle mor-
phisme de groupes toute application f : G — G’ telle que Vx,y € G x &,
flzxy) = f2)« f(y).

Si (G', ') = (G, %), f est un endomorphisme de groupes.

Si f est bijective, c’est un isomorphisme de groupe.

Si f est bijective et (G, *) = (G, '), f est un automorphisme de groupes.

Remarque 1.3 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On a f(eq) = eqr
et pour tout x € G, f(z7!) = f(z)~L.

Exemples :
e Pour tout k£ € N, I'application :

fk3{Z - 7

Tz — kx

est un morphisme injectif de (Z, +) dans lui-méme.

e det : GL,(R) — R* est un morphisme de groupes de (GL,(R), x)
dans (R*, x).
Ce morphisme est surjectif et non injectif.

e ¢ est un morphisme de (R, +) dans (C*, x) ni surjectif ni injectif.

Proposition 1.2 Soient G, G’ et G” trois groupes, f : G — G et g :
G' — G" deux morphismes de groupes.
e go f est un morphisme de groupes.
e Si f est un isomorphisme, f~! aussi.
e [’image directe par f d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de
G’
e L’image réciproque par f d’'un sous-groupe de G’ est un sous-groupe
de G.

Démonstration.
e (Clair
e Considérer f o f~! et conclure par injectivité de f.
o ]l suffit de dérouler les définitions. [

Définition 1.5 Soit (G, *) et (G, ") deux groupes, f : G — G’ un mor-
phisme de groupes.

On appelle noyau de f et on note Ker(f) le sous-groupe de (G, ) défini
comme f1({eq}).

On appelle image de f et on note Im(f) le sous-groupe f(G) de (G', +').
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES GROUPES

THEOREME 1.2  Avec les notations précédentes, [ est injective ssi Ker(f) =
{eg} et f est surjective ssi Im(f) = G'.

Démonstration.
vz,2' € G*,(f(z) = f(2)) = (v =2)
ssi Vo, 2’ € G2 (f(rxa ™) =eq = xx2! =eg)
ssi Va,2' € G* (zxa" P €Ker(f) = x*2 ! =eg)
ssi Vz € G, (z€Ker(f)=z=eq)
ssi Ker(f) ={eqg}

THEOREME 1.3 (FACTORISATION DES MORPHISMES DE GROUPES) Soient
G, G" et G" trois groupes et [ : G — G’ et g : G — G" deux morphismes de
groupes.

Ker(f) C Ker(g) ssi Va,y € G% f(z) = f(y) = g(z) = g(y)
ssi 3! morphisme h : Im(f) — Im(g) surjectif ,g=ho f

Démonstration.

1 = 2 Soient x,y € G tel que f(x) = f(y).
flxxy™') =eq donc z xy~! € Ker(f) C Ker(g) donc g(x) = g(y).

2 =1 Soit z € Ker(f).
f(x) = eqr = f(eg) donc g(z) = g(eq) = eqn donc x € Ker(g).

3 =2 Soit (z,y) € G* tel que f(z) = f(y).
On a g(z) = h(F(2)) = h(F(y)) = 9(v).

2 = 3 Soit y € Im(f). Il existe x € G tel que y = f(x). On pose alors
hy) = g(z).
A priori, h dépend du choix de z mais (2) nous montre I'indépendance
de h vis a vis de ce choix. h est donc bien définie.
Par construction h vérifie ¢ = h o f et I'unicité est induite. h est de
plus bien un morphisme de groupes (définitions. . .) [ |

COROLLAIRE 1.1 Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomorphisme de
groupes h : Im(f) — Im(g) tel que g = ho f.

Démonstration.

< Clair

= On a déja un morphisme surjectif h vérifiant ho f = g. Reste a montrer
qu’il est injectif.
Soit y € Im(f).
hy) =ec ssi 3z e G,y=[f(z),h(f(z))=g(x)=ec
Donc x € Ker(g) C Ker(f) donc y = f(x) = eqr.
Donc h est un isomorphisme de groupes. [ ]
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1.3. MORPHISMES DE GROUPES

COROLLAIRE 1.2 Si f est surjective, Ker(f) C Ker(g) ssi il existe un unique
morphisme h : G' — G" tel que g =ho f.

Démonstration.
= On a un unique morphisme surjectif h : Im(f) — Im(g) qui marche.
Im(f) = G" donc h induit b’ : G' - G" et K o f = g.
< S'il existe h : G' — G” tel que ho f = g, h prend ses valeurs dans
Im(g). h se factorise alors en b’ : Im(f) — Im(g) et devient surjectif.
Le théoreme précédent assure Ker(f) C Ker(g). u

Remarque 1.4 Si on suppose f et g surjectifs, alors h : G' — G" l’est aussi.

THEOREME 1.4 (PRODUIT DIRECT DE GROUPES) Soient Gy et Gy des
groupes (resp. groupes abéliens). La loi :

. (G1><G2)2 — G X Gy
| (@), (y1,y2) = (T1% Y1, T2 ko Yo)

fait de G1 x Gy un groupe (resp. groupe abélien). Les applications :

Gl X G2 — G1
P1:
(zy) — =

(z,y) =y

sont des morphismes de groupes.

{Gl X G2 — G2
P2

Démonstration. La démonstration se fait coordonnée par coordonnée. ]
Remarque 1.5 1l est donc possible de construire récursivement une structure
de groupe sur un produit cartésien de (Gy, - ,Gy).

Proposition 1.3 (G X Go, x) vérifie la propriété fondamentale : pour tout
(T, -) groupe muni de deux morphismes f; : T — Gy et fo : T — Go, il existe
un unique morphisme f : T — G x G, tel que f; = p;o f.

Démonstration.

f‘ {T — G1XG2
Nz o= (fi), fol2)

convient et c’est le seul. ]

Remarque 1.6 Une telle propriété définit (G1 x Ga, %) d isomorphisme pres.
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Chapitre 2

Généralités sur les anneaux

2.1 Définitions et premieres propriétés

2.1.1 Anneaux

Définition 2.1 Soit A un ensemble non vide. On dit que (A, +, X) est un
anneau ssi :
e + et X sont internes
e (A, +) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0
e X est associative et distributive par rapport a +
A est appelé ensemble sous-jacent a (A, +, x). (A,+) est appelé groupe
sous-jacent a (A, 4+, x).

Définition 2.2 (Définition équivalente) A # & est un anneau ssi il existe
deux lois de composition interne + et x vérifiant :

V(iz,y,2) € A3 (x+y)+z2=0+W+2z)=a0+y+2

e AVeeAx+0=0+r=1

Vee A, I(—x) e A,z + (—z) =(—x)+x=0

V(r,y) e A2 x+y=y+x

V(z,y,z) € A3 (xy)z = x(yz) = xyz

V(x,y,2) € A3 (x+y)z =2z +yz et x(y+2) = 2y + 22

Proposition 2.1 Pour tout z € A, 0z = 20 = 0.
Démonstration. 0x = (0+0)xz = 0z + 0z donc 0z = 0. De méme, 20 =0. =

Exemples :
o (Z,+,x), (Q,+, x), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaux.
e (Z/nZ,+, x) est un anneau pour tout n € N.
e (M, (K),+, x) est un anneau avec K € {Q, R, C}.
e Si (G, %) est un groupe abélien, (hom (G, G), *,0) est un anneau.
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Définition 2.3 On dit que (A, +, X) est unitaire ssi il existe x # y € A? et
si X posséde un neutre noté 1.

Définition 2.4 On dit que (A, +, X) est abélien si X est commutative.

Proposition 2.2 Si (A, +, X) est un anneau unitaire, alors, pour tout x €

A, —x = (1)
Démonstration. (—1)z+x = (—1)x + 1o = (=1 + 1)z = 0z = 0. Par unicité
de l'inverse, —x = (—1)x. n
Exemples :
o Z,Q, R, C, Z/nZ, M,(K) et hom(G, G) sont unitaires pour n # 1.

Z,Q, R, C et Z/nZ sont abéliens pour tout n € N.

(27, +, x) est un anneau commutatif non unitaire.

{f € RE supp(f) compact} ! muni de + et x est un anneau commu-
tatif non unitaire.

2.1.2 Sous-anneaux

Définition 2.5 Soit (A, +, x) un anneau et @ # B C A. B est un sous-
anneau de A ssi :

e (B,+) est un sous-groupe de (A, +)

e X|p est interne

Définition 2.6 (Définition équivalente) B est un sous-anneau de A ssi pour
tout (z,y) € B>,z —y € Bet xy € B.

Remarque 2.1 Si A est unitaire, on impose 14 € B. B est alors unitaire, ce
qui revient a dire que (B, +|p, X|g) est un anneau unitaire si A [’est.

Exemples :
e A et {0} sont des sous-anneaux de A (si A est unitaire, {0} n’en est
plus un)
e Pour tout n # 1, nZ n’est pas un sous-anneau de (Z, +, x).
e 7 est un sous-anneau de Q, Q est un sous-anneau de R et R est un
sous-anneau de C.

2.1.3 Morphismes d’anneaux

Définition 2.7 Soient (A, +, x) et (B, +', x’) deux anneaux.

Une application f : A — B est un morphisme d’anneaux ssi f est un
morphisme de groupes de (A, +) — (B, +') et pour tout (a,b) € A% f(a X
b) = f(a) X" f(b).

L supp(f) = {x, f(z) # 0}
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2.1. DEFINITIONS ET PREMIERES PROPRIETES

Définition 2.8 (Définition équivalente) f est un morphisme d’anneaux ssi
pour tout (a,b) € A%, f(a+0b) = f(a)+ f(b) et f(axb) = f(a) x" f(D).
Remarque 2.2 Si A et B sont unitaires, on impose aussi f(14) = 1g pour
que f soit un morphisme d’anneaux unitaires.

Si f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneaux. St A = B, on
parle d’endomorphisme d’anneauz. Si f est un endomorphisme et un iso-
morphisme, on parle d’automorphisme.

Exemples :
e det n’est pas un morphisme d’anneaux.
e [’application :
A = hom((A,+), (4, +))
Iz (A4 = (A4+)
T >

a =  fi:
ax

est un morphisme d’anneaux.

Définition 2.9 Soient A et B deux anneaux et f : A — B un morphisme
d’anneaux.
e On appelle image de f 'image directe de A par f :

Im(f) ={y € B,3r € A,y = f(2)}

e On appelle noyau de f I'image réciproque de {Og} par f :
Ker(f) ={z € A, f(z) = 0}

Proposition 2.3
e f est surjective ssi Im(f) = B.
o f est injective ssi Ker(f) = {04}.

Proposition 2.4 Soient A, B et C trois anneaux (resp. anneaux unitaires),
f:A— Betg: B — C des morphismes d’anneaux (resp. d’anneaux
unitaires).
e go f est un morphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)
e Si f est un isomorphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires), f~
est un isomorphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)
e Im(f) est un sous-anneau (resp. sous-anneau unitaire) de B.

1

Démonstration.
e Soit (z,y) € A%
9(f(x+y) = g(f(x) + fy) = g(f(x) +" g(f(y)) et g(f(z-y)) =
g(f(x) " f(y) = g(f(z)) " g(f(v))
9(f(1a)) = 9(18) = 1¢
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CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES ANNEAUX

o f(f M a+y)=a+y=[f(fT )+ ([T W) et f(fT(zy)) =
r+'y=f(f1(2)) f(f1(y)). L’injectivité de f conclut.
De plus f~1(15) = f~1(f(14)) = 14.

e 1 = f(14) donc 15 € Im(f). Si 2/, appartiennent a Im(f), 2/ =
f(x) ety = f(y) donc 2’ ="y" = f(z) =" f(y) = f(z —y) et 2" "y =

flx) " fly) = flx-y)

Donc Im(f) est un sous-anneau de B. u

THEOREME 2.1 (FACTORISATION DES MORPHISMES D’ANNEAUX) Soient
A, B et C trois anneauz (resp. anneaur unitaires) et f : A — B el g :
A — C deux morphismes d’anneauz (resp. d’anneaur unitaires).

Ker(f) C Ker(g) ssi Va,y € A% f(z) = fly) = g(z) = g(y)

ssi 3! morphisme d’anneauz (resp. d’anneaux unitaires)
h : Im(f) — Im(g) surjectif ,g="ho f

Démonstration.

1 = 2 Soient x,y € A? tel que f(x) = f(y).
f(z —y) =0donc x —y € Ker(f) C Ker(g) donc g(z) = g(y).

2 =1 Soit z € Ker(f).
f(z) =0= f(0) donc g(x) = g(0) = 0 donc x € Ker(g).

3 = 2 Soit (z,y) € A2 tel que f(x) = f(y).
On a g(z) = h(F(x)) = h(f{y)) = 9(y).

2 =3 Soit y € Im(f). Il existe x € A tel que y = f(x). On pose alors
h(y) = g().
A priori, h dépend du choix de z mais (2) nous montre I'indépendance
de h vis a vis de ce choix. h est donc bien définie.
Par construction h vérifie ¢ = h o f et I'unicité est induite. h est de
plus bien un morphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires) (défi-
nitions. ..) surjectif car I'ensemble d’arrivée est Im(g). u

COROLLAIRE 2.1 Soient A, B et C trois anneaux (resp. anneaux unitaires)
et f:A— Betg:A— C deur morphismes d’anneauz (resp. d’anneauz
unitaires).
o Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomorphisme d’anneauz (resp.
d’anneaur unitaires) h : Im(f) — Im(g) tel que g = ho f.
o Si f est surjectif, Ker(f) C Ker(g) ssi il existe un unique morphisme
d’anneauz (resp. d’anneaux unitaires) h : B — C tel que g = ho f.
o Si f etg surjectifs, Ker(f) C Ker(g) ssi il existe un unique morphisme
d’anneauzr (resp. d’anneauz unitaires) surjectif h : B — C' tel que

g=nhof.
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2.2. ELEMENTS REMARQUABLES D’UN ANNEAU

o Si f et g surjectifs, Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomor-
phisme d’anneauzx (resp. d’anneaux unitaires) surjectif h : B — C' tel

que g =ho f.
THEOREME 2.2 Soient Ay et Ay deux anneauz (resp. anneauz unitaires).

Les lois :
(A x Ay)?
o {(xl,aa), (1,10)
. {<
(

font de (Ay x Ag, +,%) un anneau (resp. anneau unitaire).
Les applications :

Al X AQ

(@1 +1 Y1, T2 +2 Y2)
Al X A2)2
371,56’2)7 (y17y2)

A1XA2

(551 X1 Y1, T2 X2 yz)

Il 14

Al X AQ — Al
b1
(z.y) = w

Al X A2 — A2
p2
(z,y) = oy

sont des morphismes d’anneauz (resp. d’anneaux unitaires).
Si Ay et As sont commutatifs, Ay X Ay l'est aussi.

Démonstration. La preuve se fait coordonnée par coordonnée. [ ]

Remarque 2.8 On peut alors munir récursivement HAZ- d’une structure
i=1

d’anneau.

Proposition 2.5 A; x A, vérifie aussi la ropriété fondamentale : pour tout

(T, +,-) groupe muni de deux morphismes f; : T — Aj et fo : T — As, il

existe un unique morphisme f : T — A; x As tel que f; = p; o f.

2.2 Eléments remarquables d’un anneau

Définition 2.10 Soit A un anneau. On dit que a € A est :
e diviseur de 0 ssi 3b € A\ {0} tel que ba = 0 ou ab = 0.
e régulier & gauche (resp. a droite) ssi Vb, c € A2, ba = ca = b = ¢ (resp.
ab=ac=b=c)
e régulier ssi a est régulier a gauche et a droite
e idempotent ssi a® = a.
e nilpotent ssi il existe p € N, a? = 0.
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CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES ANNEAUX

e Si A est unitaire, a est dit inversible ssi il existe b € A, ab = ba = 1.
On note A* I'ensemble des inversibles de A.

e Si A est unitaire et commutatif, irréductible ssi a ¢ A* et a # 0 ssi
Vb,c€ A%, a=bc=a=boua=c.

Remarque 2.}
o Si A# {0}, 0 n'est pas régulier.
o Un élément diviseur de 0 n’est pas réqulier. En effet, si a est diviseur
de 0, il existe b # 0 tel que ab =0 ou ba = 0.
On a donc ab = a0 et b # 0. Donc a n’est pas régulier.
o Un élément irréductible n’est jamais inversible ou nul.

THEOREME 2.3 Soit A un anneau et a € A.
a est régulier ssi a n’est pas diviseur de 0.

Démonstration.
= La remarque précédente assure le résultat.
< Supposons que a n’est pas un diviseur de 0.
Soient b, c € A? tels que ab = ac et ba = ca.
Onaa(b—c) =0 = (b—c)a. Or a n’est pas diviseur de 0 donc b—c =0
et b=c. [ ]

Exemples :
e Soit n > 2 non premier. Il existe (n1,ny) € [1,n—1] tel que n = nyns.
Dans Z/nZ, cette égalité donnc myns = 0 avec ny # 0 # 7s.
71 et Ty sont donc diviseurs de 0.

e Dans (M, (R), +, x), (é 8) et <8 ?) sont diviseurs de 0.

e Soient (Gy,+) et (Gg,+) deux groupes abéliens. On consideére :

o G1XG2 — G1><G2
VU ley) = (2,0

o G1 X G2 — G1 X GQ
9 .
(z,y) = (0,y)

Dans (hom(Gy x G3),+,0), les éléments m; sont diviseurs de 0.

Définition 2.11 (Intégrité) Soit (A, +, x) un anneau (# {0}). On dit que
A est integre ssi tout x # 0 € A est régulier dans A.

Autrement dit, A est un anneau integre ssi A ne contient pas de diviseurs
de zéro non triviaux ssi V(a,b) € A%, ab=0=a=0ou b= 0.
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2.3. IDEAUX D’'UN ANNEAU

2.3 Idéaux d’un anneau

Définition 2.12 (Idéal) Soit (A, +, X) un anneau et I un sous-groupe de
(A, +).

On dit que I est un idéal a droite (resp. a gauche) de A ssi pour tout
(a,b) € Ax I, ba €I (resp. ab € I).

I est un idéal bilatére (ou idéal) ssi c’est un idéal a gauche et a droite.

Remarque 2.5 Si A est commutatif, les notions d’idéal a gauche, d’idéal a
droite et d’idéal bilatére coincident.

Exemples :
o Aet {0} sont des idéaux de A.
e Soit n € N\ {0,1}. nZ est un idéal de Z.

o /] — { (,2 2) ,(p,q) € RQ} est un idéal a droite de My (R).

o I= {(8 5 ) (p,q) € R?} est un idéal & gauche de My (R).

e aA = {ab,b € A} est un idéal a droite de A et Aa = {ba,b € A} est
un idéal a gauche de A. Si A est commutatif, on note (A) = aA = Aa
I'idéal monogene de A engendré par A.

Proposition 2.6 Soient A et B deux anneaux, f : A — B un morphisme
d’anneaux.
e Si (I;)jes est une famille d'idéaux a droite (resp. a gauche, bilateres)
de A, alors ‘ﬂJIj est un idéal a droite (resp. a gauche, bilatere)
je
e Si [ et J sont deux idéaux a droite (resp. a gauche, bilatere) de A,
I+ J={z+vy,(x,y) € I x J} est un idéal a droite (resp. a gauche,
bilatere).
e Si J est un idéal a droite (resp. & gauche, bilatére) de B, f~1(J) est
un idéal a droite (resp. a gauche, bilatere) de A.
e Si f est surjective et I un idéal a droite (resp. a gauche, bilatere) de
A, alors f(I) est un idéal a droite (resp. a gauche, bilatere) de B.
e Si [ est un idéal a droite (resp. a gauche, bilatere) de A et J un idéal a
droite (resp. & gauche, bilatere) de B, alors I x J est un idéal a droite
(resp. & gauche, bilatére) de A x B.
e Si A est commutatif, soient I et J deux idéaux de A. L’ensemble [ -.J,
des sommes finies de produits d’un élément de I par un élément de J.
est un idéal de A.

Démonstration. On va prouver les cas des idéaux a droite. Les cas a gauche
se traitent par symétrie et les cas bilateres s’en déduisent.
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CHAPITRE 2. GENERALITES SUR LES ANNEAUX

e Soit (/;);es une famille d’idéaux a droite de A. L’intersection de sous-
groupes reste un sous-groupe donc () I; est un sous-groupe de (A4, +).
jeJ
Il reste a prouver simplement la stabilité par multiplication a droite.
Soit a € Aetbe NI

jed
Il existe j tel que b € I;. Comme I; est un idéal a droite de A, ba € I;

donc ba € N I;.
jeJ
e Soient [ et J deux idéaux a droite de A.
I + J est un sous-groupe de (A, +) : Soient x,y € I + J. x = x1 + x2
et y =y + o
Onazrx—y=x1—y1+axs—ysdonce—yel+J.
—_—

el eJ
I + J est stable par multiplication a droite carsix =z +x9 € [+ J
et a € A alors za = ria+x0a € I + J.
~

el e
e Soit J un idéal & droite de B. f~1(B) est un sous-groupe de A (Cha-
pitre 1).
Soit a € A, b € f7'(J). On a f(ba) = f(b) f(a) € J car J idéal &
N~ ——~
eJ €B
droite.

e Soit [ un idéal & droite de A. f(A) est un sous-groupe de A (Chapitre
1).
Soit b € f(I), c € B. ll existe a € I, b = f(a). f est surjective donc
c=f(d)avec ¢ € A. Onabc= f(a)f(c) = f(gg’/) e f(I).
er
e Soit [ un idéal a droite de A et J un idéal a droite de B.

I x J est un sous-groupe de A se fait coordonnée par coordonnée.
Soit (a,b) € Ax B et (x1,22) € I x J. (z4,2;)(a,b) = (z;a, x;b) €
N =~

el cJ
I xJ.
e Soient [ et J des idéaux de A.
Soient x,s € I - J. x—Z:pzyz et S—Zuvz
=1 =1
pt+n
r—s= Zaiﬁi avec o; = x; ou a; = —u; selon i et 8; = y; ou fB; = v;
=1
selon 1. Doncx—sel J.
Somx—ZnyZE[ Jetae A. xa—szylaEIJ ]

=1 =1 EJ

Définition 2.13 Soit A un anneau, S C A une partie non vide. On appelle
idéal & droite (resp. a gauche, bilatére) engendré par S le plus petit idéal a
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2.3. IDEAUX D'UN ANNEAU

droite (resp. a gauche, bilatere) contenant S :

(S) = N I

ScI idéal g/d/b de A

THEOREME 2.4 Soit A un anneau et & # S C A.

n
Tout élément x € (S)y s’écrit sous la forme x = Zsiai avec s; € S et
i=1
a; € A.

n
Tout élément x € (S), s’écrit sous la forme v = Zaisi avec s; € S et
i=1
a; € A

n
Tout élément x € (S), s’écrit sous la forme x = Zaisiaé avec s; € S et
i=1
a;,a; € A.

Démonstration. 11 suffit de prouver le cas a droite, en montrant que l'en-

semble I' des sommes finies de termes s;a; est un idéal de A contenant S.

P
I est clairement un sous-groupe de (A, +). Soit a € A et » s;a; € T

i=1
(Z&‘%‘) a= Zsi(aia) el
i=1 i=1
Donc I' est un idéal de A contenant S donc (S) C I'.

Soit I un idéal a droite de A contenant S. Soit = = Zsiai erl.
i=1
sia; € I donc Y s;a; € I done I' C I donc I' C (S). n
i=1

THEOREME 2.5 Soit A un anneau unitaire et I un idéal a droite ou d gauche
de A.

I=A ssi 1€l ssi INA*#@

Démonstration.
e Les implications = sont débiles.
e Supposons I N A* # @. 1l existe ¢ € [ inversible.
Par hypothése, cc™! ou ¢7tc € I donc 14 € I.
e Siac A,alyoulgael donc ACIet A=1. n

THEOREME 2.6 Soit A un anneau unitaire.

Il existe un unique morphisme d’anneauzr unitaires ¢ : Z — A qui, a
m € 7, associe m.14.

Son noyau est un idéal de Z de la forme naZ.
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Définition 2.14 n4 est appelé caractéristique de 'anneau A.

Exemples :
e 7, Q, R, C sont de caractéristique nulle.
e 7./pZ est de caractéristique p.

THEOREME 2.7 (CORRESPONDANCE DES IDEAUX) Soient A et B deuzx an-
neaur commutatifs. Soit f : A — B un morphisme d’anneauz. Les applica-
tions f~! : {idéauzr de B} — {idéauzx de A contenant Ker(f)} et f. : {idéaux
de A contenant Ker(f)} — {idéaur de B} sont des bijections réciproques.
Ces bijections respectent les inclusions et les intersections.

Démonstration. La seconde assertion découle des propriétés de la théorie des
ensembles. Montrons la premiére.

Soit J un idéal de B.

LX) = f(f~4J)) = J car f surjective.

Soit I un idéal de A contenant Ker(f).

I C f7Y(f(I)). Supposons qu’il existe y € f~1(f(I))\ I

f(y) € f(I)doncilexistex € I, f(y) = f(x). Comme f est un morphisme
d’anneaux, f(y —z) =0 donc y — x € Ker(f).

Comme Ker(f) C I, on conclut a y € I, ce qui contredit y ¢ 1.

Donc I = f~1(f(I)). n

2.4 Idéaux premiers et maximaux d’un an-
neau commutatif

Définition 2.15 Soit A un anneau commutatif et I un idéal propre de A
(ie I # A). On dit que :

e [ est premier ssi pour tout (a,b) € A, abel=acloubel

e [ est maximal ssi pour tout idéal J, I C J=J=AouJ =1.

Remarque 2.6

o Un idéal maximal est un élément maximal de ’ensemble des idéaux
propres de A ordonné par l'inclusion.

e Si A est unitaire, tout idéal maximal est premier.
En effet, si I est mazximal non premier, il existe (a,b) € A? tel que
abel,a¢letbdl.
Onadoncl Ca+1etl Cb+ 1. Comme I est mazimal, (a) + I =
A= (b +1.
Il existe (x,y) € A% et (ay,by) € I? tel que 1 = a; + ax = by + by.
Dot 1 = a1by + ajay + abyx + abxy € I (car chaque terme appartient
a I) donc I = A donc on a contradiction.

P1ERRON Théo Page 16 Tous droits réservés



2.4. IDEAUX PREMIERS ET MAXIMAUX

Donc I est premuer.

Définition 2.16 On dit qu'un ensemble ordonné E est inductif ssi toute
partie de E totalement ordonnée possede un majorant dans FE.

Exemple : (R, >) n’est pas inductif. Si £ est un ensemble, (P(FE), C) est
inductif.

THEOREME 2.8 (LEMME DE ZORN) Tout ensemble inductif posséde un élé-
ment mazximal.

Remarque 2.7 C’est équivalent a 'axiome du choiz.

THEOREME 2.9 Tout anneau A commutatif et unitaire posséde un idéal
maximal.

Démonstration.
e Si {0} est un idéal maximal de A, on a le résultat.
e Sinon, on pose J = {idéaux propres non nuls de A}.
On peut ordonner cet ensemble par I'inclusion. On montre J inductif.
J est non vide sinon {0} serait un idéal maximal de A.
Soit (I4)aea une famille totalement ordonnée d’idéaux propres non
nuls de A. On pose I = U 1,.

a€cA
— Soit (z,y) € I*. w € I, et y € I;.
On peut supposer I, C Ig donc x € Ig donc v +y € Ig C I.

— Soit (a,z) € Ax .z €1, doncax €1, CI.

I est un idéal qui est non nul car I, # {0}. Il est propre car I =
A ssi 1el ssi 1€da,l, ssi da,l, € A

Donc I # Aet I € J. J est inductif donc possede un élément maximal.
Donc A possede un idéal maximal distinct de {0}. n

Proposition 2.7 Soit I un idéal de Z.
I premier ssi I = {0} ou I = pZ, p premier.
I est maximal ssi I premier non nul.

Démonstration.

e Si I = {0}, I est premier car Z est integre.
Si I = pZ avec p premier, soient (a,b) € pZ On a ab = pq donc p|ab
donc p|a ou p|b donc a € Z ou b € Z.

e Soit [ un idéal premier de Z non nul.
I est un sous-groupe de Z donc il existe n € N, [ = nZ.
Supposons n non premier, ie n = ning avec 1 < ny,ngy < n. ny et ng
n’appartiennent pas a nZ mais n = niny € nZ.
Donc I n’est pas premier. Par contraposée, I est premier implique
I = pZ avec p premier.
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e 7 est commutatif donc maximal implique premier.
Or I # {0} car, pour tout n > 2, {0} & nZ ¢ Z.
e Si [ est premier non nul, I = pZ avec p premier.
Soit J un idéal de Z tel que I C J. J est un sous-groupe de Z donc

J =nZ.

pZ C nZ donc n|p. Or p est premier doncn = 1 oun = p. Donc J = Z
ouJ=1.

Donc I est maximal. |

Exemple : Si K est un corps commutatif, on montrera que K[X] vérifie
le théoreme.

2.5 Application a la géométrie algébrique

Soit A un anneau commutatif unitaire. On note Sp(A) = {I C A, I
premier}.

On peut définir une topologie sur cet ensemble (topologie de ZARISKI) :
les fermés en sont les V(I) = {P € Sp(A4),I C P}.

Ce sont bien des fermés : NV (I,) = V(({a)a) et V(I)UV(J) =V (INJ).

En géométrique algébrique, les objets sont sont les racines d’un polynome
de k[Xy, -, X,] dans K.

Une variété algébrique est la donnée I'un couple (X, O(X)) ou X est un
espace topologique et O(X) un faisceau de fonctions. L’intérét de ces mons-
truosités est qu’elles définissent un dictionnaire entre propriétés géométriques
des espaces de solutions des équations polyndémiales et algebre commutative,
et que ceci unifie la théorie des nombres et la géométrie dans un traitement
moderne.

L’espace est représenté par un anneau A. Un point est représenté par un
idéal premier de A, un fermé par un idéal de A, un ouvert de base par la
localisation de A par un élément f € A.

Comment s’interprete A integre ?

Définition 2.17 On dit qu’un espace topologique est irréductible ssi pour
tous fermés propres F et F'de X, X =FUF =X =FouX =F'.

Définition 2.18 Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle radical
de A l'idéal de A formé des éléments nilpotents de A.

Proposition 2.8 Soit A un anneau commutatif unitaire tel que v/0 = {0}.
Sp(A) est irréductible ssi A integre.

Démonstration.
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e SiSp(A) est réductible, Il existe 7, I” deux idéaux de A tel que Sp(A) =
V(I)UV(I') avec V(1) # Sp(A) et V(I') # Sp(A).
On a Sp(A) = V(I-1') donc tout P € Sp(A) contient [-I’. Autrement
dit, I-I' c /0.
Comme V(I) # Sp(A) et V(I') # Sp(A), il existe a € I et a € I’ tel
que a # 0 et a’ # 0. Donc il existe (a,a’) € A? tel que aa’ = 0.

e Si A est integre, il existe f,g € A% non nuls tel que fg = 0. Sp(A) #
V((f)) et Sp(A) # V((g))-
On a Sp(4) = V((£) UV ({(9)) = V((fg9)) = V(0). m
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Chapitre 3

Généralités sur les corps

3.1 Définition

Définition 3.1 Un anneau unitaire (A, +,-) est un corps ssi tous les élé-
ments non nuls de A sont inversibles ssi (A4, +) et (A\{0}, ) sont des groupes
ssi les axiomes suivants sont vérifiés :

V(z,y,2) € A3 (x+y)+z2z=0+@y+z2)=x+y+2
HVeAVreAr+0=04+zx=1x

Vee A I(—x) e Ajx+ (—x) = (—z)+2 =0

Viz,y) e A x+y=y+x

V(x,y,2) € A3 (zy)z = z(yz) = 2yz

JdleAVreAzrl=1xr==x

Ve e A\{0},Fot e Azt =l =1

V(x,y,2) € A3 (x4 y)z =2z +yz et x(y+2) =2y + 22

Remarque 3.1 Si on veut spécifier que dans un corps A, A\ {0} n’est pas
commutatif, on dit que A est une algébre a divisions. Dans le cas contraire,
on dira que A est un corps commutatif.

Exemples :
e Q R et C sont des corps .
e 7 n’est pas un corps.
e 7/nZ est un corps ssi n est premier.
En effet n premier ssi VO < k& < n — 1,3(u,v) € Z* ku + nv =
1 ssi VO<k<n—-13FueZku=1 ssi YO<k<n-—1k
inversible.

Proposition 3.1 Soit A un corps. A est integre, le seul idéal propre de A
est {0} et tout morphisme d’anneaux unitaires ¢ : A — B est injectif.

Démonstration.
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e Soit a € Aetb e A\ {0} tel que ab = 0. b est inversible donc
a=0b"! = 0. De méme si ba = 0. Donc A est inteégre.

o Si]+# Aestunidéalde A. Sia € I est nonnul, aa"! € T ouata €l
donc I = A (contradiction) donc I = {0}.

e Soit ¢ : A — B. Ker(p) est un idéal de A propre car 1 ¢ Ker(A).
Donc Ker(A) = {0}. n

Remarque 3.2 Le deuziéme point admet une réciproque : si A est unitaire et
si ses seuls idéaux sont A et {0} alors A est un corps.

Démonstration. 1l reste a montrer 'existence de I'inverse.
Soit a € A non nul. aA est un idéal non nul de A car a # 0 donc aA = A.
Il existe donc b € A tel que ab = 1. Dans Aa, le méme raisonnement
amene ca = 1.
cab = b donc ¢ = b car ab = 1. Donc ab = ba = 1. [ ]

Lemme 3.0.1
Tout anneau A unitaire integre et fini est un corps.

Remarque 3.3 La réciproque est fausse.
L’hypothése intégre est nécessaire.

Démonstration. Soit a € A\ {0}. On pose :

‘A—>A
7N s ab

Par distributivité, ¢, est un endomorphisme de groupes de (A, +). Par
intégrité de A, Ker(p,) = {0}.

Donc ¢, bijective donc il existe a’ € A, aa’ = 1. Par intégrité, a’a = 1.

Donc A* = A*. [ ]

Remarque 3.4
e Tout corps fini est commutatif (théoréme de WEDDERBURN )
o Si F est un corps commutatif, tout sous-groupe fini G de F'\ {0} est

fini.
e Si F est un corps fini, F'\ {0} est cyclique.
3.2 Extensions et caractéristique

On suppose a présent les corps commutatifs.
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Définition 3.2 Soit £ un corps commutatif.

Une extension de corps de k est la donnée d'une k-algebre K qui est un
corps.

Le morphisme d’anneaux (structurel) k& — K définissant 1'extension de
corps est injectif donc bijectif sur son image que l'on identifie a k. Conven-
tionnellement, on note k <— K l’extension de corps.

Définition 3.3 Un sous-corps de k est un corps contenu dans k. Si F' est
un sous-corps de k, le morphisme d’inclusion définit une extension de corps.
Si k — K, k est un sous-corps de K.

Exemples :
e Id : k — k définit une extension de corps de k et k est un sous-corps
de k.
e (Q est un sous-corps de R qui est un sous-corps de C.
o K =F[X]/(X?+ X +1) ={a+bX,(a,b) € Fo} ={0,1,2,1+x}.
K est un corps.
Lemme 3.0.2
Soit k un corps commutatif. Soit (F;);c; une famille de sous-corps de K.
Alors F' = ‘ﬂIFi est un sous-corps de k.
e
Démonstration. Soit F; un sous-corps. F; \ {0} est un sous-groupe de &\ {0}
L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe donc AﬂIFi \ {0} est un
1€

sous-groupe de k \ {0} et N F; est un sous-groupe de k. n
el

Définition 3.4 Soit k£ un corps commutatif.
L’intersection de tous les sous-corps de k est appelée sous-corps premier
de k. C’est le plus petit sous-corps de k et il est propre.

Remarque 3.5 Plus généralement, le lemme ci-dessus permet de donner un
sens a la contruction suivante. Soit k — K wune extension de corps. Soit
(o1, -+, ) € K. On peut alors construire le sous-corps de K engendré par
k et les a; comme :

klag, -, a,) = N F

kU{a1, ,an}CF sous-corps de K

ou si on se donne S C K, le lemme donne également un sens au sous-corps
de K engendré par k et S.

Proposition 3.2 Soit k£ un corps commutatif.
Si k est de caractéristique nulle, son sous corps premier est Q, sinon, c’est
F,, avec n sa caractéristique.
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Si k < F est une extension de corps de k, alors F' a la méme caractéris-
tique que k et le méme sous-corps premier. De méme si &k’ est un sous-corps

de k.

Démonstration.
e Notons ¢ : n — n.1;. Si Ker(¢) = {0}, on pose :

o {@ -k
Tl e pla)p(h)

© est bien définie et est un morphisme d’anneaux. Donc @ est injectif
et tout sous-corps contient Q. Donc le sous-corps premier vaut Q.

e Si Ker(yp) = nZ, si n = ning, p(n1)e(ny) = 0 donc n|ny ou n|ns.
Contradiction.
Donc n est premier. De méme, ¥ : F, — k est un morphisme d’anneaux
unitaires donc injectif et le sous-corps premier est I,

e Soient k1 < ko. Montrons que les caractéristiques ny et ny de ky et ko
sont égales.
Notons f le morphisme structurel k; — ko, @1 : n +— n.1y, et ¢ :
nw— n.le.
fowr = gy donc mZ = Ker(ps) = 937 ({0}) = o1 f1({0}) =
© 1 ({0}) = nyZ. car f injective (morphisme de corps).
Donc ny = ny car ils sont positifs. [

Définition 3.5 Soit K une extension de k. Le degré de l'extension K est
la dimension de K en tant que k espace vectoriel. On le note [K : k]. On dit
que l'extension est finie ssi [K : k] est fini.

Remarque 3.6
o [K:kl>1
e Une extension de corps K de k ne définit pas toujours en espace vec-
toriel de dimension finie. Par exemple Q[X] et F,[X].
e R~ Cet[C:R]=2.
Proposition 3.3 Soient £ — K — L deux extensions de corps emboitées.
o [K:kl<ooet|[L:K]<oossi[L:k]<oo
e Dans ce cas, [L: k] =[L: K|[K : k.
Lemme 3.0.3
Soient k — K — L des extensions emboitées.

Si (e;)ier une base du k espace vectoriel K et (f;);cs une base du K espace
vectoriel L alors (e; fj)(m)e 1% est une base du k espace vectoriel L.

Démonstration. La liberté est claire. La génératricité aussi. La proposition
s’en déduit. |
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3.3 Compléments

Définition 3.6 Soit £ un corps commutatif.
e Une extension L de k est une k-algebre dont 'anneau sous-jacent est
un corps. On dit que L est un sur-corps de k.
e Un sous-corps de k est un sous-anneau de k£ qui est un corps.
e Soit k < L. Si [L : k] est fini, on dit que L est une extension finie de
k.

Les théoremes de GALOIS donne un lien entre la théorie des groupes et
algebre commutative.

Soit k£ un corps de caractéristique nulle.

On peut lui associer un groupe fini. Gal(L, k) = Autg(L).

THEOREME 3.1 (CORRESPONDANCE DE GALOIS) Soit k un corps commu-
tatif et k — L finie de degré n.
Il existe une bijection :

Iy {K,k— K — L} — {Sous-groupes de Gal(L, k)}
K —  Gal(L, k)
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Chapitre 4

Les anneaux de polynémes

4.1 Définitions

On note A™ T’ensemble des suites presque nulles d’éléments de A.

Définition 4.1 Soit a € AN,
e On appelle degré de a le plus grand n tel que a, # 0. On a, par
convention deg(0) = —oo.
e Pour tout k, a; est le coefficient de a en position k.
o Le ceefficient dominant de a est son ceefficient en psition deg(a).

Remarque 4.1 Par définition le cefficient dominant est non nul.

THEOREME 4.1 Soit A un anneau unitaire.

(AN ) est un anneau unitaire avec la somme terme d terme et le
produit de Cauchy. De plus le neutre est 1 = (0g;)ien €t a — a.l est un
morphisme d’anneauz injectif.

Démonstration. Affligeant. [ |

Définition 4.2 On pose X° =1 et X* est le polyndéme dont tous les coef-
ficients sont nuls sauf le k-eme qui vaut 1.

Lemme 4.1.1
X=X .XxXk1=XkI1.X,

Démonstration. La démonstration précédente conclut. [ ]

Lemme 4.1.2

Soit P € AM tel que P = (ay)n.
deg(P)

P= > 7(a;)X’.

J=0
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CHAPITRE 4. LES ANNEAUX DE POLYNOMES

Définition 4.3 (Anneau polynéme) On appelle anneau de polynomes en
une variable et a ccefficients dans A I'anneau :

A[X] =AM

muni de la somme terme a terme et du produit de Cauchy.

Comme a — a -1 est injective, on notera tout polynéme sous la forme
deg(P)

P = Z anj .

5=0
Remarque 4.2 P =0 sst pour tout n, a, = 0.
Définition 4.4 (Polynomes en plusieurs variables) Soit (A, +,-) un anneau
unitaire. On appelle anneau des polynémes en n variables ’anneau qu’on
note A[X7,- -+, X,] défini par récurrence par :

A[Xl, T ,Xn] = A[Xla te ,Xn—l][Xn]

Lemme 4.1.3
Tout élément P € A[Xy, -+, X, sécrit P = Y aj .., X{' -+ X'
11, ytn
Remarque 4.3 Comme dans le cas des polynomes en une variable, on peut
définir directement les lois de composition sur A[Xy, -, X,].
Par exemple, sin = 2, A[X,, X,] se définit a partir de ANN quec I'ad-
dition de matrices et

((@i)ig (bij)) = (iiah,lai—hg‘—l)

1=0h=0 i
Lemme 4.1.4
Soit A un anneau unitaire. L’application deg : A[X] — N vérifie :
o deg(X™) =n

e deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))
o deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)

Si le coefficient dominant de P ou celui de @ est régulier dans A alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Démonstration. Que celui qui ne sait pas faire la démo retourne en sup. m

COROLLAIRE 4.1 Soit (A, +,+) un anneau unitaire.
Si A est commutatif (resp. intégre), A|X] est commutatif (resp. intégre).

Démonstration. Commutativité : débile par réindiciation qui est une CS de
débilité.

Intégrité : Si PQ = 0 avec P # 0 et Q # 0, adeg(p)baeg(@) = 0 et est
différent de 0. |
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4.2. DIVISION EUCLIDIENNE DANS A[X]

Remarque 4.4 Si A unitaire, A[X] n’est pas un corps car X n'a pas d’in-
verse : si XP =1, alors 0 = deg(X) + deg(P) = 1 + deg(P).

Définition 4.5 (Irréductibilité) Soit A commutatif unitaire. P est irréduc-
tible ssi ¢’est un élément irréductible de A[X].

Proposition 4.1 Soient (A, +,-) et (B, +,-) deux anneaux unitaires.

Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux unitaires.

Il existe un morphisme d’anneaux unitaire : g : A[X]| — B[X] tel que
Pla=pet p(X)=X.

Si @ est injective (resp. surjective, bijective), P est injective (resp. surjec-
tive, bijective).
Remarque 4.5 Etant donné un isomorphisme 1 : A[X] — B[X], le fait
que ¥ provienne d’un morphisme d’anneaux unitaires p est faur en général
(probléeme de simplification de ZARISKI).

Démonstration.
A[X] —  B[X]
T eXt e ()Xt
i=0 i=0
convient. m

4.2 Division euclidienne dans A|X]

Soit A un anneau unitaire et commutatif.

Définition 4.6 (Polynéme unitaire) On dit qu'un polynéme P non nul est
unitaire ssi son ceeflicient dominant est inversible dans A.

Remarque 4.6 Si A est un corps tout polynéme non nul de A[X] est unitaire.

THEOREME 4.2 (DIVISION EUCLIDIENNE) Soit A un anneau commutatif
unitaire.
Pour tout (F,P) € A[X]? avec F unitaire, il existe un unique couple

(Q,R) € A[X]? tel que P=FQ + R avec R =0 ou 0 < deg(R) < deg(F).

Démonstration.

I Soit (Q1, Ry), (Q2, Ry) € (A[X])? vérifiant les propriétés de I’énoncé.
Alors FQl -+ R1 =P = FQQ -+ R2 d’ou F(Ql — QQ) = (R2 - Rl)
Comme F' est unitaire, son coefficient dominant est régulier.
D’apres le lemme précédent,

deg(Ry — Ry) = deg F' + deg(Q1 — Q)
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CHAPITRE 4. LES ANNEAUX DE POLYNOMES

Ou bien, Q)1 = @Q)», et alors Ry = Ry et c’est fini, ou bien ils sont
différents, alors deg((); —@Q)2) est positif et on obtient une contradiction
sur deg(Rs — Ry).

3 Soit F' € A[X] unitaire de degré n.
Si P = 0, on peut prendre () = R = 0 et tout va bien.
On le suppose donc non nul. Supposons que le degré de P soit le degré
minimal pour qu'un tel couple n’existe pas. Notons d = deg(P).
Ou bien d < n, et dans ce cas le couple (0, P) marche donc il y a
comme qui dirait une contradiction.
Ou bien d > n. Posons F = aX™ + Fj.
Alors, deg(Fy) < n. De méme, P = bX* + Py, deg(FRy) < d.
On peut écrire P = ba ' X% "F + P, avec P, = —ba ' X" F, + B,.
Remarquons alors que

deg P, < max(deg Py, deg(—ba ' X9 ™)) < (d — 1)

grace a '’hypothése de minimalité sur le degré de P, il existe (Q1, R1) €
(A[X])? comme dans 1'énoncé.

Dot P = (ba=' X4 "4+Q;)F+R;. On a prouvé I'existence d'un couple
(@, R) vérifiant 'hypothese de I’énoncé. Contradiction ! [ |

4.3 Comparaison de A[X] et Z

On suppose que A est un corps commutatif.

Lemme 4.2.1
AX = (A[X]).

Démonstration.
C Clair
D Soit P € A[X]*.
Il existe @ tel que PQ = 1.
deg(P) + deg(Q) = 0 donc deg(P) = deg(Q)) =0 et P € A*. u

Proposition 4.2 Soit A un corps commutatif et I un idéal de A[X].

Il existe P € A[X] tel que I = (P) = P - A[X].

De plus, I est maximal ssi I est premier non nul ssi il existe P irréductible
tel que I = (P).

Démonstration.
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4.4. ELEMENTS ENTIERS D'UN ANNEAU

e Soit I un idéal de A[X].
SiI={0},I=0-AX]
Sinon, il existe P € I non nul de degré minimal. On va montrer que
I=(P).
On a clairement une inclusion. Montrons la deuxiéme. Soit F' € I.
Il existe @, R tel que F' = PQ + R et deg(R) < deg(P).
Feldonc R=F — PQ € I donc R € I donc deg(R) = —oo donc
R =0. Donc F € (P).

1 = 2 Déja vu : maximal implique premier et A[X] pas un corps donc
non nul.

2 = 3 Soit I premier non nul. Il existe P € A[X] non nul tel que I = (P).
Si P = PP, avec P, et P, non inversibles. Par minimalité de deg(P),
Pi¢letPodl
Cependant, P; P, € I donc contradiction.

3 =1 Soit P irréductible (non nul) de degré minimal tel que I = (P).
Soit J idéal de A[X] tel que I C J. On a de méme J = (Q).

I C J donc il existe Qg € A[X] tel que P = QQp.
Or P est irréductible donc @) ou )y est inversible. Si () inversible,
J = A et sinon, I = J. [ ]

THEOREME 4.3 (DE BEzouT) Soient Py et Py deux polyndmes irréductibles
tels que Py ¢ (Ps).
Il existe U,V € A[X] tel que UP, + V Py = 1.

Démonstration. (Pi+Py) 2 (Py) donc (P1+P,) = A[X]donc 1 € (P+P,)
(Pr) + (P).

Proposition 4.3 A[X] est euclidien, principal, factoriel, en bref sympa-
thique. Comme Z.

4.4 Eléments entiers d’un anneau

On suppose les anneaux commutatifs et unitaires.

Définition 4.7 Soit B un anneau, A un sous-anneau de B et ¢ € A. On
note A[C] I'ensemble {b € B,3P € A[X], P(c) = b}.

Proposition 4.4 A[c| est un sous-anneau de B.

Démonstration. Suis-je bien en L37 ]

Proposition 4.5 Soit B un anneau commutatif unitaire, A un sous-anneau
de Betce B.
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CHAPITRE 4. LES ANNEAUX DE POLYNOMES

Alc] est un A-module de type fini ssi il existe P € A[X] unitaire non nul
tel que P(c) = 0.

Démonstration.
< On an =deg(P) > 1. Posons z; = ¢’ pour tout 7 € [0,n — 1].
On a clairement Acy + Acy + -+ + A"t C Alc].
Montrons I'autre inclusion : soit b € A[c].
Il existe @ € A[X] tel que b= Q(c).
Il existe (Qo, R) tel qe @ = PQy + R avec deg(R) < n. Donc b =
Q(e) = P(O)@o(c) + R(e) = Rlc)
Donc b % Acg + -+ Ac L.

= Al = szA

Par Con;truction, x; € Alc] donc il existe P; tel que P;(c) = x;. Notons
q = max deg(F%).

On veut trouver S € Alc] unitaire tel que S(c) = 0.

Alc] est un sous-anneau de B donc ¢?™! € Alc] donc il existe @ tel que

I = Q(c).
P

Par hypothese, Q(c) = > a;P;(c) donc deg(Q) < n.
i=1

S = X% — () convient donc. n

Définition 4.8 (Elément entier) Soit B un anneau commutatif unitaire, A
un sous-anneau de B et c € B.

On dit que ¢ est entier sur A ssi il existe P € A[X] unitaire tel que
P(c)=0.
Définition 4.9 (Elément algébrique, transcendant) Soit k < L une exten-
sion de corps et ¢ € L.

c est dit algébrique sur k ssi il existe P € k[X] non nul tel que P(c) = 0.

Si tous les éléments de L sont algébriques sur k, on dit que L est une
extension agébrique de k.

Dans le cas contraire, ¢ est dit transcendant.

P1ERRON Théo Page 32 Tous droits réservés



Chapitre 5

Le quotient

5.1 Quotient d’un groupe par un sous-groupe
distingué

cf Théorie des groupes.

Définition 5.1 Soit G un groupe.
Une relation d’équivalence R sur G est dite compatible avec - ssi on a
V(z,2',y,y') € G* tel que (xR’ et yRy') implique zyRa'y'.

THEOREME 5.1 (FACTORISATION PAR LE QUOTIENT) Soit f : G — G’ un
morphisme de groupes.
Soit H un sous-groupe distingué de G et m : G — G/H le morphisme de
groupes canonique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
o f(H)=1;
o HCKerf;
o [l existe un unique morphisme de groupes f : G/H — G’ tel que
f = fomn. Side plus, f est surjectif (resp. H = Ker f), alors f est
surjectif (resp. injectif)

5.2 Quotient d’un anneau par un idéal

5.2.1 Généralités

Remarquons que, si A est un anneau, le groupe sous-jacent (A, +) est
commutatif. En particulier, le sous-groupe sous-jacent a un idéal I de A
donné est distingué.

THEOREME 5.2 (EXISTENCE DU QUOTIENT) Soit A un anneau et I un idéal
de A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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CHAPITRE 5. LE QUOTIENT

e [ est un idéal bilatére de A ;

o [l existe sur le groupe quotient A/l une seconde loi de composition
A/l x A/l — A/I qui munit AJ/I d’une structure d’anneau et qui
fait du morphisme de groupes canonique A — AJ/I un morphisme
d’anneauz de A dans A/I.

o [ est le noyau d’un morphisme d’anneauz défini sur A.

Démonstration.

2 = 3 Découle du fait que I = Ker (7).

3 =1 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux de noyau I. Il s’agit de
vérifier que I est un idéal bilatere de A.

Soit . € Aeti €. Ona f(xi) = f(z)f(i) =0= f(i)f(x) = f(izx).
Donc [ est un idéal bilatere de A.

1 = 2 Comme (A, +) est commutatif, le groupe (A/I,+) a bien un sens.
Soit Z,7 € A/I. On pose Ty = Ty. Vérifions que cette définition a
bien un sens.

Onprend 2’ € x+1,et 3y € y+ 1. Alors il existe i € I,j € J tels que

¥=x+iety =y+i.

En développant le produit z'y’, on obtient une somme de xy et d’un

élément de I'idéal, ce qui prouve que le produit est encore dans I'idéal.

Donc cette loi de composition est interne sur A/I.

De plus, compte tenu de la définition il est facile de vérifier :

» les axiomes de la structure d’anneau pour A,

» que le morphisme de groupes (A,+) — A/I s’étend en un mor-
phisme d’anneaux. ]

Définition 5.2 Soient A un anneau et I un idéal bilatere de A. L’anneau
A/I défini par le théoréme précédent est appelé anneau quotient de A par
I'idéal 1.
Remarque 5.1

e Si A est un anneau unitaire, A/I est unitaire, d’unité la classe du

neutre de A.
o S0 A est commutatif, A/I est commutatif.

THEOREME 5.3 (FACTORISATION PAR LE QUOTIENT) Soient A,B deux an-
neauz, f : A — B un morphisme d’anneaux.
Soit I un idéal bilatére de A et m : A — AJI le morphisme d’anneauz
canonique (construit par le théoréme ci-dessus).
Les assertions suivantes sont équivalentes :
o £(I)=(0)
o [ CKerf
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5.2. QUOTIENT D’UN ANNEAU PAR UN IDEAL

o Il existe un unique morphisme d’anneauzx f : A/I — B tel que f =
for.
De plus, si f est surjectif (resp. I = Ker(f)) alors f est surjectif (resp.
injectif).
Si A, B sont unitaires et si f : A — B est un morphisme d’anneaux
unitaires, alors f en est aussi un.

Démonstration.
1 = 2 Définition du noyau.
2 = 3 En vertu du résultat analogue en théorie des groupes, il existe un
unique morphisme de groupes f : A/I — B vérifiant f = for.
Vérifions la compatibilité de cette définition pour la multiplication.

Soit z,y € A. On a f(zy) = f(m(zy)) = f(zy) = f(2x)f(y)-

Si f est surjectif, on a vu que f en tant que morphisme de groupes

est surjectif, donc f est surjectif en tant que morphisme d’anneaux.

Si I = Ker f, alors f est injective, donc f est injective en tant que

morphisme d’anneaux.

Si f: A— B est unitaire, f(1) =1, f(1) = 1.
3=1Soitzel=0+1.

Alors T = 0, donc f(z) = f(0) = £(0) = 0. n

COROLLAIRE 5.1 Soit f : A — B un morphisme d’anneauz (resp. d’an-
neaux unitaires) surjectif.
Il existe un unique isomorphisme d’anneauz (resp. d’anneaux unitaires)

f - A/Ker(f) — B tel que f = for.

Démonstration. On a vu que Ker(f) est un idéal bilatere. On peut donc
appliquer le théoreme précédent avec I = Ker(f). [ |

5.2.2 Conséquences directes de ’existence du quotient

Proposition 5.1 Soit A un anneau, I un idéal de A.
e Si A est commutatif, I est un idéal bilatere et I est premier ssi A/
est integre.
e Si A est commutatif et unitaire, alors I est maximal ssi A/I est un
SOUS-COrps.

Démonstration. Soit I un idéal de A.
e [est premierssi [ # Aetabe I = (a€loubel)
Donc I premier ssi A/I # (0) et ab=0=a=0oub=0ssi A/I est
integre.
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e Si I # A, I est maximal ssi pour tout idéal Jde A, J DI = (I =A
ouJ=1)
Donc I est maximal ssi Vo € A\ I, (x) + 1 = A.
En particulier, A/I est un anneau unitaire et commutatif.

A/I est un corps ssi (A/I)\ {0} est un groupe multiplicatif
ssi vz e (A/1)\{0},dg, 7y =1
ssi Vee A\I,Jye Ajzyel+1
ssi Vee A\I,(z)+1=A

Donc [ est maximal ssi A/ est un corps. |

THEOREME 5.4 (IDEAUX DU QUOTIENT) Soit A un anneau commutatif et
I un idéal de A.
L’ensemble des idéaur de A contenant I est en bijection avec l’ensemble

des idéauz de A/I.

Cet énoncé est une application de la correspondance des idéaux par un
morphisme surjectif, appliqué a 7. On le rappelle ici pour mémoire.

THEOREME 5.5 (CORRESPONDANCE DES IDEAUX) Soient A et B deuzx an-
neaux commutatifs. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Les applica-
tions f~! : {idéauz de B} — {idéauzx de A contenant Ker(f)} et f. : {idéaux
de A contenant Ker(f)} — {idéaur de B} sont des bijections réciproques.
Ces bijections respectent les inclusions et les intersections.

Remarque 5.2 On peut expliciter les bijections entre ces deux ensembles grace
a:
{idéauz de A contenant I} —  {idéaux de A/I}
Ty
JDI = w(J)

{idéauz de A/I} — {idéaux de A contenant I}

T
J = 7))

THEOREME 5.6 Soit A un anneau commutatif et unitaire. Soit I C A un

idéal propre de A.
1l existe un idéal mazimal M C A tel que M D I.

Démonstration. A/I # (0) donc il existe un idéal maximal M de A/I tel que
M # (0) (par un des théoreémes précédents).

Par la correspondance des idéaux, on sait qu’il existe un idéal M conte-
nant I tel que 7(M) = M.
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Si M =A, m(M)=A/I =M, ce qui est impossible (sic). Donc M # A.
Exo de TD, (A/I)/M ~ A/M, donc A/M est un corps, d’'ot M est
maximal. |

Définition 5.3 (Idéaux comaximaux) Soit A un anneau commutatif uni-
taire.
On dit que deux idéaux I et J de A, sont comaximaux si [ + J = A.

Remarque 5.3 Soit A commutatif unitaire.
e Deux idéauxr mazrimauzr de A distincts, sont comazimauz.
e [l existe des couples d’idéaux comazximaux, non maxrimaux.
Par exemple, dans Rlz,y|, [ = (x), J = (y,z+ 1), et (x+1)—x =1
est la relation donnant la comaximalité.

5.2.3 Le théoréme des restes chinois

THEOREME 5.7 DES RESTES CHINOIS Soit A un anneau commutatif unitaire
et n € N*.

Soit I,--- , 1, des idéauxr de A deur a deux comaximaux.

Alors :

o I)---1,= (L.

i=1
e Le morphisme d’anneaux unitaires :

{A-ﬁ AL x - x AJI,
[ - _
x = (T, ,T)

est surjectif de noyau (; I;.

En particulier, A/ <ﬂ[z> ~ A/l x - x A/,

i=1
Démonstration. N .
e Par définition, H[i C ﬂ[i.

i=1 i=1
Il s’agit de prouver la réciproque. On la prouve par récurrence sur n.

n+1 n n n+1
N1 = < Q) N Ip1 C (HL) NI C [
i=1 i=1 i=1 i=1
si on sait prouver le résultat pour n. La deuxiéme inclusion est justifiée
par le cas n = 2 ci-dessous.
Prouvons 'inclusion dans le cas ou n = 2. Soit x € I; N I5.
Comme Iq, I sont comaximaux, il existe a; € I;,as € Iy tels que
1l=a1+as, dou x = a1z + asx € I I5.
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e Soit x € A. On a I’équivalence :

(f(x)=0) ssi Vie[l,n],=0dans A/I;
qui équivaut encore a x € ﬂ_fi.
i=1
Prouvons que f est surjective. Soit (Ty,...,T,) € A/l X -+ X A/I,.
Il s’agit de trouver z tel que Vi € [1,n], T =; dans A/I;.

Montrons que I; et ﬂ I; sont comaximaux.
j=2
S’ils ne Iétaient pas, il existerait un idéal maximal m de A tel que
n
m>DIletmD ﬂ[j.
j=2
n
m contient () I; donc il existe jo € [2,n] tel que I;, C m.
j=2
Par récurrence, on voit qu’il suffit de prouver que J; N J, C P, P
premier, implique que J; C P ou Jy C P.
Si ce n’était pas le cas, il existerait 1 € J; \ P, et x5 € Jo \ P, mais
on aurait x1xe € J1Jo C Ji N Jy, ce qui contredit le fait que P est

premier.
En appliquant cette affirmation & tout e € [1,n], on obtient :
[e et m[]
ite

sont comaximaux.

Donc e € [1,n], il existe a, € I, et (. € ﬂ[e, tels que 1 = a, + fe.
ie

Posons © = 11 + -+ - + Bux,. Soit @ € [1,n].

Donc, si j #1,8; € I; dou T = 3,7;.

En outre, pour tout e € [1,n], x; = aex; + Sex;.

Pour e =i, a0, = «; € I;, donc T; = Bﬁi, ce qui acheve la démonstra-

tion. [

Exemple :
Résoudre dans Z le systeme linéaire d’équations aux congruences suivant :

r =1 mod3
z =3 modbH
z =0 mod?7

Le théoreme précédent affirme que ce systéme a une solution unique,
modulo 105.
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Proposition 5.2 Soit B un anneau integre commutatif unitaire, A un sous-
anneau de B et c € B.

Si ¢ est entier sur A notons ¢ = min{deg(Q), @ € A[X]\ {0}, Q(c) = 0}.

Il existe P € A[X]\ {0} unitaire de degré § tel que P(c) = 0 ssi il existe
P € A[X] tel que P(c) = 0 et ev. : Q — Q(c) induit un isomorphisme
d’anneaux unitaires de A[X]/(p) — Alc].

Dans ce cas, P est unique.

Démonstration.
= On a déja montré que ev, est un morphisme d’anneaux unitaire sur-
jectif.
Par les théorémes d’isomorphisme, il suffit de vérifier que Ker(ev,.) =
(P).

Par hypothese, ev.(P) = P(c) = 0 donc P € Ker(ev,).

Or Ker(ev,) est un idéal de A[X] donc (P) C Ker(ev,).

Réciproquement, soit @ € Ker(ev,), ev.(Q) = 0 = Q(¢) donc, comme

P unitaire, on peut diviser () par P.

On a donc @ = PQo + R et deg(R) < 6.

Dot 0 = Q(c) = P(c)Qo(c) + R(c) = R(c).

Si R # 0, ¢a contredit la minimalité de P donc R = 0 donc @) € (P).
< Comme c est entier dans A, il existe un polynéme P € A[X]\ {0}

unitaire tel que P(c) = 0 = ev.(P).

Par le lemme de factorisation, ev, se factorise sur A[X]/(P).

Comme P € Ker(ev,), on en déduit qu'il existe Q € A[X] tel que

P = PQ.

Comme B est integre, on en déduit que le ceefficient dominant de P

qui est inversible, est le produit de ceux de P et () donc le ceefficient

dominant de P est inversible.

Donc P est unitaire et P(c) = 0.

Comme Ker(ev.) = (P), on remarque que tout polyndéme @ tel que

Q(c) = 0 est bien divisible par P donc deg(P) = § donc est de degré

minimal parmi les polynémes s’annulant en c. ]

Remarque 5.4 (Hors programme) Soit k un corps commutalif et unitaire.

L’ensemble hom(M, k) se dessine.

Comme k[ X1, -+, X,,] est neetherien, il existe fi,-- -, fn € k[ X1, -+, X0
tel que I = (f1,++, fm)-

On peut également considérer I’ensemble Sol(1,k) = {x € k",0 = fi(x) =
= @)}

Par exemple, si f = 2> +y> — 1 avec k = R et Sol(f,R) est le cercle de
centre O et de rayon 1.
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On a une bijection entre hom(M, k) et Sol(1,k) par ¢ — (o(x;));
avec x; la classe de X; dans k[ X1, -, X,]/1.
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Chapitre 6

Corps finis

Définition 6.1 On appelle corps fini ben un corps fini. ..

Remarque 6.1 Un corps fini est de caractéristique p # 0 et est muni d’une
structure de Fp,-espace vectoriel.

Proposition 6.1 Soit £ un corps fini de caractéristique p. Il existe r > 1
tel que Card(k) = p".

Démonstration. r = dimg, (k) qui est finie car sinon, on aurait une famille
libre infinie. |
THEOREME 6.1 Sik est un corps fini, (k*,-) est un groupe cyclique d’ordre
Card(k) — 1.

Remarque 6.2 En particulier, il est abélien.

Démonstration. k> est un groupe fini. Notons p" le cardinal de k.
Donc, d’apres un théoreme qu’on est censé avoir vu en théorie des groupes,
il existe G'q, - - - , G, des groupes cycliques de cardinaus ry, - -+ , 7, avec r;,1|r;

tels que k> ~ HGZ-.
i=1

Onadoncp"—leridoncrl <p —1LSiaek”, , o™ =1
i=1

Or X" —1 a au plus r; racines mais on en connait p" —1 donc p" —1 < ry
et ry =p" — 1.
Donc n =1 et k* est cyclique. [ ]

THEOREME 6.2 Tout corps fini est commutatif.

Proposition 6.2 Soit k£ un corps fini de caractéristique p > 0.

{k ~ k
(p:
xr +— P
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CHAPITRE 6. CORPS FINIS

est un isomorphisme d’anneaux unitaires.
L’ensemble des éléments de k fixés par ¢ s’identifie a [F,,.

Démonstration. C’est le Frobénius. ]

Définition 6.2 Un corps de caractéristique p > 0 ou le Frobénius est sur-
jectif est appellé corps parfait.

Exemples : Les corps finis sont parfaits. F,(X) ne l'est pas

THEOREME 6.3 Soit k un corps fini de caractéristique p et de cardinal p".
o [l existe v € k* tel que k =F,[a].
e [l existe un polynome unitaire P € F,[X]|\ {0} de degré r irréductible
tel que le morphisme d’anneaux ev, induise par passage au quotient
un isomorphisme F,[X]/(P) — k.
e De plus, si P est scindé dans k, ’ensemble de ses racines est l’en-
semble des puissances de a : {o, o, --- o '} ie P|X?" — X dans

Fp[X].

Démonstration.
e Soit o un générateur de k*.
On va montrer qu'il existe P € F,[X] unitaire de degré minimal tek
que P(«) = 0, puis montrer que ce degré est r.
Avec le chapitre précédent, on obtiendra l'isomorphisme.

e Soit [ le plus grand entier tel que la famille {1, a,---, !~} soit libre
sur [F,.
Par maximalité de [, {1,q,---,a'} est liée donc il existe (ag,--- ,a)

l
non tous nuls tels que ZCL@'O/-

i=0
Si a; = 0, par liberté de (1,---,a!"!) les a; sont tous nuls. Donc
a, # 0.

-1,
Donc o + Z—Zo/ =0.

i—0 U
-1
Posons P = X! + Z%X’. P est unitaire, de degré | et P(a) = 0.
i—0
e Montrons que [ = 7. On a déja [ < r.
De plus, si § € k, soit 3 =0¢et § € Vect{l,-~- ,al}, soit B € kX et
B = a*. (ce qui prouve le premier point)
En faisant la division euclidienne de X* par P, on a 8 = P(a)Q(«) +
R(a) = R(«) avec deg(R) < deg(P) = .
Donc 3 € Vect {1, e ,o/}. Donc (1, -+, al) est génératrice et r = [.
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q
Soit @ € F,[X] unitaire tel que Q(a) =0. Q = > b X".
i=0

Si ¢ < I, tous les b; sont nuls car (1,---,a!™1) est libre.
Donc Q #0=q > .

Donc | = r = min{deg(Q), @ € F,\ {0}, Q(a) = 0}. D’oti le deuxieme
point.

Si P(a) =0, 0 = ¢*(P(a)) = P(a?").

Donc (a,a?,; - -- ,o/’k) sont des racines de P qui a au plus r racines.
Donc P est scindé. [ ]

Remarque 6.3

En fait, on a montré que si k est un corps fini de caractéristique p
et de dimension r, alors k = {P(«) € Fyla],deg(P) < r — 1} avec «
générateur de k™.

Le polynome irréductible (unitaire) P et déterminé par la donnée de
a. Mais, a priori, il peut exister plusieurs polynomes Q € F,[X]| qui
réalisent l'isomorphisme k ~ F,[X]/(Q) il existe aussi plusieurs choiz
de o possiblies qui induisent différents polynomes P, réalisant ’iso-
morphisme.

Si k est un corps fini de cardinal p”, alors X?" — X est scindé sur k.
En effet, XP" — X = X(X?" =1 —1) qui a pour racines 0 et les racines
de XP"~1 — 1 qui sont les éléments de k*.

THEOREME 6.4 (EXISTENCE ET UNICITE DES CORPS FINIS) Soit p un

nombre premier et r € N*. A isomorphisme prés, il existe un unique corps
fini de cardinal p".

Démonstration.

=

On a vu que si k est un corps de cardinal p", il existe un isomorphisme
d’anneaux unitaires F,[X]/P, — k avec a un générateur de k* et P,
irréductible.

Réciproquement, si P € F,[X] est irréductible et de degré r, on sait
que F,[X]/(P) est un corps de cardinal p". Il suffit donc de prouver
Iexistence d'un P € F,[X] irréductible. (Voir TD)

Soit p un nombre premier et r € N*,

On veut montrer que si k et k&’ sont deux corps finis de cardinal p", il
existe un isomorphisme d’anneaux unitaires de k& dans &’

Soit k£ un corps fini de cardinal p". On a k = F,[X]/(P).

Soit @ un polynome irréductible de F,[X] de degré r.

On est ramené & prouver que k ~ F,[X]/(Q).

D’aprés la preuve précédente, Q| XP" — X dans F,[X]. Or ce dernier
est scindé dans k et @ le divise dans k[X] donc @ est scindé dans k.
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Soit 8 une racine de Q).

EX]NQ) — Kk
?"\r —  R(B)

est I'isomorphisme recherché. [ ]

Exemple : Calculer le corps a 4 éléments.

Ce corps est de caractéristique 2, donc on le construit comme quotient de
Fo[X] par P = X?+bX + ¢ irréductible. On doit avoir c Z0 et b=2+b# 0
donc P = X? + X + 1 est irréductible.

C’est donc Fo[X]/(X? + X +1) = {0,1, X,1+ X}.
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Chapitre 7

Localisation d’anneaux

Dans ce chapitre, A est un anneau commutatif unitaire.
Le but du chapitre est de formaliser la construction algébrique qui permet
de passer de Z a Q.

7.1 Définition de la localisation

Définition 7.1 (Partie multiplicative) On dit que S C A non vide est mul-
tiplicative ssi 1 € S, S est stable par multiplication et 0 ¢ S.

Exemple : Z* est multiplicative.

Définition 7.2 (Localisation d’'un anneau par rapport a une partie multi-
plicative) Soit S C A une partie multiplicative.
On note S7'A = (A x S)/ ~ ol ~ est définie par

(a,8) ~ (a',s") ssi Tre S r(as —ads)=0

Remarque 7.1 Dans le cas non intégre, il ne faut pas oublier le r dans le
définition de ~.

Démonstration. C’est bien une relation d’équivalence car la symétrie et la
réflexivité sont évidentes et la transitivité se fait :

Si(a,s) ~ (b,t) ~ (c,u), ro(as—bt) = 0et ri(bu—ct) = 0, on a atry = bsry
et bury; = ctry donc autror; = bsroury = sroctry donc trori(au —cs) =0. m

Définition 7.3 On note ¢ la classe de (a, s) dans S™'A.

THEOREME 7.1
e Les opérations :

b t+b
2. -

_{SleslA — 574
s’
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CHAPITRE 7. LOCALISATION D’ANNEAUX

(5:7) =S

'{SleslA — 574

sont bien définies.
e Elles font de (S™*A, +,-) un anneau commutatif unitaire de neutre 1.
e L’application :
A — StA
(2 a
a 1
est un morphisme d’anneaux unitaires.
e Ker(p) = [ J{a € A,as = 0}.
s€S
Remarque 7.2 Si A est intégre, ¢ est injectif.

Démonstration.
e Laissé en exo.
e Allélluia!! Il n’a pas voulu démontrer tous les axiomes!

e Je laisse tomber.

e Soit a € A.
ac€Ker(p) ssi pla)=9 ssi 2=2 ssi Ise S sa=0
Donc Ker(¢) = | J{a € 4, sa = 0}. n

seS

Exemple : Q est la localisation de Z par rapport a Z \ {0}.

Si f € A est nilpotent, on pose S = {f*,i € N}. S7'A ~ A[X]/(fX —1).
THEOREME 7.2 (PROPRIETE UNIVERSELLE DE LA LOCALISATION) Soit A
un anneau, commutatif unitaire et S une partie multiplicative de A. Posons
piar g,

e Pour tout s € S, ¢(s) € (ST'A)*.

e Si f:A— B estun morphisme d’anneaux unitaires tel que pour tout
s €8, f(s) € B*, il existe un unique morphisme d’anneauzr unitaires
f:S™TA = B tel que f = fop.

Remarque 7.3 Ce théoréeme définit la localisation a isomorphisme preés.

Démonstration.
e L’inverse de f est %
e On pose :
TER L
. = fla) [ (s)
f est bien définie et on a donc 'existence.
Soit g un autre truc qui marche.

{SlB — B
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9(2) = 9(13) = 9($)9(3) ™ = (@) f(s)". Bt bim. -

Définition 7.4 (Corps des fractions) Soit A un anneau commutatif unitaire
integre.

On appelle corps des fractions de A 'anneau S™'A avec S = A\ {0}. On
le note Frac(A).

Remarque 7.4 St A intégre, Frac(A) est un corps commutatif.
Exemples : Q = Frac(Z) et k(X) = Frac(k[X]).

Remarque 7.5 (Hors programme) Soit X un espace topologique. On appelle
chaine de fermés de X de longueur n toute suite Zy C 21 € --- C Z,
croissante de fermés irréductibles.

On appelle dimension de X la borne supérieure dans R des longueurs des
chaines de fermés.

On appelle degré de transcendance de L/K le plus grand entier n tel
que L soit algébrique sur k(xq,--- ,x,) = Frac(k[xy, -+, x,]) ot les x; sont
algébriguement indépendants dans k.

THEOREME 7.3 (DE NORMALISATION DE N@THER) Soit k un corps et A
une k-algébre isomorphe a k[T, -+ ,T,]/I intégre.

Sp(A) est de dimension finie qui vaut le degré de transcendance de l'ex-
tension Frac(A)/k

R[X,Y] correspond en géométrie au plan R2.

L’idéal (X?+Y? —1) correspond au niveau des anneaux a R[X,Y]/(X?+
Y? —1) et au niveau de la géométrie au cercle d’équation x> + y* = 1.

On remarque qu’on peut emboiter seulement 3 fermés (les idéaux précé-
dents : V((X,Y — 1)) CV((X?+Y?—-1)) C V(0) = Sp(R[X,Y]).

Donc dim(R[X,Y]) = 2. On a de méme dim(R[X,Y]/(X?4+Y?2—1)) = 1.

L’idéal (X,Y — 1), correspond du point de vue des anneauz d (R/(X? +
Y2 —-1))/(X,Y — 1) ~ R qui correspond, en géométrie a un point du cercle.
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Chapitre 8

Anneaux factoriels

8.1 Divisibilité

Définition 8.1 Soit A un anneau unitaire et commutatif.

On dit que a divise b (ou que b est divisible par a) ssi il existe ¢ € A tel
que b = ac.

On notera alb.

Remarque 8.1 a|0 pour tout a € A. Pour tout a,a € A* x A, ala.
La relation | est réflexive et transitive.

Définition 8.2 On définit la relation binaire sur A : aRb ssi (a) = (b). On
dit alors que a et b sont associés.

Proposition 8.1 C’est une relation d’équivalence.

Lemme 8.0.1
Soit A un anneau commutatif unitaire integre, a,b € A.

aRb ssi dce AX a = be.

Démonstration. Si a = bc avec ¢ € A%, (a) C (b) et b = cta donc (b) C (a).
Réciproquement, si (a) = (b), soit a = 0, alors (b) = 0 donc c’est bon.
Sia # 0, il existe ¢, € A tel que a = bc et b = c'a. On a a = ca donc

a(l — c'c) = 0. Par intégrité, ¢c =1 donc ¢ € A*. u

Remarque 8.2 Soit A un anneau commutatif intégre.
e Pour tout (a,b) € A,

{ alb ssi aRb
bla

o Pourtouta € A, a € A* ssi Vb€ A alb.
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Exemples :
e Les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs
OpPpOSEs.
e Un corps ne contient pas d’éléments irréductibles.
e Les éléments irréductibles de C[X] sont les polyndémes de degré 1.

Proposition 8.2 Soit A un anneau commutatif integre unitaire et a € A.
a est irréductible dans A ssi I'idéal (a) = aA est un idéal propre non nul
qui n’est contenu sans aucun autre idéal principal propre non nul de A.

Démonstration.

< SiaA = A, a est inversible donc aA # A.
Si aA = (0), a = 0. Donc aA est propre non nul.
S’il existe b € A non nul et non inversible tel que (a) C (b).
Il existe ¢ tel que a = be.
Donc A* N {b,c} # @. Comme b ¢ A*, c € A*. Donc (b) = (a).

= On a comme précédemment a # 0 et a ¢ A*.
Soient b,c € A. Si a = be, {(a) C (b).
Si (b) = A, b€ A, sinon, (a) = (b) donc c € A*. u

Proposition 8.3 Soit A un anneau commutatif unitaire intégre, a € A*.
Si (a) est premier, a est irréductible.

Remarque 8.3 La réciproque est fausse en général.

Démonstration. a # 0 par hypotheése, a ¢ A* car aA premier.

Soient (b,c) € A tel que a = be. be € aA or aA est premier donc b € aA
ou c € aA.

On peut supposer b € aA donc b = ad donc a = adc donc, par intégrité,
dc = 1 donc c est inversible. |

Définition 8.3 On note Irr(A) I'ensembles des éléments irréductibles de A.

Définition 8.4 (factorisation en éléments irréductibles) Soit A un anneau
commutatif unitaire integre. Soit a € A*.

On appelle factorisation de A en élément irréductibles la donnée d’un
entier n € N et d’une application ¢ : [0,n] — A tel que g9 € A*, ¢([1,n]) C

Irr(A) et a = [[a-
i=0

On dit que deux factorisations p et q sont équivalentes ssi n = m, qop, ' €
A* et il existe 0 € &, tel que (g1, - ,qn) = (T"1Po(1): " +TnPo(n)) avec
(ri,--+ ,7y,) inversibles.

Remarque 8.4
o Les p; peuvent étre égau.
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e On a une surjection x : A — A/R.
Deuz factorisations sont égales ssi elles sont définies sur [0,n], x o
p = x oq et pour tout r € Trr(A), x(r) € Irr(x o p) = Card((x o

p)~(x(r))) = Card((x © ¢)~"(x(r))).

Définition 8.5 (Systéme de représentants des irréductibles) Soit A un an-
neau commutatif unitaire integre. On dit qu’une partie S de A est un systeme
de représentant des irréductibles de A ssi pour tout r € Irr(A), il existe un
unique (u,s) € A* x S tel que r = us.

Remarque 8.5 Un tel systéme existe toujours.

Définition 8.6 Soit A un anneau commutatif unitaire integre et S un sys-
teme de représentants de A.
Soit N®) I’ensembles des applications presques nulles de S — N.

Notons :
A* x N®) A\ {0}
Os : (u, f) — uHSf(S)
ses
Lemme 8.0.2

Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. LASSE! :
e Pour tout systeme de représentants S des irréductibles de A, pg est
bijective
o [l existe un systeme S de représentants des irréductibles de A tel que
¢s est bijective.
e Tout élément a € A non nul possede une factorisation unique a per-
mutation pres en éléments irréductibles.

Démonstration.
1 = 2 Clair
2 = 3 Aussi
3 =1 De méme [ |

Définition 8.7 (Annecau factoriel) Soit A commutatif unitaire integre. On
dit que A est factoriel ssi A est integre et tout élément de A admet une
unique décomposition en éléments irréductibles (& permutation pres).

Remarque 8.6 On peut se dispenser d’introduire la notion de systéme de
représentants des irréductibles de A. Mais dans ce cas, ’écriture n’est pas
UNIqUT.

Définition 8.8 (Valuation p-adique) Soit A un anneau factoriel et S un
systeme de représentant des irréductibles de A.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes
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Tout élément a € A* s’écrit de maniere unique sous la forme uHs”S(“).
seS
Si p € Irr(A), U'entier v,(a) est appelé valuation p-adique de a.

Remarque 8.7 wvs(a) ne dépend que de la classe de s modulo R.

Lemme 8.0.3 (Propriétés des valuations p-adiques)
Soit. A un anneau factoriel et S un systeme de représentants des irréductibles
de A.

Pour tout r € S et a,b € A*,

v.(ab) = v.(a) + v,.(b) et v.(a+b) > min(v,(a), v, (b)).

Si v.(a) # v,.(b), v.(a + b) = min(v,.(a), v,(b)).

Enfin, rla ssi v.(a) > 0.

Démonstration. Ecrire les décompositions et regarder. [ ]

Définition 8.9 (Eléments premiers entre eux) Soit A un anneau commutatif
unitaire integre et a,b € A.

On dit que a et b sont premiers entre eux ssi, pour tout d € A, d|a et d|b
implique d € A*.

Proposition 8.4 Soit A un anneau commutatif unitaire intégre ou il y a
existence de la factorisation.

A est factoriel ssi Vp € Irr(A),Va,b € A, plab = pla ou p|b (lemme
d’Euclide) ssi (Vp € A, p € Irr(A) ssi (p) € Sp(A)) ssi Va,b,c € A, albe et

a premier avec b implique a|c (théoreme de Gauss).

Démonstration. Soit a = uHs”S(“), b= vHsvs(b) et c = st”S(c).

seS ses ses
2=1Sia= u']:[s“s(“).
ses
Soit sg € S tel que vy, (a) > 0. so|[]s**“. On en déduit wy,(a) > 0.
ses

Comme A est integre, on peut simplifier par sgdans les deux écritures
et on conclut par récurrence sur le nombre de facteurs.

1 = 3 Montrons que p € Irr(A) = (p) premier.
Soit ab € (p). On a v,(ab) = vy(a) + v,(b) > 0.
Comme v,(a) > 0 et v,(b) = 0, v,(a) > 0 ou v,(b) > 0. Donc p|a ou
plb.

3 =4 Sialbe, soit a € A* et alc, soit a ¢ A* et il existe p € Irr(A) tel
que pla.
Soit r € Irr(A) tel que v,.(a) > 0. Comme albc, r|be sonc be € (r). Par
3,be (r)ouce(r).
Donc v,(b) > 0 ou v,(a) > 0.
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Comme A est integre, en divisant a et be par r, on conclut par récur-
rence sur le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité.
4 = 2 Clair |

Définition 8.10 (PGCD,PPCM) Soit A un anneau factoriel et S un systeme
de représentants des irréductibles de A et a,b € A*.
On définit le pged et le ppem de a et b par :

aNb= Hsmin(vs(a),vs(b))
seS

aVh= Hsmax(vs(a),vs(b))
seS

8.2 Anneaux factoriels et localisation

Lemme 8.0.4
Soit A un anneau commutatif integre unitaire et S C A une partie multipli-
cative.

e Le morphisme

a

1

'A—>S*1A
“la —

est injectif
e Soit K = Frac(A). S™' A ¢’identifie & un sous-anneau de K qui contient

A.
Démonstration.
e Ker(p) = [ J{a € A,as = 0}.
seS
Si a € Ker(yp), il existe s € S, as = 0. Comme A est integre et que
s#0,a=0.

e En remarquant que Frac(A) =T 'Aavec T = A* Id: ST'A - T~1A
est injectif cat sa composée avec ¢ est la localisation en T
Id identifie donc S™'A & son image et I'image de A par Idoy est
contenue dans I'image par Id de S—!A. [ ]

Proposition 8.5 Soit A un anneau factoriel et S C A une partie multipli-
cative.
e Les éléments irréductibles de S~ A sont, 4 un facteur d € (S~1A)*
pres, les irréductibles de A qui ne divisent aucun élément de S.
e S71A est factoriel.
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Démonstration.

e On a déja ¢ € S71A est irréductible ssi ¢ Test. En effet, si § = S%,
ast = be donc s|c et t]b.
On a c=scd et b =td donc a = b, donc comme a est irréductible,
b ou ¢ I'est donc lg’ = % est ou ¢ = CITS lest.
Et I'autre sens est débile.
Soit a € A. ¢ € (S7'A)* ssi il existe s € S tel que a divise s.
Si { est inversible, on a % € S7t1A avec bAt =1 tel que %% = % Donc
ab =t et a|t avec t € S.
Réciproquement s’il existe s tel que als, il existe b € A tel que s = ab.
Dans S7'A, on a ¢ = % donc, comme £ est inversible, 42 = 1. Donc
{ est inversible.

n
e Soit a € Aet s € S. A est factoriel donc a = Usz-
i=1
TP
il
Il y a un p; non inversible sinon a le serait donc on a l’existence.

Soit deux décompositions de ¢ :

Onadonc%z%

u
1

bitpi _ @ _ crrd
t 1

s us

m n
Comme A est integre, bqul- = cthi
i=1 i=1
Par Gauss, p;|c ou p;|t. Donc ¢ = 2B ou + = UT/UT/
Donc & € (S7'A)* et on a une contradiction.
Donc p;|gqj,. Par récurrence, on montre que les p; divisent des g, dis-
tincts donc par symétrie, m = n et p; = ¢;, pour tout i.
Donc il y a unicité. ]

8.3 Anneaux factoriels et anneaux de poly-
noémes

Lemme 8.0.5
Soit k un corps. k[X] est factoriel.

Remarque 8.8 On n'utilise seulement le fait que tous les idéauz de k[X] sont
PTINCIPAUT.

Démonstration.
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8.3. ANNEAUX FACTORIELS ET ANNEAUX DE POLYNOMES

e Soit A l'ensembles des polyndémes qui n’ont pas de déomposition en
éléments irréductibles. Supposons A # {0}.
Notons P,.(A) = {(a),a € A}. On a par hypothese P,(A) # {(0)}.
Vérifions que P, (A) est inductif.
Soit (I,), une famille totalement ordonnée d’idéaux de P,(A).
L’union de ces idéaux est un idéaul de k[X]. Donc il existe a € A tel
que 'union vaille (a). Il existe donc ag tel que a € I,,.
a et a,, sont donc associés donc si a ¢ A, a,, aussi d’ou la contradic-
tion. Donc a € A.
Donc P,(A) est inductif donc (lemme de Zorn) il admet un élément
maximal I = (b).
On sait que b # 0 et b ¢ A*.
Comme b € A, il existe by, by € A non inversibles tels que b = b1b,.
On a (b) C (by) et (b) C (bg) donc by, by ¢ A donc ils possedent une
factorisation, donc b = b1by aussi, ce qui est une contradiction.
Donc on a l'existence de la factorisation.

e Pour voir l'unicité, il suffit de vérifier la formule : Va € A, a € Irr(A) =
(a) est premier.
Soit a € Irr(A). Prouvons que (a) est maximal.
(a) est un idéal non nul propre de A qui n’est contenu dans aucun
idéal principal non nul propre de A. Or ne A possede que des idéaux

principaux.
(a) n’est donc contenu dans aucun idéal propre non nul de A donc (a)
est maximal donc premier. [ ]

Deﬁnltlon 8.11 (Polynéme prlmltlf) Soit A un anneau factoriel. On dit que

ZCLZX ' est primitif ssin > 1 et /\ a; = 1.
=0 =1

Lemme 8.0.6
Soit A un anneau factoriel et P, Q) € A[X].
e Si P et () sont primitifs, PQ) aussi.
e Soit K = Frac(A). Si P est primitif, alors pour tout A\ € K, A €
A[X] ssi A€ A

Démonstration.
e deg(PQ) > 1 car A est intégre. Supposons PQ € aA[X] pour a €
A\ A%,
Comme A est factoriel, il existe a’ € Irr(A) tel que a € ' A C ' A[X].
Donc aA[X] C d’ A[X].
On peut donc supposer que a € Irr(A) (quitte a remplacer a par o).
Comme A est factoriel, (a) € Sp(A).
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CHAPITRE 8. ANNEAUX FACTORIELS

Donc A[X]/aA[X] ~ (A/(a))[X].
Comme A/(a) est integre, A[X]/aA[X] aussi. Donc a A[X] est premier.
Donc P n’est pas primitif ou ) n’est pas primitif. Contradiction.
e Sid € A, alors AP € A[X].
Réciproquement, soit A € K tel que AP € A[X].

Posons P = ZaiXi et A= 2.
i=0
Pour tout i, % € A donc il existe b; € A tel que % = %

Comme A est integre, ca; = b;d.
Supposons A ¢ A. Comme A est factorieln il existe r € Irr(A) tel que
r|d.

n
Par le lemme d’Euclide, r|a; donc r /\ a; et on a une contradiction. m
i=1

THEOREME 8.1 Soit A un anneau factoriel, de corps des fractions K.
P € A[X]\ A est irréductible ssi P est primitif et irrductible dans K[X].

Démonstration. Voir TD ]

THEOREME 8.2 Si A est factoriel, alors A[X] est.

Démonstration. Soit P € A[X].

Si P € A, comme A est factoriel, c’est fini.

Sinon, P # 0 et P ¢ (K[X])* = K* donc il existe A\ € K*, et des
polynoéme irréductibles de K[X] tels que P = APy --- P,.

On peut supposer les P; primitifs quitte a changer A\. On conclut que
A€ A

Donc, comme A est factoriel, A = u\; - -+ \,,. On a donc la décomposition
de P.

L’unicité est facile. ]

COROLLAIRE 8.1 Si A est factoriel, pour tout n € N, A[Xq,---, X,,| lest.

8.4 Test d’irréductibilité

THEOREME 8.3 (IRREDUCTIBILITE PAR REDUCTION) Soit A un anneau
factoriel de corps des fractions K et I € Sp(A).
Posons B = A/ et L = Frac(B).
Soit P = ZaiXi et P = Za_iXi.
=0 i=0
Sia, # 0 et si P € Irr(L[X]) alors P € Irr(K[X]).
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8.4. TEST D’IRREDUCTIBILITE

THEOREME 8.4 (CRITERE D’EISENSTEIN) Soit A un anneau factoriel de
corps des fractions K.
Soit @ =Y a; X" et p € Irr(A).
=0
Si pour tout i < n, pla;, p fa, et p* fag, alors Q € Irr(K[X]).
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Chapitre 9

Anneaux principaux et
euclidiens

Définition 9.1 Soit A un anneau commutatif unitaire.
A est principal ssi A est integre et tous ses idéaux sont principaux.
A est euclidien ssi A est integre et il possede une division euclidienne.

THEOREME 9.1 Fuclidien = Principal.

Démonstration. C’est la méme que celle de k[X] principal si k l'est.

THEOREME 9.2 Principal = Factoriel.

Démonstration. C’est la méme que celle de k[X] factoriel si k l'est.

Remarque 9.1
o [l existe des idéaux principauxr non euclidiens.
o 7[i] est euclidien.
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