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Chapitre 1

Généralités sur les groupes

1.1 Groupes

Définition 1.1 Soit G un ensemble non vide. On dit que G est un groupe
pour la loi ∗ ssi il existe ∗ : G2 → G que l’on appelle loi de composition
interne qui vérifie :

• ∀x, y, z ∈ G3, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z = x ∗ y ∗ z.
• ∃e ∈ G, ∀x ∈ G, e ∗ x = x ∗ e = x.
• ∀x ∈ G, ∃x−1 ∈ G, x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e.

Remarque 1.1
• e est unique (sinon e = e ∗ e′ = e′)
• x−1 est unique (sinon, (x−1)′ = (x−1)′ ∗ e = (x−1)′ ∗ (x ∗ x−1) =

((x−1)′ ∗ x) ∗ x−1 = x−1).

Définition 1.2 Si (G, ∗) est un groupe.
On dit que G est l’ensemble sous-jacent à (G, ∗) et que ∗ munit G d’une

structure de groupe.
G est dit abélien ssi ∀x, y ∈ G2, x ∗ y = y ∗ x.

Exemples :
• (Z,+)
• (N,+) n’en est pas un.
• {e} est un groupe abélien.
• (Z/nZ) est un groupe abélien.
• Pour K ∈ {C,R,Q}, (K∗,×) est un groupe abélien.
• (Mn(K),+) est un groupe abélien.
• (GLn(K),×) est un groupe non abélien.
• (Sn, ◦) est un groupe.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES

1.2 Sous-groupes

Définition 1.3 Soit (G, ∗) un groupe et H ⊂ G un sous-ensemble non vide
de G. H est un sous-groupe de (G, ∗) ssi la restriction de ∗ à H induit une
loi de composition interne sur H .

Remarque 1.2
• Un sous-groupe (H, ∗) de (G, ∗) est un groupe.
• Si G est abélien, H aussi.

Exemples :
• (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est un sous-groupe de (R,+).
• G et {eG} sont des sous-groupes de G.
• ({z ∈ C, zn = 1},×) est un sous-groupe de (C∗,×).
• nZ est un sous-groupe de (Z,+).
• {M ∈ GLn(C), det(M) = ±1} est un sous-groupe de (GLn(C), ·).

Proposition 1.1 Soit (G, ∗) un groupe et ∅ 6= H ⊂ G.
H est un sous-groupe de G ssi ∀x, y ∈ H2, x ∗ y−1 ∈ H .

Démonstration.
⇒ Supposons H sous-groupe de G. Soit (x, y) ∈ H2. y−1 est dans H et

∗ est interne donc x ∗ y−1 ∈ H .
⇐ Pour tout x ∈ H , xx−1 ∈ H donc H admet un neutre eG.

On a de plus (eG, x) ∈ H2 donc x−1 ∈ H .
Enfin, (x, y−1) ∈ H2 donc xy ∈ H .
Donc H est un sous groupe de G.

Théorème 1.1 Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, n ∈ N.

Démonstration.
• Les nZ sont clairement des sous-groupes de Z.
• Soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0}, alors H = 0Z.

Sinon, H \ {0} 6= ∅ donc il existe n 6= 0 ∈ H .
H est un groupe donc |n| ∈ H donc on peut supposer n > 0. On pose
ensuite n0 = min{n ∈ H, n > 0}.
Tout élément de n0Z est dans H .
Réciproquement, si x ∈ H , x = n0q + r avec r < n0.
On a alors r ∈ H donc r = 0 donc x ∈ n0Z.
Donc H = n0Z.

Pierron Théo Page 2 Tous droits réservés



1.3. MORPHISMES DE GROUPES

1.3 Morphismes de groupes

Définition 1.4 Soient (G, ∗) et (G′, ∗′) deux groupes. On appelle mor-
phisme de groupes toute application f : G → G′ telle que ∀x, y ∈ G × G′,
f(x ∗ y) = f(x) ∗′ f(y).

Si (G′, ∗′) = (G, ∗), f est un endomorphisme de groupes.
Si f est bijective, c’est un isomorphisme de groupe.
Si f est bijective et (G, ∗) = (G′, ∗′), f est un automorphisme de groupes.

Remarque 1.3 Soit f : G → G′ un morphisme de groupes. On a f(eG) = eG′

et pour tout x ∈ G, f(x−1) = f(x)−1.

Exemples :
• Pour tout k ∈ N, l’application :

fk :





Z → Z

x 7→ kx

est un morphisme injectif de (Z,+) dans lui-même.
• det : GLn(R) → R∗ est un morphisme de groupes de (GLn(R),×)

dans (R∗,×).
Ce morphisme est surjectif et non injectif.

• ei· est un morphisme de (R,+) dans (C∗,×) ni surjectif ni injectif.

Proposition 1.2 Soient G, G′ et G′′ trois groupes, f : G → G′ et g :
G′ → G′′ deux morphismes de groupes.

• g ◦ f est un morphisme de groupes.
• Si f est un isomorphisme, f−1 aussi.
• L’image directe par f d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de
G′.

• L’image réciproque par f d’un sous-groupe de G′ est un sous-groupe
de G.

Démonstration.
• Clair
• Considérer f ◦ f−1 et conclure par injectivité de f .
• Il suffit de dérouler les définitions.

Définition 1.5 Soit (G, ∗) et (G′, ∗′) deux groupes, f : G → G′ un mor-
phisme de groupes.

On appelle noyau de f et on note Ker(f) le sous-groupe de (G, ∗) défini
comme f−1({eG′}).

On appelle image de f et on note Im(f) le sous-groupe f(G) de (G′, ∗′).
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LES GROUPES

Théorème 1.2 Avec les notations précédentes, f est injective ssi Ker(f) =
{eG} et f est surjective ssi Im(f) = G′.

Démonstration.

∀x, x′ ∈ G2, (f(x) = f(x′)) ⇒ (x = x′)

ssi ∀x, x′ ∈ G2, (f(x ∗ x′−1) = eG′ ⇒ x ∗ x′−1 = eG)

ssi ∀x, x′ ∈ G2, (x ∗ x′−1 ∈ Ker(f) ⇒ x ∗ x′−1 = eG)

ssi ∀z ∈ G, (z ∈ Ker(f) ⇒ z = eG)

ssi Ker(f) = {eG}

Théorème 1.3 (Factorisation des morphismes de groupes) Soient
G, G′ et G′′ trois groupes et f : G → G′ et g : G → G′′ deux morphismes de
groupes.

Ker(f) ⊂ Ker(g) ssi ∀x, y ∈ G2, f(x) = f(y) ⇒ g(x) = g(y)

ssi ∃! morphisme h : Im(f) → Im(g) surjectif , g = h ◦ f

Démonstration.
1 ⇒ 2 Soient x, y ∈ G2 tel que f(x) = f(y).

f(x ∗ y−1) = eG′ donc x ∗ y−1 ∈ Ker(f) ⊂ Ker(g) donc g(x) = g(y).
2 ⇒ 1 Soit x ∈ Ker(f).

f(x) = eG′ = f(eG) donc g(x) = g(eG) = eG′′ donc x ∈ Ker(g).
3 ⇒ 2 Soit (x, y) ∈ G2 tel que f(x) = f(y).

On a g(x) = h(f(x)) = h(f(y)) = g(y).
2 ⇒ 3 Soit y ∈ Im(f). Il existe x ∈ G tel que y = f(x). On pose alors

h(y) = g(x).
A priori, h dépend du choix de x mais (2) nous montre l’indépendance
de h vis à vis de ce choix. h est donc bien définie.
Par construction h vérifie g = h ◦ f et l’unicité est induite. h est de
plus bien un morphisme de groupes (définitions. . .)

Corollaire 1.1 Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomorphisme de
groupes h : Im(f) → Im(g) tel que g = h ◦ f .

Démonstration.
⇐ Clair
⇒ On a déjà un morphisme surjectif h vérifiant h◦f = g. Reste à montrer

qu’il est injectif.
Soit y ∈ Im(f).
h(y) = eG ssi ∃x ∈ G, y = f(x), h(f(x)) = g(x) = eG′′

Donc x ∈ Ker(g) ⊂ Ker(f) donc y = f(x) = eG′ .
Donc h est un isomorphisme de groupes.
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1.3. MORPHISMES DE GROUPES

Corollaire 1.2 Si f est surjective, Ker(f) ⊂ Ker(g) ssi il existe un unique
morphisme h : G′ → G′′ tel que g = h ◦ f .

Démonstration.
⇒ On a un unique morphisme surjectif h : Im(f) → Im(g) qui marche.

Im(f) = G′ donc h induit h′ : G′ → G′′ et h′ ◦ f = g.
⇐ S’il existe h : G′ → G′′ tel que h ◦ f = g, h prend ses valeurs dans

Im(g). h se factorise alors en h′ : Im(f) → Im(g) et devient surjectif.
Le théorème précédent assure Ker(f) ⊂ Ker(g).

Remarque 1.4 Si on suppose f et g surjectifs, alors h : G′ → G′′ l’est aussi.

Théorème 1.4 (Produit direct de groupes) Soient G1 et G2 des
groupes (resp. groupes abéliens). La loi :

∗ :





(G1 ×G2)2 → G1 ×G2

(x1, x2), (y1, y2) 7→ (x1 ∗1 y1, x2 ∗2 y2)

fait de G1 ×G2 un groupe (resp. groupe abélien). Les applications :

p1 :




G1 ×G2 → G1

(x, y) 7→ x

et

p2 :




G1 ×G2 → G2

(x, y) 7→ y

sont des morphismes de groupes.

Démonstration. La démonstration se fait coordonnée par coordonnée.

Remarque 1.5 Il est donc possible de construire récursivement une structure
de groupe sur un produit cartésien de (G1, · · · , Gn).

Proposition 1.3 (G1 ×G2, ∗) vérifie la propriété fondamentale : pour tout
(T, ·) groupe muni de deux morphismes f1 : T → G1 et f2 : T → G2, il existe
un unique morphisme f : T → G1 ×G2 tel que fi = pi ◦ f .

Démonstration.

f :





T → G1 ×G2

x 7→ (f1(x), f2(x))

convient et c’est le seul.

Remarque 1.6 Une telle propriété définit (G1 ×G2, ∗) à isomorphisme près.
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Chapitre 2

Généralités sur les anneaux

2.1 Définitions et premières propriétés

2.1.1 Anneaux

Définition 2.1 Soit A un ensemble non vide. On dit que (A,+,×) est un
anneau ssi :

• + et × sont internes
• (A,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0
• × est associative et distributive par rapport à +
A est appelé ensemble sous-jacent à (A,+,×). (A,+) est appelé groupe

sous-jacent à (A,+,×).

Définition 2.2 (Définition équivalente) A 6= ∅ est un anneau ssi il existe
deux lois de composition interne + et × vérifiant :

• ∀(x, y, z) ∈ A3, (x+ y) + z = x+ (y + z) = x+ y + z
• ∃0 ∈ A, ∀x ∈ A, x+ 0 = 0 + x = x
• ∀x ∈ A, ∃(−x) ∈ A, x+ (−x) = (−x) + x = 0
• ∀(x, y) ∈ A2, x+ y = y + x
• ∀(x, y, z) ∈ A3, (xy)z = x(yz) = xyz
• ∀(x, y, z) ∈ A3, (x+ y)z = xz + yz et x(y + z) = xy + xz

Proposition 2.1 Pour tout x ∈ A, 0x = x0 = 0.

Démonstration. 0x = (0 + 0)x = 0x+ 0x donc 0x = 0. De même, x0 = 0.

Exemples :
• (Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont des anneaux.
• (Z/nZ,+,×) est un anneau pour tout n ∈ N.
• (Mn(K),+,×) est un anneau avec K ∈ {Q,R,C}.
• Si (G, ∗) est un groupe abélien, (hom(G,G), ∗, ◦) est un anneau.
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CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES ANNEAUX

Définition 2.3 On dit que (A,+,×) est unitaire ssi il existe x 6= y ∈ A2 et
si × possède un neutre noté 1.

Définition 2.4 On dit que (A,+,×) est abélien si × est commutative.

Proposition 2.2 Si (A,+,×) est un anneau unitaire, alors, pour tout x ∈
A, −x = (−1)x.

Démonstration. (−1)x+ x = (−1)x+ 1x = (−1 + 1)x = 0x = 0. Par unicité
de l’inverse, −x = (−1)x.

Exemples :
• Z, Q, R, C, Z/nZ, Mp(K) et hom(G,G) sont unitaires pour n 6= 1.
• Z, Q, R, C et Z/nZ sont abéliens pour tout n ∈ N.
• (2Z,+,×) est un anneau commutatif non unitaire.
• {f ∈ RR, supp(f) compact} 1 muni de + et × est un anneau commu-

tatif non unitaire.

2.1.2 Sous-anneaux

Définition 2.5 Soit (A,+,×) un anneau et ∅ 6= B ⊂ A. B est un sous-
anneau de A ssi :

• (B,+) est un sous-groupe de (A,+)
• ×|B est interne

Définition 2.6 (Définition équivalente) B est un sous-anneau de A ssi pour
tout (x, y) ∈ B2, x− y ∈ B et xy ∈ B.

Remarque 2.1 Si A est unitaire, on impose 1A ∈ B. B est alors unitaire, ce
qui revient à dire que (B,+|B,×|B) est un anneau unitaire si A l’est.

Exemples :
• A et {0} sont des sous-anneaux de A (si A est unitaire, {0} n’en est

plus un)
• Pour tout n 6= 1, nZ n’est pas un sous-anneau de (Z,+,×).
• Z est un sous-anneau de Q, Q est un sous-anneau de R et R est un

sous-anneau de C.

2.1.3 Morphismes d’anneaux

Définition 2.7 Soient (A,+,×) et (B,+′,×′) deux anneaux.
Une application f : A → B est un morphisme d’anneaux ssi f est un

morphisme de groupes de (A,+) → (B,+′) et pour tout (a, b) ∈ A2, f(a ×
b) = f(a) ×′ f(b).

1. supp(f) = {x, f(x) 6= 0}
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2.1. DÉFINITIONS ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

Définition 2.8 (Définition équivalente) f est un morphisme d’anneaux ssi
pour tout (a, b) ∈ A2, f(a+ b) = f(a) +′ f(b) et f(a× b) = f(a) ×′ f(b).

Remarque 2.2 Si A et B sont unitaires, on impose aussi f(1A) = 1B pour
que f soit un morphisme d’anneaux unitaires.

Si f est bijective, on parle d’isomorphisme d’anneaux. Si A = B, on
parle d’endomorphisme d’anneaux. Si f est un endomorphisme et un iso-
morphisme, on parle d’automorphisme.

Exemples :
• det n’est pas un morphisme d’anneaux.
• L’application :

f :






A → hom((A,+), (A,+))

a 7→ fa :





(A,+) → (A,+)

x 7→ ax

est un morphisme d’anneaux.

Définition 2.9 Soient A et B deux anneaux et f : A → B un morphisme
d’anneaux.

• On appelle image de f l’image directe de A par f :

Im(f) = {y ∈ B, ∃x ∈ A, y = f(x)}

• On appelle noyau de f l’image réciproque de {0B} par f :

Ker(f) = {x ∈ A, f(x) = 0}

Proposition 2.3
• f est surjective ssi Im(f) = B.
• f est injective ssi Ker(f) = {0A}.

Proposition 2.4 Soient A, B et C trois anneaux (resp. anneaux unitaires),
f : A → B et g : B → C des morphismes d’anneaux (resp. d’anneaux
unitaires).

• g ◦ f est un morphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)
• Si f est un isomorphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires), f−1

est un isomorphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)
• Im(f) est un sous-anneau (resp. sous-anneau unitaire) de B.

Démonstration.
• Soit (x, y) ∈ A2.
g(f(x + y)) = g(f(x) +′ f(y)) = g(f(x)) +′′ g(f(y)) et g(f(x · y)) =
g(f(x) ·′ f(y)) = g(f(x)) ·′′ g(f(y)).
g(f(1A)) = g(1B) = 1C .
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CHAPITRE 2. GÉNÉRALITÉS SUR LES ANNEAUX

• f(f−1(x +′ y)) = x +′ y = f(f−1(x)) + f(f−1(y)) et f(f−1(x ·′ y)) =
x+′ y = f(f−1(x)) · f(f−1(y)). L’injectivité de f conclut.
De plus f−1(1B) = f−1(f(1A)) = 1A.

• 1B = f(1A) donc 1B ∈ Im(f). Si x′, y′ appartiennent à Im(f), x′ =
f(x) et y = f(y) donc x′ −′ y′ = f(x) −′ f(y) = f(x − y) et x′ ·′ y′ =
f(x) ·′ f(y) = f(x · y)
Donc Im(f) est un sous-anneau de B.

Théorème 2.1 (Factorisation des morphismes d’anneaux) Soient
A, B et C trois anneaux (resp. anneaux unitaires) et f : A → B et g :
A → C deux morphismes d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires).

Ker(f) ⊂ Ker(g) ssi ∀x, y ∈ A2, f(x) = f(y) ⇒ g(x) = g(y)

ssi ∃! morphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)

h : Im(f) → Im(g) surjectif , g = h ◦ f

Démonstration.
1 ⇒ 2 Soient x, y ∈ A2 tel que f(x) = f(y).

f(x− y) = 0 donc x− y ∈ Ker(f) ⊂ Ker(g) donc g(x) = g(y).
2 ⇒ 1 Soit x ∈ Ker(f).

f(x) = 0 = f(0) donc g(x) = g(0) = 0 donc x ∈ Ker(g).
3 ⇒ 2 Soit (x, y) ∈ A2 tel que f(x) = f(y).

On a g(x) = h(f(x)) = h(f(y)) = g(y).
2 ⇒ 3 Soit y ∈ Im(f). Il existe x ∈ A tel que y = f(x). On pose alors

h(y) = g(x).
A priori, h dépend du choix de x mais (2) nous montre l’indépendance
de h vis à vis de ce choix. h est donc bien définie.
Par construction h vérifie g = h ◦ f et l’unicité est induite. h est de
plus bien un morphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires) (défi-
nitions. . .) surjectif car l’ensemble d’arrivée est Im(g).

Corollaire 2.1 Soient A, B et C trois anneaux (resp. anneaux unitaires)
et f : A → B et g : A → C deux morphismes d’anneaux (resp. d’anneaux
unitaires).

• Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomorphisme d’anneaux (resp.
d’anneaux unitaires) h : Im(f) → Im(g) tel que g = h ◦ f .

• Si f est surjectif, Ker(f) ⊂ Ker(g) ssi il existe un unique morphisme
d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires) h : B → C tel que g = h ◦ f .

• Si f et g surjectifs, Ker(f) ⊂ Ker(g) ssi il existe un unique morphisme
d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires) surjectif h : B → C tel que
g = h ◦ f .
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2.2. ÉLÉMENTS REMARQUABLES D’UN ANNEAU

• Si f et g surjectifs, Ker(f) = Ker(g) ssi il existe un unique isomor-
phisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires) surjectif h : B → C tel
que g = h ◦ f .

Théorème 2.2 Soient A1 et A2 deux anneaux (resp. anneaux unitaires).
Les lois :

+ :





(A1 × A2)2 → A1 ×A2

(x1, x2), (y1, y2) 7→ (x1 +1 y1, x2 +2 y2)

× :





(A1 ×A2)2 → A1 ×A2

(x1, x2), (y1, y2) 7→ (x1 ×1 y1, x2 ×2 y2)

font de (A1 × A2,+, ∗) un anneau (resp. anneau unitaire).
Les applications :

p1 :




A1 × A2 → A1

(x, y) 7→ x

p2 :




A1 × A2 → A2

(x, y) 7→ y

sont des morphismes d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires).
Si A1 et A2 sont commutatifs, A1 ×A2 l’est aussi.

Démonstration. La preuve se fait coordonnée par coordonnée.

Remarque 2.3 On peut alors munir récursivement
n∏

i=1

Ai d’une structure

d’anneau.

Proposition 2.5 A1 ×A2 vérifie aussi la ropriété fondamentale : pour tout
(T,+, ·) groupe muni de deux morphismes f1 : T → A1 et f2 : T → A2, il
existe un unique morphisme f : T → A1 ×A2 tel que fi = pi ◦ f .

2.2 Éléments remarquables d’un anneau

Définition 2.10 Soit A un anneau. On dit que a ∈ A est :
• diviseur de 0 ssi ∃b ∈ A \ {0} tel que ba = 0 ou ab = 0.
• régulier à gauche (resp. à droite) ssi ∀b, c ∈ A2, ba = ca ⇒ b = c (resp.
ab = ac ⇒ b = c)

• régulier ssi a est régulier à gauche et à droite
• idempotent ssi a2 = a.
• nilpotent ssi il existe p ∈ N, ap = 0.
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• Si A est unitaire, a est dit inversible ssi il existe b ∈ A, ab = ba = 1.
On note A× l’ensemble des inversibles de A.

• Si A est unitaire et commutatif, irréductible ssi a /∈ A× et a 6= 0 ssi
∀b, c ∈ A2, a = bc ⇒ a = b ou a = c.

Remarque 2.4
• Si A 6= {0}, 0 n’est pas régulier.
• Un élément diviseur de 0 n’est pas régulier. En effet, si a est diviseur

de 0, il existe b 6= 0 tel que ab = 0 ou ba = 0.
On a donc ab = a0 et b 6= 0. Donc a n’est pas régulier.

• Un élément irréductible n’est jamais inversible ou nul.

Théorème 2.3 Soit A un anneau et a ∈ A.
a est régulier ssi a n’est pas diviseur de 0.

Démonstration.
⇒ La remarque précédente assure le résultat.
⇐ Supposons que a n’est pas un diviseur de 0.

Soient b, c ∈ A2 tels que ab = ac et ba = ca.
On a a(b−c) = 0 = (b−c)a. Or a n’est pas diviseur de 0 donc b−c = 0
et b = c.

Exemples :
• Soit n > 2 non premier. Il existe (n1, n2) ∈ J1, n−1K tel que n = n1n2.

Dans Z/nZ, cette égalité donnc n1n2 = 0 avec n1 6= 0 6= n2.
n1 et n2 sont donc diviseurs de 0.

• Dans (Mn(R),+,×),

(
1 0
0 0

)
et

(
0 0
0 1

)
sont diviseurs de 0.

• Soient (G1,+) et (G2,+) deux groupes abéliens. On considère :

π1 :





G1 ×G2 → G1 ×G2

(x, y) 7→ (x, 0)

et

π2 :




G1 ×G2 → G1 ×G2

(x, y) 7→ (0, y)

Dans (hom(G1 ×G2),+, ◦), les éléments πi sont diviseurs de 0.

Définition 2.11 (Intégrité) Soit (A,+,×) un anneau (6= {0}). On dit que
A est intègre ssi tout x 6= 0 ∈ A est régulier dans A.

Autrement dit, A est un anneau intègre ssi A ne contient pas de diviseurs
de zéro non triviaux ssi ∀(a, b) ∈ A2, ab = 0 ⇒ a = 0 ou b = 0.
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2.3 Idéaux d’un anneau

Définition 2.12 (Idéal) Soit (A,+,×) un anneau et I un sous-groupe de
(A,+).

On dit que I est un idéal à droite (resp. à gauche) de A ssi pour tout
(a, b) ∈ A× I, ba ∈ I (resp. ab ∈ I).

I est un idéal bilatère (ou idéal) ssi c’est un idéal à gauche et à droite.

Remarque 2.5 Si A est commutatif, les notions d’idéal à gauche, d’idéal à
droite et d’idéal bilatère coïncident.

Exemples :
• A et {0} sont des idéaux de A.
• Soit n ∈ N \ {0, 1}. nZ est un idéal de Z.

• I =

{(
0 0
p q

)
, (p, q) ∈ R2

}
est un idéal à droite de M2(R).

• I =

{(
0 p
0 q

)
, (p, q) ∈ R2

}
est un idéal à gauche de M2(R).

• aA = {ab, b ∈ A} est un idéal à droite de A et Aa = {ba, b ∈ A} est
un idéal à gauche de A. Si A est commutatif, on note 〈A〉 = aA = Aa
l’idéal monogène de A engendré par A.

Proposition 2.6 Soient A et B deux anneaux, f : A → B un morphisme
d’anneaux.

• Si (Ij)j∈J est une famille d’idéaux à droite (resp. à gauche, bilatères)
de A, alors

⋂
j∈J
Ij est un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère)

• Si I et J sont deux idéaux à droite (resp. à gauche, bilatère) de A,
I + J = {x+ y, (x, y) ∈ I × J} est un idéal à droite (resp. à gauche,
bilatère).

• Si J est un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) de B, f−1(J) est
un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) de A.

• Si f est surjective et I un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) de
A, alors f(I) est un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) de B.

• Si I est un idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) de A et J un idéal à
droite (resp. à gauche, bilatère) de B, alors I ×J est un idéal à droite
(resp. à gauche, bilatère) de A ×B.

• Si A est commutatif, soient I et J deux idéaux de A. L’ensemble I ·J ,
des sommes finies de produits d’un élément de I par un élément de J .
est un idéal de A.

Démonstration. On va prouver les cas des idéaux à droite. Les cas à gauche
se traitent par symétrie et les cas bilatères s’en déduisent.
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• Soit (Ij)j∈J une famille d’idéaux à droite de A. L’intersection de sous-
groupes reste un sous-groupe donc

⋂
j∈J
Ij est un sous-groupe de (A,+).

Il reste à prouver simplement la stabilité par multiplication à droite.
Soit a ∈ A et b ∈ ⋂

j∈J
Ij.

Il existe j tel que b ∈ Ij . Comme Ij est un idéal à droite de A, ba ∈ Ij

donc ba ∈ ⋂
j∈J
Ij .

• Soient I et J deux idéaux à droite de A.
I + J est un sous-groupe de (A,+) : Soient x, y ∈ I + J . x = x1 + x2

et y = y1 + y2.
On a x− y = x1 − y1︸ ︷︷ ︸

∈I

+ x2 − y2︸ ︷︷ ︸
∈J

donc x− y ∈ I + J .

I + J est stable par multiplication à droite car si x = x1 + x2 ∈ I + J
et a ∈ A alors xa = x1a︸︷︷︸

∈I

+ x2a︸︷︷︸
∈J

∈ I + J .

• Soit J un idéal à droite de B. f−1(B) est un sous-groupe de A (Cha-
pitre 1).
Soit a ∈ A, b ∈ f−1(J). On a f(ba) = f(b)︸ ︷︷ ︸

∈J

f(a)︸ ︷︷ ︸
∈B

∈ J car J idéal à

droite.
• Soit I un idéal à droite de A. f(A) est un sous-groupe de A (Chapitre

1).
Soit b ∈ f(I), c ∈ B. Il existe a ∈ I, b = f(a). f est surjective donc
c = f(c′) avec c′ ∈ A. On a bc = f(a)f(c′) = f( ac′

︸︷︷︸
∈I

) ∈ f(I).

• Soit I un idéal à droite de A et J un idéal à droite de B.
I × J est un sous-groupe de A se fait coordonnée par coordonnée.
Soit (a, b) ∈ A × B et (x1, x2) ∈ I × J . (xi, xj)(a, b) = (xia︸︷︷︸

∈I

, xjb︸︷︷︸
∈J

) ∈

I × J .
• Soient I et J des idéaux de A.

Soient x, s ∈ I · J . x =
n∑

i=1

xiyi et s =
p∑

i=1

uivi.

x− s =
p+n∑

i=1

αiβi avec αi = xi ou αi = −ui selon i et βi = yi ou βi = vi

selon i. Donc x− s ∈ I · J .

Soit x =
n∑

i=1

xiyi ∈ I · J et a ∈ A. xa =
n∑

i=1

xi yia︸︷︷︸
∈J

∈ I · J .

Définition 2.13 Soit A un anneau, S ⊂ A une partie non vide. On appelle
idéal à droite (resp. à gauche, bilatère) engendré par S le plus petit idéal à
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droite (resp. à gauche, bilatère) contenant S :

〈S〉 =
⋂

S⊂I idéal g/d/b de A

I

Théorème 2.4 Soit A un anneau et ∅ 6= S ⊂ A.

Tout élément x ∈ 〈S〉d s’écrit sous la forme x =
n∑

i=1

siai avec si ∈ S et

ai ∈ A.

Tout élément x ∈ 〈S〉g s’écrit sous la forme x =
n∑

i=1

aisi avec si ∈ S et

ai ∈ A.

Tout élément x ∈ 〈S〉b s’écrit sous la forme x =
n∑

i=1

aisia
′
i avec si ∈ S et

ai, a
′
i ∈ A.

Démonstration. Il suffit de prouver le cas à droite, en montrant que l’en-
semble Γ des sommes finies de termes siai est un idéal de A contenant S.

Γ est clairement un sous-groupe de (A,+). Soit a ∈ A et
p∑

i=1

siai ∈ Γ.
(

n∑

i=1

siai

)
a =

n∑

i=1

si(aia) ∈ Γ

Donc Γ est un idéal de A contenant S donc 〈S〉 ⊂ Γ.

Soit I un idéal à droite de A contenant S. Soit x =
n∑

i=1

siai ∈ Γ.

siai ∈ I donc
n∑

i=1

siai ∈ I donc Γ ⊂ I donc Γ ⊂ 〈S〉.

Théorème 2.5 Soit A un anneau unitaire et I un idéal à droite ou à gauche
de A.

I = A ssi 1 ∈ I ssi I ∩ A× 6= ∅

Démonstration.
• Les implications ⇒ sont débiles.
• Supposons I ∩ A× 6= ∅. Il existe c ∈ I inversible.

Par hypothèse, cc−1 ou c−1c ∈ I donc 1A ∈ I.
• Si a ∈ A, a1A ou 1Aa ∈ I donc A ⊂ I et A = I.

Théorème 2.6 Soit A un anneau unitaire.
Il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires ϕ : Z → A qui, à

m ∈ Z, associe m.1A.
Son noyau est un idéal de Z de la forme nAZ.
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Définition 2.14 nA est appelé caractéristique de l’anneau A.

Exemples :
• Z, Q, R, C sont de caractéristique nulle.
• Z/pZ est de caractéristique p.

Théorème 2.7 (Correspondance des idéaux) Soient A et B deux an-
neaux commutatifs. Soit f : A → B un morphisme d’anneaux. Les applica-
tions f−1 : {idéaux de B} → {idéaux de A contenant Ker(f)} et f∗ : {idéaux
de A contenant Ker(f)} → {idéaux de B} sont des bijections réciproques.
Ces bijections respectent les inclusions et les intersections.

Démonstration. La seconde assertion découle des propriétés de la théorie des
ensembles. Montrons la première.

Soit J un idéal de B.
f∗(f−1(J)) = f(f−1(J)) = J car f surjective.
Soit I un idéal de A contenant Ker(f).
I ⊂ f−1(f(I)). Supposons qu’il existe y ∈ f−1(f(I)) \ I
f(y) ∈ f(I) donc il existe x ∈ I, f(y) = f(x). Comme f est un morphisme

d’anneaux, f(y − x) = 0 donc y − x ∈ Ker(f).
Comme Ker(f) ⊂ I, on conclut à y ∈ I, ce qui contredit y /∈ I.
Donc I = f−1(f(I)).

2.4 Idéaux premiers et maximaux d’un an-
neau commutatif

Définition 2.15 Soit A un anneau commutatif et I un idéal propre de A
(ie I 6= A). On dit que :

• I est premier ssi pour tout (a, b) ∈ A, ab ∈ I ⇒ a ∈ I ou b ∈ I
• I est maximal ssi pour tout idéal J , I ⊂ J ⇒ J = A ou J = I.

Remarque 2.6
• Un idéal maximal est un élément maximal de l’ensemble des idéaux

propres de A ordonné par l’inclusion.
• Si A est unitaire, tout idéal maximal est premier.

En effet, si I est maximal non premier, il existe (a, b) ∈ A2 tel que
ab ∈ I, a /∈ I et b /∈ I.
On a donc I ( a + I et I ( b+ I. Comme I est maximal, 〈a〉 + I =
A = 〈b〉 + I.
Il existe (x, y) ∈ A2 et (a1, b1) ∈ I2 tel que 1 = a1 + ax = b1 + by.
D’où 1 = a1b1 + a1ay+ ab1x+ abxy ∈ I (car chaque terme appartient
à I) donc I = A donc on a contradiction.
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Donc I est premier.

Définition 2.16 On dit qu’un ensemble ordonné E est inductif ssi toute
partie de E totalement ordonnée possède un majorant dans E.

Exemple : (R,>) n’est pas inductif. Si E est un ensemble, (P(E),⊂) est
inductif.

Théorème 2.8 (Lemme de Zorn) Tout ensemble inductif possède un élé-
ment maximal.

Remarque 2.7 C’est équivalent à l’axiome du choix.

Théorème 2.9 Tout anneau A commutatif et unitaire possède un idéal
maximal.

Démonstration.
• Si {0} est un idéal maximal de A, on a le résultat.
• Sinon, on pose J = {idéaux propres non nuls de A}.

On peut ordonner cet ensemble par l’inclusion. On montre J inductif.
J est non vide sinon {0} serait un idéal maximal de A.
Soit (Iα)α∈A une famille totalement ordonnée d’idéaux propres non
nuls de A. On pose I =

⋃
α∈A

Iα.

— Soit (x, y) ∈ I2. x ∈ Iα et y ∈ Iβ.
On peut supposer Iα ⊂ Iβ donc x ∈ Iβ donc x+ y ∈ Iβ ⊂ I.

— Soit (a, x) ∈ A × I. x ∈ Iα donc ax ∈ Iα ⊂ I.
I est un idéal qui est non nul car Iα 6= {0}. Il est propre car I =
A ssi 1 ∈ I ssi 1 ∈ ∃α, Iα ssi ∃α, Iα ∈ A.
Donc I 6= A et I ∈ J . J est inductif donc possède un élément maximal.
Donc A possède un idéal maximal distinct de {0}.

Proposition 2.7 Soit I un idéal de Z.
I premier ssi I = {0} ou I = pZ, p premier.
I est maximal ssi I premier non nul.

Démonstration.
• Si I = {0}, I est premier car Z est intègre.

Si I = pZ avec p premier, soient (a, b) ∈ pZ On a ab = pq donc p|ab
donc p|a ou p|b donc a ∈ Z ou b ∈ Z.

• Soit I un idéal premier de Z non nul.
I est un sous-groupe de Z donc il existe n ∈ N, I = nZ.
Supposons n non premier, ie n = n1n2 avec 1 < n1, n2 < n. n1 et n2

n’appartiennent pas à nZ mais n = n1n2 ∈ nZ.
Donc I n’est pas premier. Par contraposée, I est premier implique
I = pZ avec p premier.
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• Z est commutatif donc maximal implique premier.
Or I 6= {0} car, pour tout n > 2, {0}  nZ  Z.

• Si I est premier non nul, I = pZ avec p premier.
Soit J un idéal de Z tel que I ⊂ J . J est un sous-groupe de Z donc
J = nZ.
pZ ⊂ nZ donc n|p. Or p est premier donc n = 1 ou n = p. Donc J = Z
ou J = I.
Donc I est maximal.

Exemple : Si K est un corps commutatif, on montrera que K[X] vérifie
le théorème.

2.5 Application à la géométrie algébrique

Soit A un anneau commutatif unitaire. On note Sp(A) = {I ⊂ A, I
premier}.

On peut définir une topologie sur cet ensemble (topologie de Zariski) :
les fermés en sont les V (I) = {P ∈ Sp(A), I ⊂ P}.

Ce sont bien des fermés :
⋂
α
V (Iα) = V (〈Iα〉α) et V (I) ∪V (J) = V (I ∩J).

En géométrique algébrique, les objets sont sont les racines d’un polynôme
de k[X1, · · · , Xn] dans K.

Une variété algébrique est la donnée l’un couple (X,O(X)) où X est un
espace topologique et O(X) un faisceau de fonctions. L’intérêt de ces mons-
truosités est qu’elles définissent un dictionnaire entre propriétés géométriques
des espaces de solutions des équations polynômiales et algèbre commutative,
et que ceci unifie la théorie des nombres et la géométrie dans un traitement
moderne.

L’espace est représenté par un anneau A. Un point est représenté par un
idéal premier de A, un fermé par un idéal de A, un ouvert de base par la
localisation de A par un élément f ∈ A.

Comment s’interprète A intègre ?

Définition 2.17 On dit qu’un espace topologique est irréductible ssi pour
tous fermés propres F et F ′ de X, X = F ∪ F ′ ⇒ X = F ou X = F ′.

Définition 2.18 Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle radical
de A l’idéal de A formé des éléments nilpotents de A.

Proposition 2.8 Soit A un anneau commutatif unitaire tel que
√

0 = {0}.
Sp(A) est irréductible ssi A intègre.

Démonstration.
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• Si Sp(A) est réductible, Il existe I, I ′ deux idéaux de A tel que Sp(A) =
V (I) ∪ V (I ′) avec V (I) 6= Sp(A) et V (I ′) 6= Sp(A).
On a Sp(A) = V (I ·I ′) donc tout P ∈ Sp(A) contient I ·I ′. Autrement
dit, I · I ′ ⊂

√
0.

Comme V (I) 6= Sp(A) et V (I ′) 6= Sp(A), il existe a ∈ I et a ∈ I ′ tel
que a 6= 0 et a′ 6= 0. Donc il existe (a, a′) ∈ A2 tel que aa′ = 0.

• Si A est intègre, il existe f, g ∈ A2 non nuls tel que fg = 0. Sp(A) 6=
V (〈f〉) et Sp(A) 6= V (〈g〉).
On a Sp(A) = V (〈f〉) ∪ V (〈g〉) = V (〈fg〉) = V (0).
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Chapitre 3

Généralités sur les corps

3.1 Définition

Définition 3.1 Un anneau unitaire (A,+, ·) est un corps ssi tous les élé-
ments non nuls de A sont inversibles ssi (A,+) et (A\{0}, ·) sont des groupes
ssi les axiomes suivants sont vérifiés :

• ∀(x, y, z) ∈ A3, (x+ y) + z = x+ (y + z) = x+ y + z
• ∃0 ∈ A, ∀x ∈ A, x+ 0 = 0 + x = x
• ∀x ∈ A, ∃(−x) ∈ A, x+ (−x) = (−x) + x = 0
• ∀(x, y) ∈ A2, x+ y = y + x
• ∀(x, y, z) ∈ A3, (xy)z = x(yz) = xyz
• ∃1 ∈ A, ∀x ∈ A, x1 = 1x = x
• ∀x ∈ A \ {0}, ∃x−1 ∈ A, xx−1 = x−1x = 1
• ∀(x, y, z) ∈ A3, (x+ y)z = xz + yz et x(y + z) = xy + xz

Remarque 3.1 Si on veut spécifier que dans un corps A, A \ {0} n’est pas
commutatif, on dit que A est une algèbre à divisions. Dans le cas contraire,
on dira que A est un corps commutatif.

Exemples :
• Q, R et C sont des corps .
• Z n’est pas un corps.
• Z/nZ est un corps ssi n est premier.

En effet n premier ssi ∀0 < k 6 n − 1, ∃(u, v) ∈ Z2, ku + nv =
1 ssi ∀0 < k 6 n − 1, ∃u ∈ Z, ku = 1 ssi ∀0 < k 6 n − 1, k
inversible.

Proposition 3.1 Soit A un corps. A est intègre, le seul idéal propre de A
est {0} et tout morphisme d’anneaux unitaires ϕ : A → B est injectif.

Démonstration.
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• Soit a ∈ A et b ∈ A \ {0} tel que ab = 0. b est inversible donc
a = 0b−1 = 0. De même si ba = 0. Donc A est intègre.

• Si I 6= A est un idéal de A. Si a ∈ I est non nul, aa−1 ∈ I ou a−1a ∈ I
donc I = A (contradiction) donc I = {0}.

• Soit ϕ : A → B. Ker(ϕ) est un idéal de A propre car 1 6∈ Ker(A).
Donc Ker(A) = {0}.

Remarque 3.2 Le deuxième point admet une réciproque : si A est unitaire et
si ses seuls idéaux sont A et {0} alors A est un corps.

Démonstration. Il reste à montrer l’existence de l’inverse.
Soit a ∈ A non nul. aA est un idéal non nul de A car a 6= 0 donc aA = A.
Il existe donc b ∈ A tel que ab = 1. Dans Aa, le même raisonnement

amène ca = 1.
cab = b donc c = b car ab = 1. Donc ab = ba = 1.

Lemme 3.0.1
Tout anneau A unitaire intègre et fini est un corps.

Remarque 3.3 La réciproque est fausse.
L’hypothèse intègre est nécessaire.

Démonstration. Soit a ∈ A \ {0}. On pose :

ϕa :




A → A

b 7→ ab

Par distributivité, ϕa est un endomorphisme de groupes de (A,+). Par
intégrité de A, Ker(ϕa) = {0}.

Donc ϕa bijective donc il existe a′ ∈ A, aa′ = 1. Par intégrité, a′a = 1.
Donc A∗ = A×.

Remarque 3.4
• Tout corps fini est commutatif (théorème de Wedderburn)
• Si F est un corps commutatif, tout sous-groupe fini G de F \ {0} est

fini.
• Si F est un corps fini, F \ {0} est cyclique.

3.2 Extensions et caractéristique

On suppose à présent les corps commutatifs.
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Définition 3.2 Soit k un corps commutatif.
Une extension de corps de k est la donnée d’une k-algèbre K qui est un

corps.
Le morphisme d’anneaux (structurel) k → K définissant l’extension de

corps est injectif donc bijectif sur son image que l’on identifie à k. Conven-
tionnellement, on note k →֒ K l’extension de corps.

Définition 3.3 Un sous-corps de k est un corps contenu dans k. Si F est
un sous-corps de k, le morphisme d’inclusion définit une extension de corps.
Si k →֒ K, k est un sous-corps de K.

Exemples :
• Id : k → k définit une extension de corps de k et k est un sous-corps

de k.
• Q est un sous-corps de R qui est un sous-corps de C.
• K = F2[X]/〈X2 +X + 1〉 = {a+ bX, (a, b) ∈ F2} = {0, 1, x, 1 + x}.
K est un corps.

Lemme 3.0.2
Soit k un corps commutatif. Soit (Fi)i∈I une famille de sous-corps de K.

Alors F =
⋂

i∈I
Fi est un sous-corps de k.

Démonstration. Soit Fi un sous-corps. Fi \ {0} est un sous-groupe de k \ {0}
L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe donc

⋂
i∈I
Fi \ {0} est un

sous-groupe de k \ {0} et
⋂

i∈I
Fi est un sous-groupe de k.

Définition 3.4 Soit k un corps commutatif.
L’intersection de tous les sous-corps de k est appelée sous-corps premier

de k. C’est le plus petit sous-corps de k et il est propre.

Remarque 3.5 Plus généralement, le lemme ci-dessus permet de donner un
sens à la contruction suivante. Soit k →֒ K une extension de corps. Soit
(α1, · · · , αn) ∈ K. On peut alors construire le sous-corps de K engendré par
k et les αi comme :

k(α1, · · · , αn) =
⋂

k∪{α1,··· ,αn}⊂F sous-corps de K

F

ou si on se donne S ⊂ K, le lemme donne également un sens au sous-corps
de K engendré par k et S.

Proposition 3.2 Soit k un corps commutatif.
Si k est de caractéristique nulle, son sous corps premier est Q, sinon, c’est

Fn avec n sa caractéristique.
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CHAPITRE 3. GÉNÉRALITÉS SUR LES CORPS

Si k →֒ F est une extension de corps de k, alors F a la même caractéris-
tique que k et le même sous-corps premier. De même si k′ est un sous-corps
de k.

Démonstration.
• Notons ϕ : n → n.1k. Si Ker(ϕ) = {0}, on pose :

ϕ :




Q → k
a
b

7→ ϕ(a)ϕ(b)−1

ϕ est bien définie et est un morphisme d’anneaux. Donc ϕ est injectif
et tout sous-corps contient Q. Donc le sous-corps premier vaut Q.

• Si Ker(ϕ) = nZ, si n = n1n2, ϕ(n1)ϕ(n2) = 0 donc n|n1 ou n|n2.
Contradiction.
Donc n est premier. De même, ϕ : Fp → k est un morphisme d’anneaux
unitaires donc injectif et le sous-corps premier est Fp.

• Soient k1 →֒ k2. Montrons que les caractéristiques n1 et n2 de k1 et k2

sont égales.
Notons f le morphisme structurel k1 → k2, ϕ1 : n 7→ n.1k1

et ϕ2 :
n 7→ n.1k2

.
f ◦ ϕ1 = ϕ2 donc n2Z = Ker(ϕ2) = ϕ−1

2 ({0}) = ϕ−1
1 f−1({0}) =

ϕ−1({0}) = n1Z. car f injective (morphisme de corps).
Donc n1 = n2 car ils sont positifs.

Définition 3.5 Soit K une extension de k. Le degré de l’extension K est
la dimension de K en tant que k espace vectoriel. On le note [K : k]. On dit
que l’extension est finie ssi [K : k] est fini.

Remarque 3.6
• [K : k] > 1
• Une extension de corps K de k ne définit pas toujours en espace vec-

toriel de dimension finie. Par exemple Q[X] et Fp[X].
• R →֒ C et [C : R] = 2.

Proposition 3.3 Soient k →֒ K →֒ L deux extensions de corps emboîtées.
• [K : k] < ∞ et [L : K] < ∞ ssi [L : k] < ∞
• Dans ce cas, [L : k] = [L : K][K : k].

Lemme 3.0.3
Soient k →֒ K →֒ L des extensions emboîtées.

Si (ei)i∈I une base du k espace vectoriel K et (fi)i∈J une base du K espace
vectoriel L alors (eifj)(i,j)∈I×J est une base du k espace vectoriel L.

Démonstration. La liberté est claire. La génératricité aussi. La proposition
s’en déduit.
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3.3. COMPLÉMENTS

3.3 Compléments

Définition 3.6 Soit k un corps commutatif.
• Une extension L de k est une k-algèbre dont l’anneau sous-jacent est

un corps. On dit que L est un sur-corps de k.
• Un sous-corps de k est un sous-anneau de k qui est un corps.
• Soit k →֒ L. Si [L : k] est fini, on dit que L est une extension finie de
k.

Les théorèmes de Galois donne un lien entre la théorie des groupes et
algèbre commutative.

Soit k un corps de caractéristique nulle.
On peut lui associer un groupe fini. Gal(L, k) = Autk(L).

Théorème 3.1 (Correspondance de Galois) Soit k un corps commu-
tatif et k →֒ L finie de degré n.

Il existe une bijection :

f :





{K, k →֒ K →֒ L} → {Sous-groupes de Gal(L, k)}
K 7→ Gal(L, k)
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Chapitre 4

Les anneaux de polynômes

4.1 Définitions

On note A(N) l’ensemble des suites presque nulles d’éléments de A.

Définition 4.1 Soit a ∈ A(N).
• On appelle degré de a le plus grand n tel que an 6= 0. On a, par

convention deg(0) = −∞.
• Pour tout k, ak est le cœfficient de a en position k.
• Le cœfficient dominant de a est son cœfficient en psition deg(a).

Remarque 4.1 Par définition le cœfficient dominant est non nul.

Théorème 4.1 Soit A un anneau unitaire.
(A(N),+, ·) est un anneau unitaire avec la somme terme à terme et le

produit de Cauchy. De plus le neutre est 1 = (δ0,i)i∈N et a 7→ a.1 est un
morphisme d’anneaux injectif.

Démonstration. Affligeant.

Définition 4.2 On pose X0 = 1 et Xk est le polynôme dont tous les coef-
ficients sont nuls sauf le k-ème qui vaut 1.

Lemme 4.1.1
Xk = X ·Xk−1 = Xk−1 ·X.

Démonstration. La démonstration précédente conclut.

Lemme 4.1.2
Soit P ∈ A(N) tel que P = (an)n.

P =
deg(P )∑

j=0

τ(aj)Xj.
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Définition 4.3 (Anneau polynôme) On appelle anneau de polynômes en
une variable et à cœfficients dans A l’anneau :

A[X] = A(N)

muni de la somme terme à terme et du produit de Cauchy.
Comme a 7→ a · 1 est injective, on notera tout polynôme sous la forme

P =
deg(P )∑

j=0

ajX
j.

Remarque 4.2 P = 0 ssi pour tout n, an = 0.

Définition 4.4 (Polynômes en plusieurs variables) Soit (A,+, ·) un anneau
unitaire. On appelle anneau des polynômes en n variables l’anneau qu’on
note A[X1, · · · , Xn] défini par récurrence par :

A[X1, · · · , Xn] = A[X1, · · · , Xn−1][Xn]

Lemme 4.1.3
Tout élément P ∈ A[X1, · · · , Xn] s’écrit P =

∑

i1,··· ,in

ai1,··· ,in
X i1

1 · · ·X in

n .

Remarque 4.3 Comme dans le cas des polynômes en une variable, on peut
définir directement les lois de composition sur A[X1, · · · , Xn].

Par exemple, si n = 2, A[X1, X2] se définit à partir de A(N×N) avec l’ad-
dition de matrices et

((ai,j)i,j, (bi,j)) 7→



j∑

l=0

i∑

h=0

ah,lai−h,j−l




i,j

Lemme 4.1.4
Soit A un anneau unitaire. L’application deg : A[X] → N vérifie :

• deg(Xn) = n
• deg(P +Q) 6 max(deg(P ), deg(Q))
• deg(PQ) 6 deg(P ) + deg(Q)

Si le cœfficient dominant de P ou celui de Q est régulier dans A alors
deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q).

Démonstration. Que celui qui ne sait pas faire la démo retourne en sup.

Corollaire 4.1 Soit (A,+, ·) un anneau unitaire.
Si A est commutatif (resp. intègre), A[X] est commutatif (resp. intègre).

Démonstration. Commutativité : débile par réindiciation qui est une CS de
débilité.

Intégrité : Si PQ = 0 avec P 6= 0 et Q 6= 0, adeg(P )bdeg(Q) = 0 et est
différent de 0.
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4.2. DIVISION EUCLIDIENNE DANS A[X]

Remarque 4.4 Si A unitaire, A[X] n’est pas un corps car X n’a pas d’in-
verse : si XP = 1, alors 0 = deg(X) + deg(P ) = 1 + deg(P ).

Définition 4.5 (Irréductibilité) Soit A commutatif unitaire. P est irréduc-
tible ssi c’est un élément irréductible de A[X].

Proposition 4.1 Soient (A,+, ·) et (B,+, ·) deux anneaux unitaires.
Soit ϕ : A → B un morphisme d’anneaux unitaires.
Il existe un morphisme d’anneaux unitaire : ϕ : A[X] → B[X] tel que

ϕ|A = ϕ et ϕ(X) = X.
Si ϕ est injective (resp. surjective, bijective), ϕ est injective (resp. surjec-

tive, bijective).

Remarque 4.5 Étant donné un isomorphisme ψ : A[X] → B[X], le fait
que ψ provienne d’un morphisme d’anneaux unitaires ϕ est faux en général
(problème de simplification de Zariski).

Démonstration.

ϕ :





A[X] → B[X]
n∑

i=0

aiX
i 7→

n∑

i=0

ϕ(ai)X i

convient.

4.2 Division euclidienne dans A[X ]

Soit A un anneau unitaire et commutatif.

Définition 4.6 (Polynôme unitaire) On dit qu’un polynôme P non nul est
unitaire ssi son cœfficient dominant est inversible dans A.

Remarque 4.6 Si A est un corps tout polynôme non nul de A[X] est unitaire.

Théorème 4.2 (Division euclidienne) Soit A un anneau commutatif
unitaire.

Pour tout (F, P ) ∈ A[X]2 avec F unitaire, il existe un unique couple
(Q,R) ∈ A[X]2 tel que P = FQ+R avec R = 0 ou 0 6 deg(R) < deg(F ).

Démonstration.
! Soit (Q1, R1), (Q2, R2) ∈ (A[X])2 vérifiant les propriétés de l’énoncé.

Alors FQ1 +R1 = P = FQ2 +R2 d’où F (Q1 −Q2) = (R2 − R1).
Comme F est unitaire, son cœfficient dominant est régulier.
D’après le lemme précédent,

deg(R2 −R1) = deg F + deg(Q1 −Q2)
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Ou bien, Q1 = Q2, et alors R1 = R2 et c’est fini, ou bien ils sont
différents, alors deg(Q1−Q2) est positif et on obtient une contradiction
sur deg(R2 − R1).

∃ Soit F ∈ A[X] unitaire de degré n.
Si P = 0, on peut prendre Q = R = 0 et tout va bien.
On le suppose donc non nul. Supposons que le degré de P soit le degré
minimal pour qu’un tel couple n’existe pas. Notons d = deg(P ).
Ou bien d < n, et dans ce cas le couple (0, P ) marche donc il y a
comme qui dirait une contradiction.
Ou bien d > n. Posons F = aXn + F0.
Alors, deg(F0) < n. De même, P = bXk + P0, deg(P0) < d.
On peut écrire P = ba−1Xd−nF + P1 avec P1 = −ba−1Xd−nF0 + P0.
Remarquons alors que

degP1 6 max(deg P0, deg(−ba−1Xd−nF0)) 6 (d− 1)

grâce à l’hypothèse de minimalité sur le degré de P , il existe (Q1, R1) ∈
(A[X])2 comme dans l’énoncé.
D’où P = (ba−1Xd−n+Q1)F+R1. On a prouvé l’existence d’un couple
(Q,R) vérifiant l’hypothèse de l’énoncé. Contradiction !

4.3 Comparaison de A[X ] et Z

On suppose que A est un corps commutatif.

Lemme 4.2.1
A× = (A[X])×.

Démonstration.
⊂ Clair
⊃ Soit P ∈ A[X]×.

Il existe Q tel que PQ = 1.
deg(P ) + deg(Q) = 0 donc deg(P ) = deg(Q) = 0 et P ∈ A×.

Proposition 4.2 Soit A un corps commutatif et I un idéal de A[X].
Il existe P ∈ A[X] tel que I = 〈P 〉 = P · A[X].
De plus, I est maximal ssi I est premier non nul ssi il existe P irréductible

tel que I = 〈P 〉.

Démonstration.
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4.4. ÉLÉMENTS ENTIERS D’UN ANNEAU

• Soit I un idéal de A[X].
Si I = {0}, I = 0 ·A[X].
Sinon, il existe P ∈ I non nul de degré minimal. On va montrer que
I = 〈P 〉.
On a clairement une inclusion. Montrons la deuxième. Soit F ∈ I.
Il existe Q,R tel que F = PQ+R et deg(R) < deg(P ).
F ∈ I donc R = F − PQ ∈ I donc R ∈ I donc deg(R) = −∞ donc
R = 0. Donc F ∈ 〈P 〉.

1 ⇒ 2 Déjà vu : maximal implique premier et A[X] pas un corps donc
non nul.

2 ⇒ 3 Soit I premier non nul. Il existe P ∈ A[X] non nul tel que I = 〈P 〉.
Si P = P1P2 avec P1 et P2 non inversibles. Par minimalité de deg(P ),
P1 /∈ I et P2 /∈ I.
Cependant, P1P2 ∈ I donc contradiction.

3 ⇒ 1 Soit P irréductible (non nul) de degré minimal tel que I = 〈P 〉.
Soit J idéal de A[X] tel que I ⊂ J . On a de même J = 〈Q〉.
I ⊂ J donc il existe Q0 ∈ A[X] tel que P = QQ0.
Or P est irréductible donc Q ou Q0 est inversible. Si Q inversible,
J = A et sinon, I = J .

Théorème 4.3 (de Bézout) Soient P1 et P2 deux polynômes irréductibles
tels que P1 /∈ 〈P2〉.

Il existe U, V ∈ A[X] tel que UP1 + V P2 = 1.

Démonstration. 〈P1+P2〉 ) 〈P1〉 donc 〈P1+P2〉 = A[X] donc 1 ∈ 〈P1+P2〉 =
〈P1〉 + 〈P2〉.

Proposition 4.3 A[X] est euclidien, principal, factoriel, en bref sympa-
thique. Comme Z.

4.4 Éléments entiers d’un anneau

On suppose les anneaux commutatifs et unitaires.

Définition 4.7 Soit B un anneau, A un sous-anneau de B et c ∈ A. On
note A[C] l’ensemble {b ∈ B, ∃P ∈ A[X], P (c) = b}.

Proposition 4.4 A[c] est un sous-anneau de B.

Démonstration. Suis-je bien en L3 ?

Proposition 4.5 Soit B un anneau commutatif unitaire, A un sous-anneau
de B et c ∈ B.
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A[c] est un A-module de type fini ssi il existe P ∈ A[X] unitaire non nul
tel que P (c) = 0.

Démonstration.
⇐ On a n = deg(P ) > 1. Posons xi = ci pour tout i ∈ J0, n− 1K.

On a clairement Ac0 + Ac1 + · · · + Acn−1 ⊂ A[c].
Montrons l’autre inclusion : soit b ∈ A[c].
Il existe Q ∈ A[X] tel que b = Q(c).
Il existe (Q0, R) tel qe Q = PQ0 + R avec deg(R) < n. Donc b =
Q(c) = P (c)Q0(c) +R(c) = R(c).
Donc b ∈ Ac0 + · · · + Acn−1.

⇒ A[c] =
p∑

i=1

xiA.

Par construction, xi ∈ A[c] donc il existe Pi tel que Pi(c) = xi. Notons
q = max

i
deg(Pi).

On veut trouver S ∈ A[c] unitaire tel que S(c) = 0.
A[c] est un sous-anneau de B donc cq+1 ∈ A[c] donc il existe Q tel que
cq+1 = Q(c).

Par hypothèse, Q(c) =
p∑

i=1

αiPi(c) donc deg(Q) 6 n.

S = Xq+1 −Q convient donc.

Définition 4.8 (Élément entier) Soit B un anneau commutatif unitaire, A
un sous-anneau de B et c ∈ B.

On dit que c est entier sur A ssi il existe P ∈ A[X] unitaire tel que
P (c) = 0.

Définition 4.9 (Élément algébrique, transcendant) Soit k →֒ L une exten-
sion de corps et c ∈ L.

c est dit algébrique sur k ssi il existe P ∈ k[X] non nul tel que P (c) = 0.
Si tous les éléments de L sont algébriques sur k, on dit que L est une

extension agébrique de k.
Dans le cas contraire, c est dit transcendant.
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Chapitre 5

Le quotient

5.1 Quotient d’un groupe par un sous-groupe
distingué

cf Théorie des groupes.

Définition 5.1 Soit G un groupe.
Une relation d’équivalence R sur G est dite compatible avec · ssi on a

∀(x, x′, y, y′) ∈ G4 tel que (xRx′ et yRy′) implique xyRx′y′.

Théorème 5.1 (Factorisation par le quotient) Soit f : G → G′ un
morphisme de groupes.

Soit H un sous-groupe distingué de G et π : G → G/H le morphisme de
groupes canonique. Les assertions suivantes sont équivalentes :

• f(H) = 1 ;
• H ⊂ Ker f ;
• Il existe un unique morphisme de groupes f : G/H → G′ tel que
f = f ◦ π. Si de plus, f est surjectif (resp. H = Ker f), alors f est
surjectif (resp. injectif)

5.2 Quotient d’un anneau par un idéal

5.2.1 Généralités

Remarquons que, si A est un anneau, le groupe sous-jacent (A,+) est
commutatif. En particulier, le sous-groupe sous-jacent à un idéal I de A
donné est distingué.

Théorème 5.2 (Existence du quotient) Soit A un anneau et I un idéal
de A. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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• I est un idéal bilatère de A ;
• Il existe sur le groupe quotient A/I une seconde loi de composition
A/I × A/I → A/I qui munit A/I d’une structure d’anneau et qui
fait du morphisme de groupes canonique A → A/I un morphisme
d’anneaux de A dans A/I.

• I est le noyau d’un morphisme d’anneaux défini sur A.

Démonstration.
2 ⇒ 3 Découle du fait que I = Ker(π).
3 ⇒ 1 Soit f : A → B un morphisme d’anneaux de noyau I. Il s’agit de

vérifier que I est un idéal bilatère de A.
Soit x ∈ A et i ∈ I. On a f(xi) = f(x)f(i) = 0 = f(i)f(x) = f(ix).
Donc I est un idéal bilatère de A.

1 ⇒ 2 Comme (A,+) est commutatif, le groupe (A/I,+) a bien un sens.
Soit x, y ∈ A/I. On pose xy = xy. Vérifions que cette définition a
bien un sens.
On prend x′ ∈ x+ I, et y′ ∈ y+ I. Alors il existe i ∈ I, j ∈ J tels que
x′ = x+ i et y′ = y + i.
En développant le produit x′y′, on obtient une somme de xy et d’un
élément de l’idéal, ce qui prouve que le produit est encore dans l’idéal.
Donc cette loi de composition est interne sur A/I.
De plus, compte tenu de la définition il est facile de vérifier :
◮ les axiomes de la structure d’anneau pour A,
◮ que le morphisme de groupes (A,+) → A/I s’étend en un mor-

phisme d’anneaux.

Définition 5.2 Soient A un anneau et I un idéal bilatère de A. L’anneau
A/I défini par le théorème précédent est appelé anneau quotient de A par
l’idéal I.

Remarque 5.1
• Si A est un anneau unitaire, A/I est unitaire, d’unité la classe du

neutre de A.
• Si A est commutatif, A/I est commutatif.

Théorème 5.3 (Factorisation par le quotient) Soient A,B deux an-
neaux, f : A → B un morphisme d’anneaux.

Soit I un idéal bilatère de A et π : A → A/I le morphisme d’anneaux
canonique (construit par le théorème ci-dessus).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
• f(I) = (0)
• I ⊂ Ker f
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• Il existe un unique morphisme d’anneaux f : A/I → B tel que f =
f ◦ π.
De plus, si f est surjectif (resp. I = Ker(f)) alors f est surjectif (resp.
injectif).
Si A,B sont unitaires et si f : A → B est un morphisme d’anneaux
unitaires, alors f en est aussi un.

Démonstration.
1 ⇒ 2 Définition du noyau.
2 ⇒ 3 En vertu du résultat analogue en théorie des groupes, il existe un

unique morphisme de groupes f : A/I → B vérifiant f = f ◦ π.
Vérifions la compatibilité de cette définition pour la multiplication.
Soit x, y ∈ A. On a f(xy) = f(π(xy)) = f(xy) = f(x)f(y).
Si f est surjectif, on a vu que f en tant que morphisme de groupes
est surjectif, donc f est surjectif en tant que morphisme d’anneaux.
Si I = Ker f , alors f est injective, donc f est injective en tant que
morphisme d’anneaux.
Si f : A → B est unitaire, f(1) = 1, f(1) = 1.

3 ⇒ 1 Soit x ∈ I = 0 + I.
Alors x = 0, donc f(x) = f(0) = f(0) = 0.

Corollaire 5.1 Soit f : A → B un morphisme d’anneaux (resp. d’an-
neaux unitaires) surjectif.

Il existe un unique isomorphisme d’anneaux (resp. d’anneaux unitaires)
f : A/Ker(f) → B tel que f = f ◦ π.

Démonstration. On a vu que Ker(f) est un idéal bilatère. On peut donc
appliquer le théorème précédent avec I = Ker(f).

5.2.2 Conséquences directes de l’existence du quotient

Proposition 5.1 Soit A un anneau, I un idéal de A.
• Si A est commutatif, I est un idéal bilatère et I est premier ssi A/I

est intègre.
• Si A est commutatif et unitaire, alors I est maximal ssi A/I est un

sous-corps.

Démonstration. Soit I un idéal de A.
• I est premier ssi I 6= A et ab ∈ I ⇒ (a ∈ I ou b ∈ I)

Donc I premier ssi A/I 6= (0) et ab = 0 ⇒ a = 0 ou b = 0 ssi A/I est
intègre.
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• Si I 6= A, I est maximal ssi pour tout idéal J de A, J ⊃ I ⇒ (I = A
ou J = I)
Donc I est maximal ssi ∀x ∈ A \ I, 〈x〉 + I = A.
En particulier, A/I est un anneau unitaire et commutatif.

A/I est un corps ssi (A/I) \ {0} est un groupe multiplicatif

ssi ∀x ∈ (A/I) \ {0}, ∃y, xy = 1

ssi ∀x ∈ A \ I, ∃y ∈ A, xy ∈ 1 + I

ssi ∀x ∈ A \ I, (x) + I = A

Donc I est maximal ssi A/I est un corps.

Théorème 5.4 (Idéaux du quotient) Soit A un anneau commutatif et
I un idéal de A.

L’ensemble des idéaux de A contenant I est en bijection avec l’ensemble
des idéaux de A/I.

Cet énoncé est une application de la correspondance des idéaux par un
morphisme surjectif, appliqué à π. On le rappelle ici pour mémoire.

Théorème 5.5 (Correspondance des idéaux) Soient A et B deux an-
neaux commutatifs. Soit f : A → B un morphisme d’anneaux. Les applica-
tions f−1 : {idéaux de B} → {idéaux de A contenant Ker(f)} et f∗ : {idéaux
de A contenant Ker(f)} → {idéaux de B} sont des bijections réciproques.
Ces bijections respectent les inclusions et les intersections.

Remarque 5.2 On peut expliciter les bijections entre ces deux ensembles grâce
à :

π∗ :





{idéaux de A contenant I} → {idéaux de A/I}
J ⊃ I 7→ π(J)

et

π∗ :





{idéaux de A/I} → {idéaux de A contenant I}
J 7→ π−1(J)

Théorème 5.6 Soit A un anneau commutatif et unitaire. Soit I ( A un
idéal propre de A.

Il existe un idéal maximal M ⊂ A tel que M ⊃ I.

Démonstration. A/I 6= (0) donc il existe un idéal maximal M de A/I tel que
M 6= 〈0〉 (par un des théorèmes précédents).

Par la correspondance des idéaux, on sait qu’il existe un idéal M conte-
nant I tel que π(M) = M .
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Si M = A, π(M) = A/I = M , ce qui est impossible (sic). Donc M 6= A.
Exo de TD, (A/I)/M ≃ A/M , donc A/M est un corps, d’où M est

maximal.

Définition 5.3 (Idéaux comaximaux) Soit A un anneau commutatif uni-
taire.

On dit que deux idéaux I et J de A, sont comaximaux si I + J = A.

Remarque 5.3 Soit A commutatif unitaire.
• Deux idéaux maximaux de A distincts, sont comaximaux.
• Il existe des couples d’idéaux comaximaux, non maximaux.

Par exemple, dans R[x, y], I = 〈x〉, J = 〈y, x+ 1〉, et (x+ 1) − x = 1
est la relation donnant la comaximalité.

5.2.3 Le théorème des restes chinois

Théorème 5.7 des restes chinois Soit A un anneau commutatif unitaire
et n ∈ N∗.

Soit I1, · · · , In des idéaux de A deux à deux comaximaux.
Alors :

• I1 · · · In =
n⋂

i=1

Ii.

• Le morphisme d’anneaux unitaires :

f :




A → A/I1 × · · · ×A/In

x 7→ (x, · · · , x)

est surjectif de noyau
⋂

j Ij.

En particulier, A/

(
n⋂

i=1

Ii

)
≃ A/I1 × · · · ×A/In.

Démonstration.

• Par définition,
n∏

i=1

Ii ⊂
n⋂

i=1

Ii.

Il s’agit de prouver la réciproque. On la prouve par récurrence sur n.

n+1⋂

i=1

Ii =

(
n⋂

i=1

Ii

)
∩ In+1 ⊂

(
n∏

i=1

Ii

)
∩ In+1 ⊂

n+1∏

i=1

Ii

si on sait prouver le résultat pour n. La deuxième inclusion est justifiée
par le cas n = 2 ci-dessous.
Prouvons l’inclusion dans le cas où n = 2. Soit x ∈ I1 ∩ I2.
Comme I1, I2 sont comaximaux, il existe a1 ∈ I1, a2 ∈ I2 tels que
1 = a1 + a2, d’où x = a1x+ a2x ∈ I1I2.
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• Soit x ∈ A. On a l’équivalence :

(f(x) = 0) ssi ∀i ∈ J1, nK, x = 0 dans A/Ii

qui équivaut encore à x ∈
n⋂

i=1

Ii.

Prouvons que f est surjective. Soit (x1, . . . , xn) ∈ A/I1 × · · · ×A/In.
Il s’agit de trouver x tel que ∀i ∈ J1, nK, x = xi dans A/Ii.

Montrons que I1 et
n⋂

j=2

Ij sont comaximaux.

S’ils ne l’étaient pas, il existerait un idéal maximal m de A tel que

m ⊃ I1 et m ⊃
n⋂

j=2

Ij .

m contient
n⋂

j=2

Ij donc il existe j0 ∈ J2, nK tel que Ij0
⊂ m.

Par récurrence, on voit qu’il suffit de prouver que J1 ∩ J2 ⊂ P, P
premier, implique que J1 ⊂ P ou J2 ⊂ P.
Si ce n’était pas le cas, il existerait x1 ∈ J1 \ P, et x2 ∈ J2 \ P, mais
on aurait x1x2 ∈ J1J2 ⊂ J1 ∩ J2, ce qui contredit le fait que P est
premier.
En appliquant cette affirmation à tout e ∈ J1, nK, on obtient :

Ie et
⋂

j 6=e

Ij

sont comaximaux.
Donc e ∈ J1, nK, il existe αe ∈ Ie et βe ∈

⋂

j 6=e

Ie, tels que 1 = αe + βe.

Posons x = β1x1 + · · · + βnxn. Soit i ∈ J1, nK.
Donc, si j 6= i, βj ∈ Ii d’où x = βixi.
En outre, pour tout e ∈ J1, nK, xi = αexi + βexi.
Pour e = i, αe = αi ∈ Ii, donc xi = βixi, ce qui achève la démonstra-
tion.

Exemple :
Résoudre dans Z le système linéaire d’équations aux congruences suivant :





x ≡ 1 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 0 mod 7

Le théorème précédent affirme que ce système a une solution unique,
modulo 105.
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Proposition 5.2 Soit B un anneau intègre commutatif unitaire, A un sous-
anneau de B et c ∈ B.

Si c est entier sur A notons δ = min{deg(Q), Q ∈ A[X] \ {0}, Q(c) = 0}.
Il existe P ∈ A[X] \ {0} unitaire de degré δ tel que P (c) = 0 ssi il existe

P ∈ A[X] tel que P (c) = 0 et evc : Q 7→ Q(c) induit un isomorphisme
d’anneaux unitaires de A[X]/〈p〉 → A[c].

Dans ce cas, P est unique.

Démonstration.
⇒ On a déjà montré que evc est un morphisme d’anneaux unitaire sur-

jectif.
Par les théorèmes d’isomorphisme, il suffit de vérifier que Ker(evc) =
〈P 〉.
Par hypothèse, evc(P ) = P (c) = 0 donc P ∈ Ker(evc).
Or Ker(evc) est un idéal de A[X] donc 〈P 〉 ⊂ Ker(evc).
Réciproquement, soit Q ∈ Ker(evc), evc(Q) = 0 = Q(c) donc, comme
P unitaire, on peut diviser Q par P .
On a donc Q = PQ0 +R et deg(R) < δ.
D’où 0 = Q(c) = P (c)Q0(c) +R(c) = R(c).
Si R 6= 0, ça contredit la minimalité de P donc R = 0 donc Q ∈ 〈P 〉.

⇐ Comme c est entier dans A, il existe un polynôme P̃ ∈ A[X] \ {0}
unitaire tel que P̃ (c) = 0 = evc(P̃ ).
Par le lemme de factorisation, evc se factorise sur A[X]/〈P 〉.
Comme P̃ ∈ Ker(evc), on en déduit qu’il existe Q ∈ A[X] tel que
P̃ = PQ.
Comme B est intègre, on en déduit que le cœfficient dominant de P̃
qui est inversible, est le produit de ceux de P et Q donc le cœfficient
dominant de P est inversible.
Donc P est unitaire et P (c) = 0.
Comme Ker(evc) = 〈P 〉, on remarque que tout polynôme Q tel que
Q(c) = 0 est bien divisible par P donc deg(P ) = δ donc est de degré
minimal parmi les polynômes s’annulant en c.

Remarque 5.4 (Hors programme) Soit k un corps commutatif et unitaire.
L’ensemble hom(k[X1,··· ,Xn]

I
, k) se dessine.

Comme k[X1, · · · , Xn] est nœtherien, il existe f1, · · · , fn ∈ k[X1, · · · , Xm]
tel que I = 〈f1, · · · , fm〉.

On peut également considérer l’ensemble Sol(I, k) = {x ∈ kn, 0 = f1(x) =
· · · = fm(x)}.

Par exemple, si f = x2 + y2 − 1 avec k = R et Sol(f,R) est le cercle de
centre O et de rayon 1.
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On a une bijection entre hom(k[X1,··· ,Xn]
I

, k) et Sol(I, k) par ϕ 7→ (ϕ(xi))i

avec xi la classe de Xi dans k[X1, · · · , Xm]/I.
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Chapitre 6

Corps finis

Définition 6.1 On appelle corps fini ben un corps fini. . .

Remarque 6.1 Un corps fini est de caractéristique p 6= 0 et est muni d’une
structure de Fp-espace vectoriel.

Proposition 6.1 Soit k un corps fini de caractéristique p. Il existe r > 1
tel que Card(k) = pr.

Démonstration. r = dimFp
(k) qui est finie car sinon, on aurait une famille

libre infinie.

Théorème 6.1 Si k est un corps fini, (k×, ·) est un groupe cyclique d’ordre
Card(k) − 1.

Remarque 6.2 En particulier, il est abélien.

Démonstration. k× est un groupe fini. Notons pr le cardinal de k.
Donc, d’après un théorème qu’on est censé avoir vu en théorie des groupes,

il existe G1, · · · , Gn des groupes cycliques de cardinaus r1, · · · , rn avec ri+1|ri

tels que k× ≃
n∏

i=1

Gi.

On a donc pr − 1 =
r∏

i=1

ri donc r1 6 pr − 1. Si α ∈ k×, , αr1 = 1.

Or Xr1 −1 a au plus r1 racines mais on en connaît pr −1 donc pr −1 6 r1

et r1 = pr − 1.
Donc n = 1 et k∗ est cyclique.

Théorème 6.2 Tout corps fini est commutatif.

Proposition 6.2 Soit k un corps fini de caractéristique p > 0.

ϕ :




k → k

x 7→ xp
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est un isomorphisme d’anneaux unitaires.
L’ensemble des éléments de k fixés par ϕ s’identifie à Fp.

Démonstration. C’est le Frobénius.

Définition 6.2 Un corps de caractéristique p > 0 où le Frobénius est sur-
jectif est appellé corps parfait.

Exemples : Les corps finis sont parfaits. Fp(X) ne l’est pas

Théorème 6.3 Soit k un corps fini de caractéristique p et de cardinal pr.
• Il existe α ∈ k× tel que k = Fp[α].
• Il existe un polynôme unitaire P ∈ Fp[X] \ {0} de degré r irréductible

tel que le morphisme d’anneaux evα induise par passage au quotient
un isomorphisme Fp[X]/〈P 〉 → k.

• De plus, si P est scindé dans k, l’ensemble de ses racines est l’en-
semble des puissances de α : {α, αp, · · · , αpr−1} ie P |Xpr − X dans
Fp[X].

Démonstration.
• Soit α un générateur de k×.

On va montrer qu’il existe P ∈ Fp[X] unitaire de degré minimal tek
que P (α) = 0, puis montrer que ce degré est r.
Avec le chapitre précédent, on obtiendra l’isomorphisme.

• Soit l le plus grand entier tel que la famille {1, α, · · · , αl−1} soit libre
sur Fp.
Par maximalité de l, {1, α, · · · , αl} est liée donc il existe (a0, · · · , al)

non tous nuls tels que
l∑

i=0

aiα
i.

Si al = 0, par liberté de (1, · · · , αl−1) les ai sont tous nuls. Donc
ap 6= 0.

Donc αl +
l−1∑

i=0

ai

al

αi = 0.

Posons P = X l +
l−1∑

i=0

ai

al

X i. P est unitaire, de degré l et P (α) = 0.

• Montrons que l = r. On a déjà l 6 r.
De plus, si β ∈ k, soit β = 0 et β ∈ Vect

{
1, · · · , αl

}
, soit β ∈ k× et

β = αk. (ce qui prouve le premier point)
En faisant la division euclidienne de Xk par P , on a β = P (α)Q(α) +
R(α) = R(α) avec deg(R) < deg(P ) = l.
Donc β ∈ Vect

{
1, · · · , αl

}
. Donc (1, · · · , αl) est génératrice et r = l.
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• Soit Q ∈ Fp[X] unitaire tel que Q(α) = 0. Q =
q∑

i=0

biX
i.

Si q < l, tous les bi sont nuls car (1, · · · , αl−1) est libre.
Donc Q 6= 0 ⇒ q > l.
Donc l = r = min{deg(Q), Q ∈ Fp \{0}, Q(α) = 0}. D’où le deuxième
point.

• Si P (α) = 0, 0 = ϕk(P (α)) = P (αpk

).
Donc (α, αp, · · · , αpk

) sont des racines de P qui a au plus r racines.
Donc P est scindé.

Remarque 6.3
• En fait, on a montré que si k est un corps fini de caractéristique p

et de dimension r, alors k = {P (α) ∈ Fp[α], deg(P ) 6 r − 1} avec α
générateur de k×.

• Le polynôme irréductible (unitaire) P et déterminé par la donnée de
α. Mais, à priori, il peut exister plusieurs polynomes Q ∈ Fp[X] qui
réalisent l’isomorphisme k ≃ Fp[X]/〈Q〉 il existe aussi plusieurs choix
de α possiblies qui induisent différents polynômes Pα réalisant l’iso-
morphisme.

• Si k est un corps fini de cardinal pr, alors Xpr −X est scindé sur k.
En effet, Xpr −X = X(Xpr−1 − 1) qui a pour racines 0 et les racines
de Xpr−1 − 1 qui sont les éléments de k×.

Théorème 6.4 (Existence et unicité des corps finis) Soit p un
nombre premier et r ∈ N∗. À isomorphisme près, il existe un unique corps
fini de cardinal pr.

Démonstration.
∃ On a vu que si k est un corps de cardinal pr, il existe un isomorphisme

d’anneaux unitaires Fp[X]/Pα → k avec α un générateur de k× et Pα

irréductible.
Réciproquement, si P ∈ Fp[X] est irréductible et de degré r, on sait
que Fp[X]/〈P 〉 est un corps de cardinal pr. Il suffit donc de prouver
l’existence d’un P ∈ Fp[X] irréductible. (Voir TD)

! Soit p un nombre premier et r ∈ N∗.
On veut montrer que si k et k′ sont deux corps finis de cardinal pr, il
existe un isomorphisme d’anneaux unitaires de k dans k′.
Soit k un corps fini de cardinal pr. On a k = Fp[X]/〈P 〉.
Soit Q un polynôme irréductible de Fp[X] de degré r.
On est ramené à prouver que k ≃ Fp[X]/〈Q〉.
D’après la preuve précédente, Q|Xpr − X dans Fp[X]. Or ce dernier
est scindé dans k et Q le divise dans k[X] donc Q est scindé dans k.
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Soit β une racine de Q.

ϕ :





Fp[X]/〈Q〉 → k

R 7→ R(β)

est l’isomorphisme recherché.

Exemple : Calculer le corps à 4 éléments.
Ce corps est de caractéristique 2, donc on le construit comme quotient de

F2[X] par P = X2 + bX + c irréductible. On doit avoir c 6= 0 et b = 2 + b 6= 0
donc P = X2 +X + 1 est irréductible.

C’est donc F2[X]/〈X2 +X + 1〉 = {0, 1, X, 1 +X}.
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Chapitre 7

Localisation d’anneaux

Dans ce chapitre, A est un anneau commutatif unitaire.
Le but du chapitre est de formaliser la construction algébrique qui permet

de passer de Z à Q.

7.1 Définition de la localisation

Définition 7.1 (Partie multiplicative) On dit que S ⊂ A non vide est mul-
tiplicative ssi 1 ∈ S, S est stable par multiplication et 0 /∈ S.

Exemple : Z∗ est multiplicative.

Définition 7.2 (Localisation d’un anneau par rapport à une partie multi-
plicative) Soit S ⊂ A une partie multiplicative.

On note S−1A = (A× S)/ ∼ où ∼ est définie par

(a, s) ∼ (a′, s′) ssi ∃r ∈ S, r(as′ − a′s) = 0

Remarque 7.1 Dans le cas non intègre, il ne faut pas oublier le r dans le
définition de ∼.

Démonstration. C’est bien une relation d’équivalence car la symétrie et la
réflexivité sont évidentes et la transitivité se fait :

Si (a, s) ∼ (b, t) ∼ (c, u), r0(as−bt) = 0 et r1(bu−ct) = 0, on a atr0 = bsr0

et bur1 = ctr1 donc autr0r1 = bsr0ur1 = sr0ctr1 donc tr0r1(au− cs) = 0.

Définition 7.3 On note a
s

la classe de (a, s) dans S−1A.

Théorème 7.1
• Les opérations :

+ :




S−1A× S−1A → S−1A

(a
s
, b

t
) 7→ at+bs

st
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· :





S−1A× S−1A → S−1A

(a
s
, b

t
) 7→ ab

st

sont bien définies.
• Elles font de (S−1A,+, ·) un anneau commutatif unitaire de neutre 1

1
.

• L’application :

ϕ :





A → S−1A

a 7→ a
1

est un morphisme d’anneaux unitaires.

• Ker(ϕ) =
⋃

s∈S

{a ∈ A, as = 0}.

Remarque 7.2 Si A est intègre, ϕ est injectif.

Démonstration.
• Laissé en exo.
• Allélluia ! ! Il n’a pas voulu démontrer tous les axiomes !
• Je laisse tomber.
• Soit a ∈ A.
a ∈ Ker(ϕ) ssi ϕ(a) = 0

1
ssi a

1
= 0

1
ssi ∃s ∈ S, sa = 0

Donc Ker(ϕ) =
⋃

s∈S

{a ∈ A, sa = 0}.

Exemple : Q est la localisation de Z par rapport à Z \ {0}.
Si f ∈ A est nilpotent, on pose S = {f i, i ∈ N}. S−1A ≃ A[X]/〈fX − 1〉.

Théorème 7.2 (Propriété universelle de la localisation) Soit A
un anneau commutatif unitaire et S une partie multiplicative de A. Posons
ϕ : a 7→ a

1
.

• Pour tout s ∈ S, ϕ(s) ∈ (S−1A)×.
• Si f : A → B est un morphisme d’anneaux unitaires tel que pour tout
s ∈ S, f(s) ∈ B×, il existe un unique morphisme d’anneaux unitaires
f : S−1A → B tel que f = f ◦ ϕ.

Remarque 7.3 Ce théorème définit la localisation à isomorphisme près.

Démonstration.
• L’inverse de s

1
est 1

s
.

• On pose :

f :





S−1B → B
a
s

7→ f(a)f−1(s)

f est bien définie et on a donc l’existence.
Soit g un autre truc qui marche.
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g(a
s
) = g(a

1
1
s
) = g(a

1
)g( s

1
)−1 = f(a)f(s)−1. Et bim.

Définition 7.4 (Corps des fractions) Soit A un anneau commutatif unitaire
intègre.

On appelle corps des fractions de A l’anneau S−1A avec S = A \ {0}. On
le note Frac(A).

Remarque 7.4 Si A intègre, Frac(A) est un corps commutatif.

Exemples : Q = Frac(Z) et k(X) = Frac(k[X]).

Remarque 7.5 (Hors programme) Soit X un espace topologique. On appelle
chaîne de fermés de X de longueur n toute suite Z0 ( Z1 ( · · · ( Zn

croissante de fermés irréductibles.
On appelle dimension de X la borne supérieure dans R des longueurs des

chaînes de fermés.
On appelle degré de transcendance de L/K le plus grand entier n tel

que L soit algébrique sur k(x1, · · · , xn) = Frac(k[x1, · · · , xn]) où les xi sont
algébriquement indépendants dans k.

Théorème 7.3 (De normalisation de Nœther) Soit k un corps et A
une k-algèbre isomorphe à k[T1, · · · , Tn]/I intègre.

Sp(A) est de dimension finie qui vaut le degré de transcendance de l’ex-
tension Frac(A)/k

R[X, Y ] correspond en géométrie au plan R2.
L’idéal 〈X2 +Y 2 −1〉 correspond au niveau des anneaux à R[X, Y ]/〈X2 +

Y 2 − 1〉 et au niveau de la géométrie au cercle d’équation x2 + y2 = 1.
On remarque qu’on peut emboîter seulement 3 fermés (les idéaux précé-

dents : V (〈X, Y − 1〉) ( V (〈X2 + Y 2 − 1〉) ( V (0) = Sp(R[X, Y ]).
Donc dim(R[X, Y ]) = 2. On a de même dim(R[X, Y ]/〈X2 +Y 2 −1〉) = 1.
L’idéal 〈X, Y − 1〉, correspond du point de vue des anneaux à (R/〈X2 +

Y 2 − 1〉)/〈X, Y − 1〉 ≃ R qui correspond, en géométrie à un point du cercle.
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Chapitre 8

Anneaux factoriels

8.1 Divisibilité

Définition 8.1 Soit A un anneau unitaire et commutatif.
On dit que a divise b (ou que b est divisible par a) ssi il existe c ∈ A tel

que b = ac.
On notera a|b.

Remarque 8.1 a|0 pour tout a ∈ A. Pour tout α, a ∈ A× × A, α|a.
La relation | est réflexive et transitive.

Définition 8.2 On définit la relation binaire sur A : aRb ssi 〈a〉 = 〈b〉. On
dit alors que a et b sont associés.

Proposition 8.1 C’est une relation d’équivalence.

Lemme 8.0.1
Soit A un anneau commutatif unitaire intègre, a, b ∈ A.

aRb ssi ∃c ∈ A×, a = bc.

Démonstration. Si a = bc avec c ∈ A×, 〈a〉 ⊂ 〈b〉 et b = c−1a donc 〈b〉 ⊂ 〈a〉.
Réciproquement, si 〈a〉 = 〈b〉, soit a = 0, alors 〈b〉 = 0 donc c’est bon.
Si a 6= 0, il existe c, c′ ∈ A tel que a = bc et b = c′a. On a a = c′ca donc

a(1 − c′c) = 0. Par intégrité, c′c = 1 donc c ∈ A×.

Remarque 8.2 Soit A un anneau commutatif intègre.
• Pour tout (a, b) ∈ A,





a|b
b|a

ssi aRb

• Pour tout a ∈ A, a ∈ A× ssi ∀b ∈ A, a|b.

49



CHAPITRE 8. ANNEAUX FACTORIELS

Exemples :
• Les éléments irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs

opposés.
• Un corps ne contient pas d’éléments irréductibles.
• Les éléments irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.

Proposition 8.2 Soit A un anneau commutatif intègre unitaire et a ∈ A.
a est irréductible dans A ssi l’idéal 〈a〉 = aA est un idéal propre non nul

qui n’est contenu sans aucun autre idéal principal propre non nul de A.

Démonstration.
⇐ Si aA = A, a est inversible donc aA 6= A.

Si aA = 〈0〉, a = 0. Donc aA est propre non nul.
S’il existe b ∈ A non nul et non inversible tel que 〈a〉 ⊂ 〈b〉.
Il existe c tel que a = bc.
Donc A× ∩ {b, c} 6= ∅. Comme b /∈ A×, c ∈ A×. Donc 〈b〉 = 〈a〉.

⇒ On a comme précédemment a 6= 0 et a /∈ A×.
Soient b, c ∈ A. Si a = bc, 〈a〉 ⊂ 〈b〉.
Si 〈b〉 = A, b ∈ A×, sinon, 〈a〉 = 〈b〉 donc c ∈ A×.

Proposition 8.3 Soit A un anneau commutatif unitaire intègre, a ∈ A∗.
Si 〈a〉 est premier, a est irréductible.

Remarque 8.3 La réciproque est fausse en général.

Démonstration. a 6= 0 par hypothèse, a /∈ A× car aA premier.
Soient (b, c) ∈ A tel que a = bc. bc ∈ aA or aA est premier donc b ∈ aA

ou c ∈ aA.
On peut supposer b ∈ aA donc b = ad donc a = adc donc, par intégrité,

dc = 1 donc c est inversible.

Définition 8.3 On note Irr(A) l’ensembles des éléments irréductibles de A.

Définition 8.4 (factorisation en éléments irréductibles) Soit A un anneau
commutatif unitaire intègre. Soit a ∈ A∗.

On appelle factorisation de A en élément irréductibles la donnée d’un
entier n ∈ N et d’une application q : J0, nK → A tel que q0 ∈ A×, q(J1, nK) ⊂
Irr(A) et a =

n∏

i=0

qi.

On dit que deux factorisations p et q sont équivalentes ssi n = m, q0p
−1
0 ∈

A× et il existe σ ∈ Sn tel que (q1, · · · , qn) = (r1pσ(1), · · · , rnpσ(n)) avec
(r1, · · · , rn) inversibles.

Remarque 8.4
• Les pi peuvent être égaux.
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• On a une surjection χ : A → A/R.
Deux factorisations sont égales ssi elles sont définies sur J0, nK, χ ◦
p = χ ◦ q et pour tout r ∈ Irr(A), χ(r) ∈ Irr(χ ◦ p) ⇒ Card((χ ◦
p)−1(χ(r))) = Card((χ ◦ q)−1(χ(r))).

Définition 8.5 (Système de représentants des irréductibles) Soit A un an-
neau commutatif unitaire intègre. On dit qu’une partie S de A est un système
de représentant des irréductibles de A ssi pour tout r ∈ Irr(A), il existe un
unique (u, s) ∈ A× × S tel que r = us.

Remarque 8.5 Un tel système existe toujours.

Définition 8.6 Soit A un anneau commutatif unitaire intègre et S un sys-
tème de représentants de A.

Soit N(S) l’ensembles des applications presques nulles de S → N.
Notons :

φS :





A× × N(S) → A \ {0}
(u, f) 7→ u

∏

s∈S

sf(s)

Lemme 8.0.2
Soit A un anneau commutatif unitaire intègre. LASSE 1 :

• Pour tout système de représentants S des irréductibles de A, ϕS est
bijective

• Il existe un système S de représentants des irréductibles de A tel que
φS est bijective.

• Tout élément a ∈ A non nul possède une factorisation unique à per-
mutation près en éléments irréductibles.

Démonstration.
1 ⇒ 2 Clair
2 ⇒ 3 Aussi
3 ⇒ 1 De même

Définition 8.7 (Anneau factoriel) Soit A commutatif unitaire intègre. On
dit que A est factoriel ssi A est intègre et tout élément de A admet une
unique décomposition en éléments irréductibles (à permutation près).

Remarque 8.6 On peut se dispenser d’introduire la notion de système de
représentants des irréductibles de A. Mais dans ce cas, l’écriture n’est pas
uniqur.

Définition 8.8 (Valuation p-adique) Soit A un anneau factoriel et S un
système de représentant des irréductibles de A.

1. Les assertions suivantes sont équivalentes
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Tout élément a ∈ A∗ s’écrit de manière unique sous la forme u
∏

s∈S

svs(a).

Si p ∈ Irr(A), l’entier vp(a) est appelé valuation p-adique de a.

Remarque 8.7 vs(a) ne dépend que de la classe de s modulo R.

Lemme 8.0.3 (Propriétés des valuations p-adiques)
Soit A un anneau factoriel et S un système de représentants des irréductibles
de A.

Pour tout r ∈ S et a, b ∈ A∗,
vr(ab) = vr(a) + vr(b) et vr(a+ b) > min(vr(a), vr(b)).
Si vr(a) 6= vr(b), vr(a + b) = min(vr(a), vr(b)).
Enfin, r|a ssi vr(a) > 0.

Démonstration. Écrire les décompositions et regarder.

Définition 8.9 (Éléments premiers entre eux) Soit A un anneau commutatif
unitaire intègre et a, b ∈ A.

On dit que a et b sont premiers entre eux ssi, pour tout d ∈ A, d|a et d|b
implique d ∈ A×.

Proposition 8.4 Soit A un anneau commutatif unitaire intègre où il y a
existence de la factorisation.

A est factoriel ssi ∀p ∈ Irr(A), ∀a, b ∈ A, p|ab ⇒ p|a ou p|b (lemme
d’Euclide) ssi (∀p ∈ A, p ∈ Irr(A) ssi 〈p〉 ∈ Sp(A)) ssi ∀a, b, c ∈ A, a|bc et
a premier avec b implique a|c (théorème de Gauss).

Démonstration. Soit a = u
∏

s∈S

svs(a), b = v
∏

s∈S

svs(b) et c = w
∏

s∈S

svs(c).

2 ⇒ 1 Si a = u′
∏

s∈S

sωs(a).

Soit s0 ∈ S tel que vs0
(a) > 0. s0

∣∣∣∣∣
∏

s∈S

sωs(a) . On en déduit ωs0
(a) > 0.

Comme A est intègre, on peut simplifier par s0dans les deux écritures
et on conclut par récurrence sur le nombre de facteurs.

1 ⇒ 3 Montrons que p ∈ Irr(A) ⇒ 〈p〉 premier.
Soit ab ∈ 〈p〉. On a vp(ab) = vp(a) + vp(b) > 0.
Comme vp(a) > 0 et vp(b) > 0, vp(a) > 0 ou vp(b) > 0. Donc p|a ou
p|b.

3 ⇒ 4 Si a|bc, soit a ∈ A× et a|c, soit a /∈ A× et il existe p ∈ Irr(A) tel
que p|a.
Soit r ∈ Irr(A) tel que vr(a) > 0. Comme a|bc, r|bc sonc bc ∈ 〈r〉. Par
3, b ∈ 〈r〉 ou c ∈ 〈r〉.
Donc vr(b) > 0 ou vr(a) > 0.
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Comme A est intègre, en divisant a et bc par r, on conclut par récur-
rence sur le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité.

4 ⇒ 2 Clair

Définition 8.10 (PGCD,PPCM) Soit A un anneau factoriel et S un système
de représentants des irréductibles de A et a, b ∈ A∗.

On définit le pgcd et le ppcm de a et b par :

a ∧ b =
∏

s∈S

smin(vs(a),vs(b))

a ∨ b =
∏

s∈S

smax(vs(a),vs(b))

8.2 Anneaux factoriels et localisation

Lemme 8.0.4
Soit A un anneau commutatif intègre unitaire et S ⊂ A une partie multipli-
cative.

• Le morphisme

ϕ :




A → S−1A

a 7→ a
1

est injectif
• SoitK = Frac(A). S−1A s’identifie à un sous-anneau deK qui contient
A.

Démonstration.
• Ker(ϕ) =

⋃

s∈S

{a ∈ A, as = 0}.

Si a ∈ Ker(ϕ), il existe s ∈ S, as = 0. Comme A est intègre et que
s 6= 0, a = 0.

• En remarquant que Frac(A) = T−1A avec T = A∗, Id : S−1A → T−1A
est injectif cat sa composée avec ϕ est la localisation en T .
Id identifie donc S−1A à son image et l’image de A par Id ◦ϕ est
contenue dans l’image par Id de S−1A.

Proposition 8.5 Soit A un anneau factoriel et S ⊂ A une partie multipli-
cative.

• Les éléments irréductibles de S−1A sont, à un facteur d ∈ (S−1A)×

près, les irréductibles de A qui ne divisent aucun élément de S.
• S−1A est factoriel.
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Démonstration.
• On a déjà a

s
∈ S−1A est irréductible ssi a

1
l’est. En effet, si a

1
= b

s
c
t
,

ast = bc donc s|c et t|b.
On a c = sc′ et b = tc′ donc a = b′c′, donc comme a est irréductible,
b′ ou c′ l’est donc b

s
= b′t

s
l’est ou c

t
= c′s

t
l’est.

Et l’autre sens est débile.
Soit a ∈ A. a

1
∈ (S−1A)× ssi il existe s ∈ S tel que a divise s.

Si a
1

est inversible, on a b
t

∈ S−1A avec b∧ t = 1 tel que a
1

b
t

= 1
1
. Donc

ab = t et a|t avec t ∈ S.
Réciproquement s’il existe s tel que a|s, il existe b ∈ A tel que s = ab.
Dans S−1A, on a s

1
= ab

1
donc, comme s

1
est inversible, a

1
b
s

= 1
1
. Donc

a
1

est inversible.

• Soit a ∈ A et s ∈ S. A est factoriel donc a = u
n∏

i=1

pi.

On a donc a
s

= 1
s

u
1

n∏

i=1

pi

1
.

Il y a un pi non inversible sinon a le serait donc on a l’existence.
Soit deux décompositions de a

s
:

b

t

m∏

i=1

pi

1
=
a

s
=
c

u

n∏

i=1

qi

1

Comme A est intègre, bu
m∏

i=1

pi = ct
n∏

i=1

qi

Par Gauss, pi|c ou pi|t. Donc c
1

= v
1

pi

1
ou t

1
= v′

1
v′

1
.

Donc pi

1
∈ (S−1A)× et on a une contradiction.

Donc pi|qji
. Par récurrence, on montre que les pi divisent des qji

dis-
tincts donc par symétrie, m = n et pi = qji

pour tout i.
Donc il y a unicité.

8.3 Anneaux factoriels et anneaux de poly-
nômes

Lemme 8.0.5
Soit k un corps. k[X] est factoriel.

Remarque 8.8 On n’utilise seulement le fait que tous les idéaux de k[X] sont
principaux.

Démonstration.
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• Soit A l’ensembles des polynômes qui n’ont pas de déomposition en
éléments irréductibles. Supposons A 6= {0}.
Notons Pr(A) = {〈a〉, a ∈ A}. On a par hypothèse Pr(A) 6= {〈0〉}.
Vérifions que Pr(A) est inductif.
Soit (Iα)α une famille totalement ordonnée d’idéaux de Pr(A).
L’union de ces idéaux est un idéaul de k[X]. Donc il existe a ∈ A tel
que l’union vaille 〈a〉. Il existe donc α0 tel que a ∈ Iα0

.
a et aα0

sont donc associés donc si a /∈ A, aα0
aussi d’où la contradic-

tion. Donc a ∈ A.
Donc Pr(A) est inductif donc (lemme de Zorn) il admet un élément
maximal I = 〈b〉.
On sait que b 6= 0 et b /∈ A×.
Comme b ∈ A, il existe b1, b2 ∈ A non inversibles tels que b = b1b2.
On a 〈b〉 ( 〈b1〉 et 〈b〉 ( 〈b2〉 donc b1, b2 /∈ A donc ils possèdent une
factorisation, donc b = b1b2 aussi, ce qui est une contradiction.
Donc on a l’existence de la factorisation.

• Pour voir l’unicité, il suffit de vérifier la formule : ∀a ∈ A, a ∈ Irr(A) ⇒
〈a〉 est premier.
Soit a ∈ Irr(A). Prouvons que 〈a〉 est maximal.
〈a〉 est un idéal non nul propre de A qui n’est contenu dans aucun
idéal principal non nul propre de A. Or ne A possède que des idéaux
principaux.
〈a〉 n’est donc contenu dans aucun idéal propre non nul de A donc 〈a〉
est maximal donc premier.

Définition 8.11 (Polynôme primitif) Soit A un anneau factoriel. On dit que
n∑

i=0

aiX
i est primitif ssi n > 1 et

n∧

i=1

ai = 1.

Lemme 8.0.6
Soit A un anneau factoriel et P,Q ∈ A[X].

• Si P et Q sont primitifs, PQ aussi.
• Soit K = Frac(A). Si P est primitif, alors pour tout λ ∈ K, λ ∈
A[X] ssi λ ∈ A.

Démonstration.
• deg(PQ) > 1 car A est intègre. Supposons PQ ∈ aA[X] pour a ∈
A \ A×.
Comme A est factoriel, il existe a′ ∈ Irr(A) tel que a ∈ a′A ⊂ a′A[X].
Donc aA[X] ⊂ a′A[X].
On peut donc supposer que a ∈ Irr(A) (quitte à remplacer a par a′).
Comme A est factoriel, 〈a〉 ∈ Sp(A).
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Donc A[X]/aA[X] ≃ (A/〈a〉)[X].
Comme A/〈a〉 est intègre, A[X]/aA[X] aussi. Donc aA[X] est premier.
Donc P n’est pas primitif ou Q n’est pas primitif. Contradiction.

• Siλ ∈ A, alors λP ∈ A[X].
Réciproquement, soit λ ∈ K tel que λP ∈ A[X].

Posons P =
n∑

i=0

aiX
i et λ = c

d
.

Pour tout i, cai

d
∈ A donc il existe bi ∈ A tel que cai

d
= bi

1
.

Comme A est intègre, cai = bid.
Supposons λ /∈ A. Comme A est factorieln il existe r ∈ Irr(A) tel que
r|d.

Par le lemme d’Euclide, r|ai donc r

∣∣∣∣∣

n∧

i=1

ai et on a une contradiction.

Théorème 8.1 Soit A un anneau factoriel, de corps des fractions K.
P ∈ A[X] \A est irréductible ssi P est primitif et irrductible dans K[X].

Démonstration. Voir TD

Théorème 8.2 Si A est factoriel, alors A[X] l’est.

Démonstration. Soit P ∈ A[X].
Si P ∈ A, comme A est factoriel, c’est fini.
Sinon, P 6= 0 et P /∈ (K[X])× = K× donc il existe λ ∈ K×, et des

polynôme irréductibles de K[X] tels que P = λP1 · · ·Pn.
On peut supposer les Pi primitifs quitte à changer λ. On conclut que

λ ∈ A.
Donc, comme A est factoriel, λ = uλ1 · · ·λn. On a donc la décomposition

de P .
L’unicité est facile.

Corollaire 8.1 Si A est factoriel, pour tout n ∈ N, A[X1, · · · , Xn] l’est.

8.4 Test d’irréductibilité

Théorème 8.3 (Irréductibilité par réduction) Soit A un anneau
factoriel de corps des fractions K et I ∈ Sp(A).

Posons B = A/I et L = Frac(B).

Soit P =
n∑

i=0

aiX
i et P =

n∑

i=0

aiX
i.

Si an 6= 0 et si P ∈ Irr(L[X]) alors P ∈ Irr(K[X]).
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Théorème 8.4 (Critère d’Eisenstein) Soit A un anneau factoriel de
corps des fractions K.

Soit Q =
n∑

i=0

aiX
i et p ∈ Irr(A).

Si pour tout i < n, p|ai, p 6 |an et p2 6 |a0, alors Q ∈ Irr(K[X]).
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Chapitre 9

Anneaux principaux et
euclidiens

Définition 9.1 Soit A un anneau commutatif unitaire.
A est principal ssi A est intègre et tous ses idéaux sont principaux.
A est euclidien ssi A est intègre et il possède une division euclidienne.

Théorème 9.1 Euclidien ⇒ Principal.

Démonstration. C’est la même que celle de k[X] principal si k l’est.

Théorème 9.2 Principal ⇒ Factoriel.

Démonstration. C’est la même que celle de k[X] factoriel si k l’est.

Remarque 9.1
• Il existe des idéaux principaux non euclidiens.
• Z[i] est euclidien.
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