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Calcul différentiel






Chapitre 1

Fonctions différentielles

Rappels

Définition 1.1 Soit f : I — F avec I un intervalle ouvert de R et F' un

espace vectoriel normé.
Soit a € I.
f est dite continue en a ssi

Ve >0,3dn>0,Ve eI, |z —al <n=|f(z) - fla)lp<e

f est dite dérivable en a ssi %E}n % existe. Elle se note f’(a).

Définition 1.2 Soit f : U — R? avec U un ouvert de R™.
f est dite continue en a ssi

Ve >0,3n>0,ve € I, ||z —allg. <n=|f(z) = fla)llp <€
Remarque 1.1 Comme on n’a pas de division dans RP, on ne peut pas parler
de dérivabilité.

Exemple 1.1
R? — R
E .
(ZE, y) = (y—22)2 128

avec f(0,0) = 0.
Onaavecz — 0 :

X
f(0,y)=0—0
x® 3
f(z,azx) = a?(z — 222+ 18 @ — 0



CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

f est continue dans toutes les directions, mais f(z,z?) = é n’est pas
continue en 0.
f est méme dérivable dans toutes les directions mais pas continue.

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.3 Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert
de E,acUet f:U— F.

f est dite différentiable en a ssi il existe L € Z.(F, F) tel que Vh € F tel
que a+h e U, f(a+h) = f(a)+ L(h) + ||h| 5 e(h) avec }lligtl)&t(h) = 0.

Remarque 1.2
e (Définition équivalente)
f est dite différentiable en a ssi f est continue en a et il exviste L €
Z(E,F) tel que Yh € F tel quea+h e U, f(a+h)= f(a)+ L(h) +
L]z e(h) avec }lliir(l)s(h) = 0.
o Les définitions dépendent des normes sur E et F, mais on s’en fiche
en dimension finie.

Proposition 1.1 (Rappel) Soit f : (E, ||-||z) = (E', ||||z/) linéaire.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
e f est continue
e f est continue en 0
e f est bornée sur les bornés
e f est lipschitzienne en 0
e f est lipschitzienne

Remarque 1.3 En particulier, si E est de dimension finie, L (E, F) =
Z.E,F).

Proposition 1.2 Si f est différentiable en a, alors L est unique. On I'appelle
différentielle de f en a ou application linéaire tangente et on la note D f(a)

ou f'(a) ou df (a) ou d,f ou D—m)f,

Démonstration. On suppose qu’il existe L; et L, qui marchent.

Ona f(a) + L(h) + |l (h) = f(a+h) = F(a) + La(h) + |All 2a(h)
avec £1(h) et ea(h) — 0 quand h — 0.

Il existe r > 0 tel que B(a,r) C U.

Donc, pour tout h tel que ||h||z < 7, Li(h) — Lao(h) = ||h||ze(h) avec
lim e(h) =0.

Soit A €]0,1]. a+ Ah € U donc Li(Ah) — La(Ah) = || AR]| ze(AR)

Donc Ly(h) — La(h) = ||h||ze(AR). Avec X — 0, on a Ly(h) = Lo(h) sur
B(a,r) donc sur E. u
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1.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES ELEMENTAIRES

Remarque 1.4 Dans le cas E =R et I un intervalle ouvert de R.

Si [ est dérivable en a, f est différentiable en a avec Df(a) = (h +—
hf'(a)).

Si f est différentiable en a alors f est dérivable en a puisque :
F - Z(RF)

R — F
f — mf:
A= Af

@

est un isomorphisme donc D f(a) € Z.(R, F) est une homothétie de rapport
Aa) = f'(a).
Exemple 1.2

[ ]
R? — R
N\ (zy) = 2Py

fl@+hy+k)=(z+h)?2(y+k)
= 2%y + 2%k + 2hay + 2xhk + h%y + h%k
—~~
flzy)  Df(zy)(hk) (| (h.)le (R, k)

11 faut montrer que e(h, k) = %)er — 0 quand (h, k) — 0.

C’est bien le cas, avec la norme euclidienne :

2xhk
(R, E) I,
My
(R, K) I,

R2k

IR )l

e On montre de méme que :

< |z VR R2 = 0
<WIVEE TR >0
< |KVRZ K2 =0

(2,9) = o

I3 {R?\{(x,—n,xeR} - R

est différentiable.
e On munit C°([0, 1]) de la norme infinie et on pose :

I CO([O,l]) - R
" f = folfp@)dx
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

LU+ = [+ b)) do
_ ;éo /0 1 (Z) FE(@)hr ™ (z) da

= 1dex 1p_1:phxdx 5 1p>kxh”_k$dx
[ s s [ p@n sy [ (2) o)

DIp(f)(h)

On a [DL(f)(h)| < plIfII”~"||Al donc DI,(f) est lipschitzienne donc
continue.
On a aussi :

STNG F(z P~ (z) dz
lg)/o <k>f( ) ®) 2(p ko p—k
- <SS ()it i+ o
k=0

Donc I, est différentiable et sa différentielle est DI,(f).

e Toute application linéaire continue est différentiable de différentielle
elle-méme.

e Toute application affine S = b+ T' continue est différentiable de diffé-
rentielle 7.

e La différentielle d’'une application constante est nulle. La réciproque
n’est pas facile.

Définition 1.4 Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, U un ouvert
deE, f:U—FetV CU.

On dit que f est différentiable sur V ssi f est différentiable en tous les
points de V.

On définit alors

Df V = Z(E,F)
“la +— Df(a)

Si Df est continue sur V, on dit que f est de classe C* sur V.

1.2 Applications n-linéaires

Définition 1.5 Soient Fy,---, E, et F' des espaces vectoriels normés.
n
f: I_IEZ — F est dite n-linéaire ssi elle est linéaire par rapport a chaque
i=1
variable.
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1.2. APPLICATIONS N-LINEAIRES

Proposition 1.3 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i). f est continue
(ii

)
(iii). f est bornée au voisinage de 0
)

3M>0,\V/((l1,--- 7a'n) S HEi7||f(a17” ||F MH ||al||E
=1

. f est continue en 0

(iv).

Démonstration.
(1) = (i1) = (dii) Clair
(#1i) = (iv) On munit E = [[E; de la norme ||z||, = max [|z;| 5 .

1<i<n
=1
D’apres 3, il existe r > 0 et K > 0 tel que Vo € E, [[z||; < r =
1f ()]l < K.
Soit a € F tel que pour tout i, a; # 0.
a1 ..., _4n — ai an
On a <||‘11||E1’ , ”a"”En> ‘ r donc f(T(”al”Elv ) ||‘1n||En>) » <

Done || f(a)llp < 7 HHaz

(tv) = (i) On se place dans le cas n = 2. Les autres cas se traitent de la
méme maniere.
On a f(ay + hy,as + he) = f(ay, az) + f(a1, ho) + f(h1, a2) + f(h1, ha).
Par 4, ||f(a1, ho)llp < M lar]|g, [|h2llp, — O donc les trois derniers
termes tendent vers 0 quand (hq, hy) — 0 donc f est continue. |

Proposition 1.4 Soit f: E = HEZ — F' n-linéaire continue.
i=1
f est différentiable sur FE et

n

Df(a)(h) = Zf(ah c @ity Ry Qg 7an)

i=1
Démonstration dans le cas n = 3.
flay + hy,as + ho,az + hy) = f(a1, aq,as)
+ f(h1, a2, a3) + f(ay, b, az) + f(as, az, h3)
+ f(ha1, ho, az) + f(h1, az, hs) + f(ax, ha, h3)
+ f(h, ha, h3)
Df(a)(h) = f(hi,as,a3)+ f(a1, ho,a3) + f(a1, az, hs) est bien linéaire et :

[Df(a)(R)||p < |[f(a1, a2, hs)l|p + [ f (a1, ha, az) |l p + || f (R, a2, as) || 5
< M(Jlar|| g, llazll g, 11l g, + llaall g, 1Rl g, llaill g, + 1Pl g, lazllg, lallg,)

~
2
< Mlallg Al g
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

donc Df(a) € Z.(E, F).
II.f(h1,h2,03)|
17l 5

deux autres termes.

De méme, 7“f(hl||’;:ﬁ£3)”F <M ||h||2 — 0.

Donc on a le résultat. ]

De plus, < M ||h]| 5 ||al| ; — 0 et on a la méme chose pour les

Exemple 1.3 Différentielle du déterminant det : (R")” — R est n-
linéaire continue (car on est en dimension finie)
Donc

Ddet(Cy| -+ |Cu)(Hn -+ [Ha) = Y _det(Cil -+ |Cioa| Hi| Cisal -+ |Cha)
i=1
On peut remarquer que D det([,)(H) = tr(H) et que, si M € GL,(R),
det(M + H) = det(M) det(I, + M ' H)
= det(M) + det(M) tr(M~"H) + | H|| e(H)
Donc D det(M)(H) = tr(M'H) si M est inversible.
Or le déterminant est C' (polyndmial) donc D det(M) est continue et,

comme M — (H — tr(M'H)) est polynomiale donc continue, cette formule
est valable sur tout compact de 9, (R) donc partout.

COROLLAIRE 1.1 Soit E, F deux espaces vectoriels normés, n € N et f :
E™ — F n-linéaire continue.
On pose F : x + f(x,---,x). F est différentiable et C* sur E et on a
n

DF(x)(h) :;f(x, T, hyx, - 1),

i—1 fois
Démonstration.

F(x+h)—F(x)= f(x+h,-,x+h)— f(z,- )
:Df(l‘,,l‘)(h,,h)+||(h,,h)||Eng(h”h)

Remarque 1.5 Si on suppose que f est symétrique,
DF(z)(h) =nf(h,z,-- - x)

Exemple 1.4
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1.3. DIFFERENTIELLE DE FONCTIONS COMPOSEES

e Si H est un Hilbert, de produit scalaire f, f est bilinéaire continue (par
Cauchy-Schwartz) et symétrique donc F = ||-||* est C' et DF(u)(v) =
2(u, v).

e Si £ = M,(K), on note f la multiplication matricielle. f est bili-
néaire continue (car lipschitzienne pour les normes d’algebre) et on
a Df(M,N)(H,K) = MK + NH. F = M + M? est donc C' et
DF(M)(H)=MH + HM.

1.3 Différentielle de fonctions composées

Soient E, F' et GG des espaces vectoriels normés, U un ouvert de £, V un
ouvert de F.

Soit f:U—Fetg:V —(G.
THEOREME 1.1 Soit a € U tel que f(a) € V.

Si f est différentiable en a et g différentiable en f(a), alors g o f est
différentiable en a et :

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a)

Démonstration. Soit a € U tel que f(a) € V. Comme f est continue en a,
pour h suffisament petit, on peut écrire :

(9 f)(a-+ ) = g(F(a) + DF(@)(h) + ] =s(0)
— g(f(a) + k) avee & = DF(a)(h) + [l (1)

— (@) + DgCfa)) k) + [kl <,(0)

— (@) + Dg(f(a)) (DF(a)() + Do F@)IAll s () + [l <,()
= (76 + Dot F@)DF (M) + [l (Do @)es0) + )

Et on a lim Dg(f( ))(ef(h)) =0 car Dg(f(a)) est continue.
De plus, ||’<?||F ID (@) 2]l g + 1Al g lles (A p-
Donc hm ”ZHFeg(k) = 0.

D’ou le resultat [ |

COROLLAIRE 1.2 Si f est différentiable (resp. C*) sur U, f(U) CV et g
différentiable (resp. C*) sur V', alors g o f est différentiable (resp. C') sur
U.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

COROLLAIRE 1.3 Soit E, F deux espaces vectoriels normés, f : U — F
avec U un ouvert de E.

Soit v : I — FE avec I un intervalle ouvert de R.

Soit tg € I tel que v(ty) € U.

Si 7y est dérivable en ty et f est différentiable en ~y(ty), alors f oy est
dérivable en ty et :

(f o)'(to) = Df((t0)) (¥ (to))

Remarque 1.6
o Sivy=t—a-+th, ona (f(a+th))|i=o=Df(a)h).
o [l est possible que f(a + th) soit dérivable en t = 0 pour tout h mais
que f ne soit pas différentiable en a

Exemple 1.5

I (R) — ML(R)
I M — M?

On a Df(M)(H) = MH + HM et (f(M + tH))(0) = (MH + HM +
2% H?)(0) = MH + HM.

1.4 Différentielles partielles et fonctions a va-
leurs dans un produit

1.4.1 Différentielles partielles

n
Soient F1, - -+, E,, F des espaces vectoriels normés, ' = HEZ-, f:U—F
i=1
avec U un ouvert de E et a € U tel que f soit différentiable en a.

Définition 1.6 Pour tout j € [1,n], on pose :

“ b —> f(a1,~-~ ,aj,l,b,aj+1,~-~ ,CLn)

M est affine continue donc f o M est différentiable en a; et
D(f o X))(a;)(hj) = Df(a)(0,-+-,0,hy,0,--,0)

On note alors ceci D;f(a)(h;) ou 0;f(a)(h;) et on parle de différentielle
partielle de f en a par rapport a a,.
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1.4. DIFFERENTIELLES PARTIELLES

THEOREME 1.2 Si f est différentiable, les différentielles partielles existent
et

By = i@f(a)(%)

Remarque 1.7

. La réciproque est fausse.
e Dans le cas E = R", 0;f(a) est identifié a un élément de F et on a

0,f(a) = 2L(a).

1.4.2 Fonctions définies sur un produit

n

Soit E, FY,--- , F, des espaces vectoriels normés, f : U — HF, avec U
i=1
un ouvert de F.
On définit fi, -, fn par f(z) = (fi(x), -, fu(x))".
Proposition 1.5 f est différentiable (resp. C') en a ssi fi,- -, f, le sont.
On a alors :
D fi(a)(h)
Df(a)(h) = :
D fn(a)(h)
Démonstration.

= Clair par composition avec les projections.
< On a:

fla+h) = fla) = (fila+h) = fila), -, fula+ h) = fu(a))
= (Dfia)(h),-- -, Dfula)(h)) + [[bllg (€2(R), - - en(h))

(Dfi(a)(h),- -+, Dfn(a)(h)) est bien linéaire continue en h car lispschit-
zienne HDf( (Wl p < max [ Dfi(x)|

1<isn

De plus, hm( 1(h), -+ ,en(h)) =0. n

Remarque 1.8
e Dansle cas E=R", F'=RP, on prend f : U — RP avec U un ouvert
de R".
On définit fi,--- , f, comme précédemment.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

On a vu que [ est différentiable en a ssi fi,---, f, le sont. De plus,
DA (a)(h) me( )
pfam=| i |- _
D fy(a)(h) - 6f,,
Z@xj

avec J} = (ig;)i’j la matrice jacobienne de f en a.
J
La différentielle d’une composée se réécrit alors :

JI g

gOf_ g

e Sip=1, J} est un vecteur ligne et

Df(a)(h) = {(J2)", h) = (grad f(a), h)

e Dans le cas d’un Hilbert H et U un ouvert de H, si f est différentiable
en a, Df(a) € H' (dual topologique) et il existe g(a) € H tel que
Df(a)(h) = (g(a), h).

Exemple 1.6
e v : I x Iy, — G bilinéaire continue, f; : U — Fy, fo : U — fs.

7. {U - G
= p(filx), f2(x))
Si fi et fo sont différentiables en a, F' est différentiable et :
DF(a)(h) = Dy(fi(a), f2(a))(D fi(a)(h), D fa(a)(h))
= (D fi(a)(h), f2(a)) + ¢(fi(a), D fa(a)(h))
e On pose, pour un Banach F,

o {xc(E)x;fc(E) - Z(E)

(u,v) —  uow

est bilinéaire continue (pour une norme d’algebre).
On pose I(F) ={u € Z.(F),Fv € Z.(FE),uocv=vou=1d} ={u €
Z(F),Jve L(E),uov=vou=1d} et :

. {I(E) o LB {I<E> —  Z(E)

U = ou! U =

PIERRON Théo Page 12 Tous droits réservés



1.4. DIFFERENTIELLES PARTIELLES

I(E) est bien un ouvert : on montre qu'il existe r > 0 tel que B(Id,r) C
I(E) : (Id —h) est inversible d’inverse » h" qui converge pour ||h[| < 1.

n>=0

De méme, si ||h|| < u + h est inversible donc I(E) est un ouvert

||u_1||’
(mais la complétude de E est nécessaire).
F = ¢(f1, f2) est donc la fonction constante égale a Idg et DF(u)(h) =
0.
Or DF(u)(h) =utoh+ Dfi(u)(h)ou donc D fi(u)(h) = —u"'ohou.
e Autre démonstration de ce résultat :

(u 4 h)fl - uil — 71<[ 4 hufl)fl - uil
= u’lz h?f1 —ut
=—u 1hu + [[h]le(h)

e Une troisieme :

(u+h)"—ut = (ut+h)u— (u+h))u!
= —(u+h)"thu!
= —u'hu = ((w+ h) That — u Y
Or :
1) he = | = (o ) = R
o =

Donc ¢a marche.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS DIFFERENTIELLES

PIERRON Théo Page 14 Tous droits réservés



Chapitre 2

Théoréeme des accroissements
finis

THEOREME 2.1 Soient E, F deux espaces vectoriels normés, U un ouvert
de E et f : U — F différentiable sur U.
Soient a,b € U tel que [a,b] C U.

17 (0) = f(a)llp < Mo = allp sup 1DFW)ll 2 p.r)

ye[a,b]

Remarque 2.1 Le sup n’est pas forcément fini. Dans le cas Ct, il 'est.

2.1 Le cas de la variable réelle

THEOREME 2.2 Soienta < b€ R, f :[a,b] = E et g :[a,b] = R continues,
dérivables a droite sur [a,b] et telle que pour tout t € [a,b], |f5(t)| < g4(t).

Alors [|f(b) = f(a)llp < g(b) — g(a).

Démonstration.

e (Cas général :
Soit n > 0. On pose A, = {t € [a,b], || f(t) — f(a)|lp < g(t) — g(a) +
n(t—a)+n}.
On veut montrer que b € A, pour tout n > 0. On aura alors b €
ﬂ A, = Ay.
n>0
A, est clairement fermé borné donc A, contient ¢, = sup A,. Montrons

que b = t.
Supposons ty < b.
On a | f(to) — f(a)llp < g(to) — g(a) +n(to — a) + 7.

15



CHAPITRE 2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Soit d > 0 tel que to+d < b. On a f(to+ ) = f(to) + dfi(to) + 0e1(0)
et de méme avec g.

| f(to+0) — fla)llg < |1 f(to +0) — f(to)llz + £ (o) — (@) &
d || fa(to)ll g + dle1(0)[ + g(to) — g(a) +n(to —a) +n

dg4(to) + g(to) — g(a) +dle1(0)[ + n(to — a) + 7

g(to +6) — g(a) + 6le1(6)| + 6[e2(d)| + nto + 6 —a) +n
g(to+0) —gla) +n(to +6) +n+d(le1 ()] + [e2(0)[ — n)

NN NN

Il existe 6 > 0 tel que |e1(d)] + |e2(d)] —n < 0. On a alors :

1f(to +0) = f(a)llg < g(to +9) = g(a) +n(to + ) +n

Donc ¢y + 0 € A, ce qui est une contradiction donc b =t, € A,,.

e Dans le cas C!, et si on a une notion d’intégrale sur F (généralement
c’est possible quand E est un Banach) :
Soit g : t — f(at + (1 —t)b). Elle est C* et on a :

Donc

150) ~ f@I < [ IDf(ta+ (= )p)(a — )] a
< sup D] [1b-al

y€la,b]
e Si £ =R et f,g dérivables, on peut utiliser le théoréeme de Rolle. =

Remarque 2.2
o Le résultat est encore vrai si f et g continues sur [a,b] et dérivables sur
[a, b] privé d’un nombre dénombrable de points.
e L’escalier du diable est continu sur [0, 1] mais de dérivée nulle presque
partout. Donc le résultat est faux quand f et g sont dérivables sur [a, b]
privé d’un ensemble de mesure nulle.

COROLLAIRE 2.1 Soit E un Banach, [ :]a,b[— E continue, dérivable a
droite telle que %E}n fi(t) existe. Alors f est prolongeable par une application

continue et dérivable a droite sur [a,b].

Démonstration. f)(t) a une limite en a donc il existe n > 0 et M > 0 tel que
| f3()]l z < M pour tout t €]a, a + n|.
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2.2. CAS GENERAL

Par le théoréeme des accroissements finis avec ¢ = M(Id —a), comme
1fa@Olly < ¢'(t) = M, on a, pour t > s €la,a+nf, [[f(t) = f(s)llp <
g9(t) = g(s) = M(t = s).

Donc pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que si |t —a| < d et |s —a| <9,
alors [|f(t) = f(s)l[p < e

E est complet donc f a une limite a droite en a notée f(a).
— 15 /
Notons [ = %tgr; fi(t).
>a

Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si [t—a| < nalors || f5(t) — ||z < e.
Par le TAF, ||f(t) — f(a) — (t —a)l||p < e(t — a).
Donc f est dérivable a droite en a de dérivée [. ]

2.2 Cas général

THEOREME 2.3 Soient E, F deuz espaces vectoriels normés, f : U — F
avec U un ouvert de E.
Pour tout a,b € U tels que [a,b] C U, on a :

1F(6) = fla)llp < [lb— aHEtil[é% [1Df(ta+ (1 =1)b)]|

< |[|b—allz sup [|Df()]
y€la,b]

Démonstration. Posons :

7. 0,1] — F
e = flta+ (1 —1t)b)

[ est continue et dérivable sur [0, 1].
Ona f'(t) = Df(ta+ (1 — t)b)(b — a). Donc :

F#) . < sup [Df(ta+(1=6)b)(b—a)llp <Ib—al, sup [Df(©)]
te[0,1] y€la,b]
On a donc, par le TAF (avec g(t) =t[|b — a5 SUD e q.5] IDfw)) :

|7 = FO) . < lb—ally sup IDfW)]

y€la,b]

Remarque 2.3
o Il est possible que sup,er,y 1D f(y)]l = oo
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CHAPITRE 2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

e Si Df(y) est majoré sur V avec [a,b] C V alors |Df(y)|| < M pour
y € [a,b]. On a alors ||f(b) — f(a)ll, < M ||b—allz. SiV est conveze,
alors f est lipschitzienne sur V.
o Sif estCl alors f est localement lipschitzienne. En effet, en dimension
finie, la différentielle est bornée sur un voisinage compact de tout point.
En dimension infinie, Df est continue en x donc pour r > 0, il existe
un voisinage V. de x tel que pour tout y € V., ||Df(y) — Df(x)| < 7.
En particulier, |Df(y)|| < |Df(x)|| 4+ r sur V, et on a fini.
e Sidim F' > 11l n’y a pas d’égalité dans les accroissements finis (prendre
e ).
COROLLAIRE 2.2 Soient E, F' des espaces vectoriels normés, f : U — F
différentiable avec U un ouvert de E, T : E — F' linéaire continue.
Soit [a,b] C U.
Alors :

17(0) = fla) =T(b = a)llp < b= allg sup [[Df(z) =T

y€la,b]

Démonstration. TAF avec f —T. [ |

2.3 Applications

2.3.1 Différentielle nulle implique fonction constante

Proposition 2.1 Soit f: U — F avec U un ouvert connexe de E. Si f est
différentiable sur U et D f(z) = 0 pour tout = € U, alors f est constante sur
U.

Démonstration. Soit a € U et V ={z € U, f(z) = f(a)}.

V est clairement un fermé de U.

Soit xy € V. Il existe r > 0 tel que B(zg,7) C U.

Sly S B(l‘o,?"), ["L‘an] -y dOIlC, via le TAFa |f(x0)_f(y)| < |ZL‘0—y| x0 =
0.

Donc f(y) = f(z9) = f(a) donc y € V donc B(xg,r) C V donc V est

ouvert. On conclut par connexité puisque a € V # @. [ ]

2.3.2 Différentielles partielles

n
THEOREME 2.4 Soit E = [[E; et F des espaces vectoriels normés.
i=1
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2.3. APPLICATIONS

Soit U un owvert de E, f : U — F tel que pour tout j € [1,n], 0;f :
U— Z.(E;, F) existe et est continue sur U alors f est différentiable sur U
et f est C' sur U. La réciproque est vraie.

Démonstration.
= Soit a € U. On pose :

EFE — F
b 30 (a)h)

Le Z%(E,F)etona:

L)l =

F

Zﬂlé’f a)[[ 75l 5,
< \hHEZ:\|I3jf(a)|H

Soit g = h+— f(a+h)— f(a) — L(h).

n

:Z(f<a1+h'17"' 7aj+hj,aj+17~.. ’an)
j=1

— flay + hy, - - i1+ hj_q, a4, s Q) — ajf(a)(hj))
Or:

[f(ar +ha, - a5+ hy ajp, 5 an)

- f(Ch +hy, - a1+ hj—la%w ce 7an) - ajf(a)(hj)”F

< Ryl e 10, f(ar + ha, -+ a5 + Ay, agias- - an) = 95 f(a)]
efo,

Posons g;(h;) = f(a1 + hy, -+ a5 + by, ajp,- - an) — 05 f(a)(hy).

Dgj(h;)(k;) = 0;f(ar + hay -+, aj + by, ajy, - an) — 05 f(a)(ky).

Soit r > 0 tel que B(a,r) C U et |h]| <.

{(a1+h1,-~- ,aj +)\hj,aj+1,"' ,an),)\ c [0,1]} C U.

Pour tout ¢ > 0 il existe n; > 0 tel que ||k:j||E] <y, llg, <
s M1l , < mj implique [|0;f (a1 + ha,- -+ a1 + hjy, a5 +

kj7a’j+17 T ,(ln) - 8Jf(a)|||L < €.
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CHAPITRE 2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

Avec n = min 7;, pour tout j, si ||h||; < n, on a sup ||0;f(a1 +
A€[0,1]

1<j<n

hi, - a5+ My, ajia, - an) = 05f(a)] < e
Done [lg(h)|lp < 3¢ Ikl 5, < Ne |k
=1
Donc g(h) — f(a+h) — f(b) — L(h) = ||h||ze(h) et f est différentiable

en a de différentielle L.
On a donc Df(a) =Y 0;f(a)mj et a— Df(a) est continue donc f est
j=1

ct.

< Si f est C' sur U, alors on a vu que 0, f existe sur U.
De plus, 0;f(a) = Df(a)p; avec p; : h;j — (0,---,0,h;,0,---,0) donc
0;f est continue sur U. [ |

COROLLAIRE 2.3 Dans le cas f : U — R? et U un ouvert de R", f est C!

sur U ssi pour tout i, j, Sf, existe et est continue sur U.
J

Application : det est C! car polynomial en les coefficients.

M s (H s tr(M'H)) et D det coincident sur G L, (R) qui est dense donc
elles sont égales.

2.3.3 Différentielle d’une suite de fonctions

Proposition 2.2 Soit (f,,), une suite de fonctions de U — F avec U un
ouvert connexe de F et F' un Banach vérifiant :

e Pour tout n, f, est différentiable sur U

e Pour toute boule fermée B(x,r) C U, D f, converge uniformément sur
B(z,r) dans Z.(E, F).

e Il existe a € U tel que (f,(a)), converge.

Alors (f,,), converge uniformément sur toute boule fermée incluse dans
U. On note f sa limite.

f est différentiable sur U et Df est la limite simple des D f,,. De plus, si
les f,, sont C1, alors f aussi.

Démonstration.

e Soit b € U. Montrons que si (fu(b)), converge et > 0 vérifie B(b,r) C
U alors f,, converge uniformément sur B(b,r).
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2.3. APPLICATIONS

Soit z € B(b, 7).

1 fnp(2) = fal@) | p < 1t (0) = Fu (D)l
+ 1 fnp(@) = frip(b) = (fu(z) = fu(0))ll
< [ frrp(0) = (Ol p + [l = bl g Sup 1D frin(y) = Dfu(w)l

<r sup HlDfnan(y) - Dfn<y>m

yeB(z,r)

Pour tout € > 0, il existe Ny(b,¢) tel que pour tout n > Ny et p > 0,
[ Fn(®) — £u )l < 2.
Pour tout € > 0, il existe Ny(b, 7€) tel que pour tout n > Ny et p > 0,
SUDycB(x,r) 1D frsn(y) = DIl < %-
Dongc, si n > max(Ni, Na), || fogp(x) — fu(2)]» < €.
Donc (fn(x)), est de Cauchy donc converge uniformément sur B(z, ).
e Posons A = {z € U, (f.()), converge}. C’est un ouvert par le point
précédent.
Soit (z,,), € A qui converge vers b € U.
Il existe r > 0 tel que B(b,2r) C U.
1l existe ng tel que x,, € B(b,7) ie b € B(wy,,,r). Par le point précédent,
(fn(b)), converge donc A est fermé.
Comme A # @, par connexité A = U.
e Notons ¢ la limite simple de (D f,),. Soit x € U tel que B(x,r) C U et
Il < 7.
On a :

1 (x4 h) = f(x) = g(x) ()l p
= [[fnlx +h) = fulz) = Dfu(@) (W) p + [[(Dfn() = g(x)) (M) ]| o
i fulz +h) = fulz) = fle+h) + f(@)]
Ona fu(z 4 h) = fu(z) = Dfu(x)(h) = [|h]l g en(h).
De plus, [[(Dfu(z) = g(2)) (W)l < [ Dfulz) = g(@)] 1] -

Ona:
[ fu(z 4 h) = fu(®) = frip(z 4+ h) + frrp(@)||
<|hllg sup [Dfa(y) — D fasp()ll
yE[z,2+h]
<Al sup 1D fuip(y) — Dfa(y)ll
yeB(z,35)
si 1l < -

Avec p — +00,

[fn(2 4+ D) = fulx) = f(z+h) + ()] p
< |Pllg s lg(y) = D fu(y)ll

yEB(J:@
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CHAPITRE 2. THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS

On a donc :

[f(x+h) = f(z) = g(x) (M)l
< |l (en(h) +2 sup Jlg(y) = Dfu()ll

yeB(xvi)

Il existe n(z,r) tel que sup |lg(y) — Dfu(y)] < 5

yEB(z,3)
Il existe n > 0 tel que Hen(x,r) - <5
Donc pour ||h|; < n, on a le résultat. u

Application :

e On considere un Banach E et 'exponentielle sur Z.(EF) muni de la
norme usuelle.
Comme .Z.(E) reste un Banach, la série qui définit ’exponentielle
converge absolument (vive les normes d’algebres) donc converge.

n Mk
Notons f, = M ,;)F
" D(M*)(H
Les f, sont différentiables et D f,(M)(H) = Z%
k=0 :

On a [[D(M*)(H)| < kI M|* I H].

Donc la norme de D(M*) dans Z,.(Z.(E)) est inférieure a k|| M|*~1.
. = D(M™)

La série ZO '

boules donc eM est différentiable.

converge donc absolument et uniformément sur les
n!

o0 k-1
De plus, D(eM)(H) = ZileiHquﬂ'.

k=1 (k - 1) =0
On a alors le fait que t — eM! est dérivable (et C') de dérivée t +—
MeMt,

e On a vu que si u,v sont des isométries d’'un Banach E vérifiant ||v]| <
o
|||u—£1|||’ alors (u—v) ™t =u 1Y (vu "
n=0

On regarde v — (u—v)~!. Le méme argument montre la différentiabilité
de ce truc.
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Chapitre 3

Différentielles d’ordre supérieur
et formule de TAYLOR

3.1 La variable réelle

Définition 3.1 Soit [ un intervalle de R et E un espace vectoriel normé.
Soit f: I — E.
Si f est dérivable sur I et [’ : I — E est aussi dérivable, on dit qu’elle
est deux fois dérivable et on note f” = (f’)".
Par récurrence, on définit f par f™ = (f("=DY si f("=1 est dérivable.

On peut parler de la dérivée n-eme en un point a si f a une dérivée
(n — 1)-éme sur un voisinage de a.

On dit aussi que f est C™ ssi f est continue.

Proposition 3.1 (Formule de LEIBNI1Z) Soient f,g: [ — E et \,u € R.

Si f et g sont dérivables (resp. C1, n fois dérivables, C™) en a alors A f + ug
aussi.

Soit B : E x & — F bilinéaire.
B(f,g) est aussi dérivable (resp. C', n fois dérivable, C") en a et :

B0 @) = 3 () BG4 )

k=0

Démonstration. Par récurrence, n = 1 étant clair.
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CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLES ET FORMULE DE TAYLOR

=Buwywm»+;(@80®@y@“m»+mﬂwwy@>

Proposition 3.2 Soit f : I — E n fois dérivable en a, ¢ : J — R n fois
dérivable en f(a) avec J un intervalle tel que ¢(J) C I.

@o f est donc n fois dérivable en b et on obtient (¢o f)™(b) par la formule
de FAA DI BRUNO.

THEOREME 3.1 (FOMULE DE TAYLOR-YOUNG) Soit f : I — E avec I un
intervalle ouvert de R et a € I.
Si f estn fois dérivable en a alors :

n

fla+h)=f(a)+hf'(a)+---+ %f(")(a) + h"e(h)

Démonstration. Par récurrence, n = 1 étant trivial.
On applique la formule & lordre n — 1 & f' :

hn—l
(n—1)!
Posons g(h) = f(a+h) — (f(a) + hf'(a) + - - + 2 M (a)).
On a ¢'(h) = h"'e(h).
Pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si |h| < n alors |e(h)] < €.
Stlpl <, lg(M)llz = llg(h) = g(0)llg < ||h||Et21[épu lg'(D)] < e[|l

D’ou le résultat. [ |

flla+h)=f(a)+hf"(a)+--+ F™(a) + n"e(h)

THEOREME 3.2 (FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE) Soit f : I — E avec

I un intervalle ouvert de R et a € I tel que f soit n+ 1 fois dérivable sur I.
Alors :

Hﬂa+m—<ﬂ@+hfmw-~+%ﬁWmQH

thrl

<

ey P A B

PIERRON Théo Page 24 Tous droits réservés



3.2. DIFFERENTIELLE D’ORDRE SUPERIEUR

Démonstration. On pose g(t) = f(a + th) + (1 — t)hf'(a + th) + --- +
L= 00 (a + th).
On remarque que ¢'(t) est télescopique et vaut (I;—f)nh”“ f Y (a +th).
On a de plus :

1-t)"
Hg/(t)”E < H%thrlf(nJrl)(a_'_th)H

11—
< ( ' ) hn+1 sup Hf n+1) )HE
n: y€la,a+h]
Wi
On a h(t) = (1(112:+1h”+1 sup Hf (1) ( H
tela,a+h]
Par le TAF, ||g(1) — ¢(0)||z < h(1) — h(0), ce qui est le résultat. n

THEOREME 3.3 (FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL) Soit f :
I — FE avec I un ouvert de R et E un Banach.
Si f est O™ sur I eta €I tel quea+hel.

Flath) = a4 hf )+ ey [ D e ey g

Démonstration. Idem que la précédente, mais il faut intégrer au lieu d’utiliser

le TAF. n

Remarque 3.1 St dim(FE) =1, il y a égalité, mais on s’en fiche.

3.2 Différentielle d’ordre supérieur

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, U C E un ouvert, a € U.

Définition 3.2 Soit f : U — F différentiable sur V' voisinage de a.
Si Df : V — Z.(FE, F) est différentiable en a, on dit que f est deux fois
différentiable en a.

On note D?f(a) = D(Df)(a) € Z.(E, %.(E, F)).
Proposition 3.3

LB, Z(E,F)) — Z£)(E.F)
v bilinéaires

b = W(b)

avec W (b)(u,v) = (b(u))(v) est une isométrie bijective.
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CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLES ET FORMULE DE TAYLOR

Démonstration. Si ¥(b) = 0, (b(u))(v) = 0 pour tout u, v donc b(u) = 0 donc
b=0.
Si E et F sont de dimension finie, alors on a la surjectivité.
Sinon, B, : v+ B(u,v) est linéaire et continue par continuité de B.
Posons b : u— B,. be Z.(E, Z.(E, F))
On a Jb(w)ll 2.y < Wbl zzm ) 1l  dome 1o
On a de plus B = U(b) donc V¥ est surjective.
Montrons que ¥ est une isométrie :
@)l = S [(b) (w, v) || 5

ul|=|lvf|=1

= sup |[(b(w))v]lp

[ull=[[v[=1

2.2 F) < |Bllee,r)

= sup sup |[(b(u))v||s
l[ull=1[jv]|=1

= sup [Jo(u)]|

|ul|=1
= [lo]] m

THEOREME 3.4 DE SCHWARZ Soit [ : U — F avec U un owvert de E et
aeU.
Si f est deux fois différentiable alors D?f(a) est symétrique.

Démonstration. On a
fla+h+k)— fla+k)— fla+h)+ fla) — D*f(a)(k, h)
= (11l + Ikl z) a1 (12l 5 + & )
De méme :
fla+h+k)— fla+k)— fla+h)+ f(a) — D*f(a)(h, k)
= (Ihll s + Ikl ) e (1l 5 + &l )

Donc D?f(a)(k,h) — D*f(a)(h, k) = (|2l z + k]l g)*es (17l 5 + 1%l )-
Soit A > 0.

N(D?f(a)(k, h) — D? f(a)(h, k) = N([|All 5 + [[E]l ) es (A1 2ll 5 + (K] )
Avec A — 0, on a D?f(a)(h,k) = D*f(a)(k, h).
De plus :
fla+h+k)— fla+k)— fla+h)+ f(a) — D*f(a)(k, h)
=fla+h+k)— fla+k)—Df(a+k)(h) = (fla+h)— fla) = Df(a)(h))
By, (k)
+D(a+k)(h) = Df(a)(h) — D*f(a)(k, h)
c(h,k)
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3.2. DIFFERENTIELLE D’ORDRE SUPERIEUR

Comme D f est différentiable en a,
c(h, k) = (Df(a+k) = Df(a) = D*f(a)(k))(h) = (||| z e(k))h
Donc
le(h, Bl < IRl 11Kl g lell = (IRl + el ) ARl + 15l )
By, est différentiable en h pour k petit.
DBy(h)=Df(a+h+k)—Df(a+k)—Df(a+h)+ Df(a)
= Df(a+h+k)—=Df(a) = (Df(a+k) = Df(a)) = (Df(a+h) — Df(a))
= D*f(a)(h+ k) + o(|h + Kl p) — D*f(a)(k) + o([[Kl )
= D*f(a)(h) + o(|| | ;)
= o([lPll g + [[K]l )
Or By(0) =0 donc
[B(W)llp < 17,2 sup [[DBx(h)]

€[0,h]
< (Bl + 1kl £)* sup lo([[2]l; + 11E )]
te[0,h]

< o(([IMll + 11%1 £)*)
Et apparament, ¢a conclut. [ |

COROLLAIRE 3.1  Pour calculer D?f(a)(h, k), il suffit de connaitre la valeur
de D?f(a)(h,h) pour tout h.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la polarisation :

_ D*f(a)(h+ ko b+ k) = D*f(a)(h — k,h— k)
4
_ D*f(a)(h+ k,h+ k) — D*f(a)(k, k) — D*f(a)(h, h)
2

COROLLAIRE 3.2 Si f est deux fois différentiable en a, alors pour tout i, j,

0 existe et on a;
8mi8xj )

D?f(a)(h, k)

of  Of
&L’i&cj n 837]8372

De plus D?f(a)(h, k) = 282f(a) hik; et :

i 83726.1’]
0% f(a) 0*f(a)
D? — 249 1
F(a)(h,h) Z-Zzl Fuz i }K; axiaxjhzh]
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CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLES ET FORMULE DE TAYLOR

Démonstration. %(a) existe est vaut D f(a)e;. Sa différentielle selon e; vaut
D*f(a)(e;, €5)-

afaj;j existe donc et vaut D?f(a)(e;, €;). .

Définition 3.3 D?f(a) est une forme bilinéaire symétrique sur R". Pour
une base fixée et le produit scalaire (-, -) canonique dans cette base, il existe
une matrice H, telle que D?f(a)(h,k) = (Hh, k).

H, est appellée matrice hessienne.

Définition 3.4 f est deux fois différentiable ssi elle 1’est en tout point.
[ est C? ssi f est deux fois différentiable et a — D?f(a) et continue.

Proposition 3.4 f est C? sur U ssi pour tout i, 7, 6328];, existe et a +—
10T

02 f
Ox;0x;

(a) est continue.

Démonstration.
= Si f est C?, f est deux fois différentiable donc les dérivées partielles
secondes existent et valent D?f(a)(e;, e;) donc sont continues.
&= Les L existent sur U et 2 — 8f ( ) a des dérivées partielles continues

donc est Ct.
En particulier, x — af (x ) est continue pour tout ¢ donc f est C*.
1‘1
Comme D f(a Z 3 ) donc = — Df(x)(h) a des dérivées
xz
partielles continues dans toutes les directions donc est C*. [ ]

Exemple 3.1 det est deux fois différentiable et

D?*(det(A))(H, K) = det(A) tr(A ' KA H)

3.3 Formes différentielles

Définition 3.5 Une forme différentielle de degré 1 sur U (ouvert de E) est
une application U — Z.(F,R) = E’. On dit qu'une forme différentielle est

exacte ssi ¢’est une différentielle.
n

THEOREME 3.5 Soitw = Y a; dz; une forme différentielle C* sur U ouvert
i=1

de R™.
. . . aal _ aaj
Si w est exacte, on a pour tout i, j, 90 = Bar-
B
Réciproquement, si pour tout i, ‘9“’ = 54 et si U est étoilé, alors w est
’ T Oxy

exacte.
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3.3. FORMES DIFFERENTIELLES

Démonstration. La premiere assertion est débile par Schwarz.
On suppose ensuite U étoilé par rapport a 0.

1 n_ ol
Soit f =x / w(tr)rdt = Z/ a;(tx) dt.
0 —Jo

w(tz)x est dérivable en x; pour tout i et

Ow(tx)x

8:101 Zt

(tz) Jx; + a;(tx)

’l

qui est continue en (¢, z;) donc on peut dériver sous l'intégrale.

tr)dt
630] / 630] + aj(tx)
8% ; + a;(tr) dt
1 d .
= /0 a<mj(t:c)) t
= a;()
(%éest C! donc f est C? et w = df. =
Exemple 3.2 w(z,y) = Hy zde+ ghpdysur U = {(z,y),x+y > 0}.

w est C1 sur U.

ﬁ( v >:2y(:c+y)2—2(x+y)y2

Oy \(z+y) (z+y)
R
- ()
 2xy
C@tyP
a%((xiz)z) (ffy) donc w est exacte.

On cherche f tel que w =df.
(w,y) = (Hy done f(z,y) = =2 + ¢(y).

of _ y"=2y(z+y)
De plus 3, = # +¢'(y).
$2 y-—zxy
Done 5 = ¢'(y) + G
On trouve ¢(y) = 7= + .

PIERRON Théo Page 29 Tous droits réservés



CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLES ET FORMULE DE TAYLOR

3.4 Fonctions convexes

3.4.1 Cas réel

Définition 3.6 Pour toute fonction f : C' — R avec C' un convexe de F,
on appelle épigraphe de f et on note Ep(f) 'ensemble {(z,y) € C x R,y >
F@)}

On dit que f est convexe ssi pour tout ¢ € [0,1] et z,y € C, f(tx + (1 —
y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y) ssi Ep(f) est convexe.

THEOREME 3.6 Soit I un intervalle de R, g : I — R.
g est convezxe ssi
e g est continue sur lintérieur de I et sil € 01, lilr} g(x) < g(l)
Tr—r

e ¢ dérivable a droite et a gauche en tout point de l'intérieur de I et pour
tout t1 < ty dans l'intérieur,

9t2) —9(ts) _ L(t2) < gy(ta)

(1) < gy(th) < <

De plus g est dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable.

COROLLAIRE 3.3 Soit g : I — R est dérivable, I un ouvert.
g est convexe ssi g' est croissante.
Si g est deux fois dérivable, g est convexe ssi g" = 0.

Démonstration.
= Soit t dans l'intérieur de I, £ > h > 0.

gt +h) —g(t) _ gt +k) —g(t)
h = k

Onat+h=XA+(1-XN(t+k).
Done g(t+h) < Ag(t) + (1 = Ng(t +k) = (1 = 1)g(t) + Zg(t + k).
g(Hh) 9() (t+k) 90 donc ¢),(t) existe et est finie.

Donc ¢/(t) = lim

h—0+
De méme, si h < k < O, g,(t) = g(tle_g(t) existe et est finie.
Enfin, si h < 0 <k, on obtient g (t) < gg(t).
De plus, ¢, est croissante donc continue presque partout.

< Soita<bel.

On a g(t) = f(t) = f(a) — 5= (f(0) = f(a)) = f(t) = (1 = §=5) f(a) +
i f(0)).
Il suffit de montrer que g(t) > 0 sur |a, b[.
Par I'absurde, §'il existe ty €|a, b tel que g(ty) > 0.
On a g(t') = maxg > 0 et g,(t') > 0 et gj(t') < 0.
Or g)(#) < gif#) done g'(¢) = 0.
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3.5. DIFFERENTIELLE D’ORDRE SUPERIEUR

3.4.2 Cas général

THEOREME 3.7 Soit f : C — R différentiable avec C' un ouvert.
f est convexe ssi pour tout a,b € C, Df(a)(b —a) < f(b) — f(a) <
Df)(b—a).

Démonstration.

= Soit g(t) = f((1 —t)a +tb). g est convexe et dérivable.
¢(t) = Df(1 - -+ th)(b o) done g(0) < 1= < g/(1).
D’ou le résultat.

< On pose g(t) = f((1 —t)a + tb).
g'(t) = Df((1 = t)a +tb)(b — a)
Sit; <ty,ona Df((1—ty)a+tb)((ta—t1)(b—a)) < Df((1—t2)a+
t2b)((t2 — t1)(b — a)).
Donc ¢'(t1) < ¢'(t2). ¢’ est croissante donc g est convexe. Comme c¢’est
vrai pour tout a, b, f est connexe. [ ]

Proposition 3.5 Si f est deux fois dérivable, f est convexe ssi D?f(a) est
une forme quadratique positive pour tout a € C.

Démonstration.

= Si f est convexe, pour tout a,b, D*f(ta+ (1 —¢)b)(b —a,b—a) >0
SiaEC,a:O‘T_hjLO‘T”‘.
Il existe r tel que B(a,r) € C. Si ||h]] < r, D*f(a)(h,h) > 0 donc
D?f(a) > 0.

< Si D?f(a) 20, g :t— f(ta+ (1 —t)b) est deux fois dérivable est
g"=D*f(ta+ (1 —t)b)(b—a,b—a) > 0.
Donc f est convexe. |

3.5 Différentielle d’ordre supérieur

Définition 3.7 Soit f: U — F avec U C E un ouvert et a € U.

On dit que f est n fois différentiable en a ssi f est n—1 fois différentiable
sur un voisinage de a et D"~ f est différentiable en a.

On pose alors D" f(a) = D(D" 'f)(a). On utilise de plus des isomor-
phismes isométriques pour se ramener a D" f(a) € L (E, F).
Proposition 3.6 Soit a € U. Si f est n fois différentiable en a alors D" f(a)
est symétrique.

Démonstration. Par récurrence : le cas n = 2 se fait avec le théoreme de
Schwarz.
Si c¢’est vrai pour n — 1.
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CHAPITRE 3. DIFFERENTIELLES ET FORMULE DE TAYLOR

Soit 0 € G,,.
Sio(l) =1,

D" f(a)(hy,- -+ hy) = D" N (D f(x)(h1))(ha, - ha)
= D" Y (Df(x)(h1))(ho@): - hom))
= D"f(a)(hoq),  » Po(m))

Sinon, o = ¢’(12)0” avec o'(1) = 1.
11 suffit donc de le prouver pour (12). C’est vrai par Schwarz. ]

Proposition 3.7 Sous les mémes hypotheses, D" f(a)(h,--- ,h) = w.

Définition 3.8 f est n fois différentiable sur U ssi f est n fois différentiable
en tout point de U.

fest C™ sur U ssi f est n fois différentiable sur U et = — D™ f(z) est
continue.

Proposition 3.8 Une application n-linéaire continue est C'*°.

Proposition 3.9 Si f est n fois différentiable en a et g en f(a) alors go f
I'est en a.

Démonstration. Récurrence ]

3.6 Formules de Taylor

Proposition 3.10 (Taylor-Young) Soit F, F' des espaces vectoriels nor-
més, U C E un ouvert, f : U — F n fois différentiable en a € U tel que
la,a+h] CU.

flat h) =S5 D F(a) (1) + ol ")

i fois
Démonstration. Par récurrence, n = 1 débile.

1.
Si c’est vrai pour n — 1, soit p(h) = f(a + h) — Zﬁle(a)(ha .- h).

n 1
=1 . i fois

Par hypothése de récurrence appliquée a Df, Do(h) = o(||h||""). Donc
p(h) = o([lA]]"). m
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3.6. FORMULES DE TAYLOR

Proposition 3.11 (Taylor-Lagrange) Sous les mémes hypotheses, avec f
n + 1 différentiable,

~1. HthH 1
a+h)—>» =D"f(a)(h,---,h)| < sup [[D""f(a
fla+h) ;Z! Fla) .~ ) e 10" f (@)l

Démonstration. On applique Taylor-Lagrange dans le cas réel a t — f(a+th)
sur [0, 1]. u

Proposition 3.12 (reste intégral) Si F' est un Banach et f C™™! sur U
avec [a,a+ h] C U,

ISP I8

floth) = 3D @) b 1)+ [ D ak th) )
i fois

Démonstration. On applique Taylor avec reste intégral dans le cas réel a

t — f(a+th) sur [0, 1]. n
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Chapitre 4

TIL et TFI

Dans tout le chapitre, E et F' sont des espaces de Banach.

4.1 Théoreme d’inversion locale

Définition 4.1 Soit U C E et V C F deux ouverts. f : U — V est un C*
difféomorphisme ssi f est bijective, C! sur U et f=! C* sur V.

Remarque 4.1
o x — 2% est un homéomorphisme C' mais pas un C* difféomorphisme.
o En différentiant fo f~' =1d, on a Df(f~*(y)) o Df~(y) = Id. En
différentiant aussi f~' o f =1d, on obtient Df Y (y) = Df(f~(y))~*.
e Soit T € Z.(E, F) bijective. T~ € £.(F,E).
THEOREME 4.1 Soit U C E un owvert, f : U — F Ct et a € U tel que
Df(a) soit inversible.
Il existe U un voisinage de a et V un voisinage de f(a) tel que f : U=V
soit un C* difféomorphisme.

Démonstration.
e Montrons qu’il existe 1,79 > 0 tel que pour tout y € B(f(a),r), il
existe un unique = € B(a,r;) tel que y = f(z).
On aura alors f : f~Y(B(f(a),rs)) — B(f(a),rs) bijective et

F7H(B(f(a),r2)) € Bla,m)

Soit y € B(f(a), ra) et 72 a préciser. Soit ¢, (v) = z+D f(a)  (y—f(2)).
On a Dy, (z) =1d =D f(a)"' Df(z) = Df(a)"'(Df(a) = Df(x)).
Pour tout n > 0 il existe r; > 0 tel que = € B(a,r) = |Df(a) —
Df(z)ll <n. On a donc | Dpy ()| < |IDf(a)~ [In.

Pour n < m alors || Dy (z)]] < 3.
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CHAPITRE 4. TIL ET TFI

Par le TAF, ¢, est contractante sur B(a,r;) de rapport %
Soit = € B(a,r;).

ley(x) = all < lley(z) — @yla)ll + llpy(a) —af
1
<3 le—al+IDf(a) " IHly = f(a)]
1
<3 le—al+IDf(a) "I

(A1 _
5 tlIDf(a) Hir

1

VAS/A

POUT T2 S 357 T]

Pour ce choix de r; et ro, on a ¢, (B(a,r1)) C B(a,r1) et ¢, strictement
contractante sur B(a,r).
On conclut par le théoreme du point fixe.
e Montrons que f~!: B(f(a),r2) — f~H(B(f(a),r2)) est continue.
Soit y1,y2 € B(f(a),r2).

£ @) = £ )| = [len (F 71 00) — 00 (F 7 (02)|
< (71 @2)) = e (P 2))
|00 (F 7 (02) = 20 (F ()|

<5 157w = £ )|+ D@ W s — ol
< 2D (@) lyr — el

D’ou la lipschitzianité et la continuité.

e On montre que f~! est différentiable en f(a) et Df~(f(a)) = Df(a)™*
Fla+h) = f(a) + Df(@)(h) + o(h) donc Df(a) (f{a+h) - f(a) =
b+ Df() (o(h).

Onpose k = f(a+h)—f(a). a+h = f~1(f(a)+k) donc h = f~1(f(a)+
k) — f71(f(a)).

f7H(f(a) + k) = f1(f(a)) + Df(a)"'(k) = Df(a)~ (o(h)).
Par I’étape 2, si h est suffisament petit : ||h]| < 2||Df(a)™| ||k, alors :

F7H () + k) = f7H(f(a) + DfH(a) (k) + o(k)

Donc ! est différentiable en f(a).
e Soit y € B(f(a),rs). Par Construction Iy ) € B(a,r).
Par 'étape 1, [|Df(a) = Df(f~ (m)]l <

2\HDf(a —
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4.1. THEOREME D’INVERSION LOCALE

Donc Df(f~'(y)) = Df(a)(Id+ D f(a) " (Df(f'(y) — Df(a)).

I-lI<3

Donc Df(f~1(y)) est une isométrie.
On remplace a par f~1(y) dans les preuves précédentes.
1 est donc différentiable en y et Df~Y(y) = Df(f*(y))~ " [ |

Remarque 4.2 St dim(FE) est finie alors dim(F') lest et dim(F) = dim(F).
De plus Df(a) peut étre identifiée a4 une matrice. Il suffit alors de vérifier
que det(Df(a)) # 0.
Exemple 4.1
e Dans My(R), f: X — X2
Df(X)(H)=XH+ HX donc Df(Id)(H) = 2H.
D f(Id) est inversible. Donc f est un C! difféomorphisme d’un voisinage
de Id sur un voisinage de Id.
On pourrait donc définir une application racine carrée sur un voisinage
de Id.

e Soit 'application :

;e {R2 — R
| (@y) = (e"cos(y),esin(y))

La jacobienne est :

S (ex cos(y) —e Sin(y)>

e’sin(y) e”cos(y)

det(J) = e* donc J est inversible.
f est donc un C* difféomorphisme au voisinage de chaque point de R?
mais pas un C! difféomorphisme de R? dans lui-méme.

THEOREME 4.2 Soit U un ouvert de E et f : U — F C! telle que :

o Pour tout x € U, Df(x) est un isomorphisme.

o [ est injective

Alors f(U) est un ouvert de F et f est un C' difféomorphisme de U dans
J(0).

Démonstration. Soit y € f(U).

Il existe x € U tel que y = f(x).

D f(z) est un isomorphisme donc par le TIL, f est un C! difféomorphisme
d’un voisinage de x vers un voisinage de y inclus dans f(U). Donc f(U) est
ouvert.

f71: f(U) — U est bien définie par injectivité de f.
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CHAPITRE 4. TIL ET TFI

Par le TIL, pour tout y € f(U), f~! est différentiable en y de différentielle

Df(f1(y))t et f~1 est C! au voisinage de y. [ |

Exemple 4.2

e Soit f: R"™ — R™ C! telle que pour tout z, [|[Df(z)] < A < 1.
Alors :
P R2n - RQn
('Tvy) = (:C—f(y),y—f(:c))
est un O! difféomorphisme.
» En effet, DF(x,y)(h,k) = (h — Df(y)(k),k — Df(x)(h)) donc si
DF(z,y)(h,k) =0 alors h = Df(y)(k) et k = Df(z)(h).
Done [[k] < AlJAl < X2 &)
Donc [|k|| = 0 donc k = h = 0.
» [ est injective car si f(x1,y1) = f(xe,y2) par le TAF, ||x; — 25| <
Myt = goll < A [l1 — 22|
Donc xy = 25 et y; = ys.
» Maintenant on montre la surjectivité :
Soit (a,b) € R*™.
On pose ¢(z,y) = (a,b) + (z,y) + (z — f(y).y — f(2)) = (a,b) +
(), £(2)).
Ona Do, y)(h k) = (DF (5)(k), Df (2)(h)) done | D, )] < A <
1 donc on peut appliquer le théoreme du point fixe.
On a alors (9, y0) = (o, y0) donc (a,b) = F(zo,yo)-
Donc F est un C! difféomorphisme de R?" dans R?".
Soit g continue sur [0, 1]. On cherche y € C1([0,1]) telle que v/ +y> = g
et y(0) = A
On pose :

y = (' + %, y(0)
£(0) = (0,0) et Dip(y)(k) = (K + 2y, K(0)) done D(0)(k) = (K, K(0))
qui est clairement inversible.
Par le TIL, ¢ est un C! difféomorphisme d’un voisinage de 0 sur un
voisinage (0, 0).
Il existe 7 > 0 tel que pour tout [\ < r et g € C°([0,1]) telle que
gl < 7, il existe un unique y € C*([0,1]) vérifiant ¥’ + y* = g et
y(0) = A. De plus, y est dans un voisinage de 0.

o {01([0,1]) —  C°%0,1]) xR

Exemple 4.3 Soit k € C°([0,1]?) et g € C°([0,1]). On cherche u €
C°([0,1]) tel que :

u(e) + [ b pt(y) dy = (o)
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4.2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

1
On pose ¢ : u+—u +/ k(-, x)u’(z) dx
0

1
#(0) = 0, DO(u)(h) = h+2 [ k(. y)uly)h(y) dy.
o(u + th) est dérivable et Dp(0) = Id qui est un isomorphisme donc il
existe U, V voisinages de 0 tel que ¢ : U — V soit un C* difféomorphisme.
Ce qui assure l'existence et 'unicité d'un v qui marche pour g suffisam-
ment petit.

Proposition 4.1 Soit f : U — F C™.
Si f est un C! difféomorphisme, f~! est C™.

Démonstration. Par récurrence en utilisant Df~1(y) = (Df(f'(y)))™'. =

COROLLAIRE 4.1 Si dans les hypothéses du TIL, f est aussi de classe C™,
sa restriction est un C"-difféomorphisme.

4.2 Théoreme des fonctions implicites

THEOREME 4.3 Soit B, F,G des Banachs, U C E, V C F ouverts.

Soit f :UXV —GCYetaecUxV tel que f(a) =0 et Dg,f(a) soit
un isomorphisme de F dans G.

Il existe des voisinages U', V' de ay et ay et @ : U — V' de classe Ct tel
que (f(z,y) =0 sur U x V') ssi (y = ¢(x) sur U').

Démonstration. On pose :

o {va — ExG
@y = (2 fay)

F est Ct et DF(a)(h,k) = (h, Dg, f(a)(h) + Dy, f(a)(k)) qui est un iso-
morphisme.

Par le TIL, il existe un voisinage U de (a1, az2) et V de (a1,0) tel que F :
U — V soit un C! diffeomorphisme.

Soit U’, V' des voisinages de a; et as tel que U’ x V' C U.

Alors F : U' x V' — W = F(U" x V') est un C* difféomorphisme.

Pour tout € U’ tel que (x,0) € W, il existe un unique ',y tel que
F(a',y) = (x,0).

On pose y = p(z) = 7p(F~1(x,0)).

On restreint U' : U” = {x € U', (2,0) € W}.Ona f(z,y) = 0sur U" x V'
ssi y = p(x) sur U” et ¢ est C'! par composition. |

Remarque 4.3
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e On peut supposer f continue. On a alors l’existence de D, f au voisi-
nage de a. St on suppose sa continuité, on a l’existence de v, mais on
ne sait pas si elle est O*.

e Le théoréme n'implique pas que f(x,z) = 0 = z = y. En revanche,
c’est vrai si z € V.

e Ona f(z,(x)) =0 done Dy (2, $(x)) + Dy f (2, p(x)) Dip() = 0.

o Sif estC", ¢ l’est aussi.

Exemple 4.4

o [:(z,y)— 2®>+y?—2en (1, 1) vérifie les conditions du théoréme. On
a f(—=1,—1) = f(1,1) donc (—1,—-1) ¢ U.

e Soit I’équation 2" 4+ \z? — 1 = 0.
Si A =0, x = 1 est solution et la différentielle partielle de f par rapport
a x en (1,0) est la multiplication par n donc inversible.
En différentiant () 4+ Az?(\) — 1 = 0 par rapport a A, comme z(0) =
1, 2/(0) = —+. De méme z”(0) = 252

e On considere I'équation y = sin(y’) avec y(0) = .
On prend E =R, F = CY(R,R) et ¢ : (\,y) = (sin(y') — y,y(0) — ).
#(0,0) = (0,0) et Dy¢(0,0)(h) = (b — h, h(0)) est un isomorphisme.
Donc il existe un voisinage U de 0 dans R et V' de 0 dans C'(R,R) et
YU —V tel que ¢p(A,y) =0 ssiy = p(N).
En particulier, pour tout A € U, il existe un unique y € V tel que
y = sin(y').
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Chapitre 5

Problemes d’extrema

5.1 Probleme général

On prend U C E un ouvert et f : U — R.
THEOREME 5.1 Si f(a) = min f(x) et f différentiable en a alors D f(a) =
TEe
0.

Démonstration. 1l existe r > 0 tel que B(a,r) C U.

Pour tout h € E tel que |h| < r, on pose g(t) = f(a+ th).

g est dérivable en 0 et ¢’(0) = Df(a)(h). ¢'(0) = 0 donc Df(a)(h) =0
donc par dilatation D f(a) = 0. n

Proposition 5.1 Si C' C U est convexe et f(a) = melél f(z) avec a € C et
f différentiable en a alors D f(a)(v —a) > 0 pour tout v € C.

Démonstration. Soit v € C.
On pose ¢(t) = f(ta+ (1 —t)v).
g est dérivable a gauche en 1 et g,(1) = D f(a)(a —v).
Comme g atteint son minimum en 1, g;(1) < 0 d’ou le résultat. m

Remarque 5.1 Si E =R", Df(a) =0 signifie g—i(a) =0.
C’est une condition non suffisante (prendre x — z*).

Proposition 5.2 Soit a € U et f deux fois différentiable en a tel que
f(a) = min f(z).
On a D*f(a) > 0.
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Démonstration. S’il existe h € E tel que D*f(a)(h, h) < 0, alors par Taylor-
Young a l'ordre 2, on a :

fla+h)=fla)+0+ %sz(a)(h, h) + o(||h]1*)

Ona f(a+ Ah) = f(a) + 2 D2f(a)(h, h) + o[ AR]*).

Il existe £ > 0 tel que si |\| < e alors o(||Ah|%) < w.

On a alors f(a+ Ah) < f(a) + %Df(a)(h, h).

Donc, avec A — 0, f(a) < f(a). Contradiction. n

Proposition 5.3 Soit a € U tel que f soit deux fois différentiable en a,
Df(a) =0 et D*f(a) soit caercive (ie il existe a > 0 tel que D?f(a)(h,h) >
a||h||?) alors f a un minimum local strict en a (ie il existe un voisinage V
de a tel que f(a) = Hlel‘r/l f(z)).

Démonstration.

fla+m) = fa)+ ZLDED ey > fa) + S i+ al e

Il existe r > 0 tel que si ||h]| < 7 alors ||e(h)|| < §.

On a alors f(a+h) > f(a) + 2 ||h].

Donc f(a) = min f(x). u

z€B(a,r)
Remarque 5.2

o Si E = R" alors D*f(a)(h,h) est une forme quadratique et on peut
¢tudier son signe. D?f(a) est de plus cercive ssi elle est strictement
positive.
En effet, si elle est strictement positive, elle est continue et strictement
positive sur S*~! qui est compact donc admet un minimum strictement

positif dessus en hyg.
Si h € R,

D*f(a)(h, h) = ||h||* D*f(a) (ﬁ ”—Z”> > ||h[|* D* f(a)(ho, ho)

o On peut aussi passer par la hessienne et ses valeurs propres (o =
min Sp(H,) ).
h2
e En dimension infinie, c’est faur : E = 1> avec D*f(a)(h,h) = > — >
n>=0 n
0 mais n'est pas ceercive (en e, par exemple).
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5.2. EXTREMA LIES

Exemple 5.1

e Sur L?, on pose J(f) = /f2 — fg.
R
DJ(f)(h) = /szh — hg.
Si J est minimale en f alors DJ(f)(h) =0et f = 9.
De plus, D2J(f)(h,h) = 2||h||* donc J e un minimum local en 2.
1
o B=1{ueC?u(0)=u(l) =0}, J(u) = / ((2)) — fu.
0
Si J est minimal en u alors D.J(u)(h) = 0 donc on calcule et on trouve
pour tout h € E,

/Ol(f— 2u")h = 0

Donc (on admet que) f — 2u” = 0. Donc u” = <.

5.2 Extrema liés

On cherche un minimum sur une surface d’équation g(z) = 0.

THEOREME 5.2 Soit U un ouvert deR™, f et g C* eta € U tel que g(a) =0,

f(a) = min f(z) et Dg(a) # 0.

On a alors lexistence de A € R tel que D f(a) = ADg(a).

—
Démonstration. Dg(a) # 0 donc grad g(a) # 0 donc il existe ¢ € [1,n] tel
que %(a) # 0 et OPS i = n.

(V23

Par le TFI, il existe un voisinage U de (ay, - ,a,_1) et V de a, ainsi que
U—V Ctel que g((w1,+ ,Tn1),Tn) = 0ssiz, = @(x1,+ ,Tpn_1).
Pour tout y, on note ¢ = (y1,- -+, Yn_1)-

(', z,) e U xV.
l'est en a’ et sa diffé-

Ona f(x) = f(z',xn) = f(2', p(27)) si g(x) =0

et
Comme f est différentiable en a alors f(2', p(z'))

rentielle par rapport a x’ est nulle en a’. D’ou :

Dy f(d',o(d')) + Dy, f(d', p(a’)) Darp(a’) = 0
Donc, pour tout ¢,

0 0 0
oL @)+ (@) 5P ) = 0

Or, en différentiant g(z’, p(z')) = 0 pour ¢ < n, on obtient :

Jg
8@-

(@ @) + 5 o) o @) = 0
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CHAPITRE 5. PROBLEMES D’EXTREMA

Donc en réinjectant,

af 89 ag -1 8f
Oz (@) - Ox; (@) (8% <a)> oy, (a)=0

On pose A = a%(a)(a%i(a))*l #0.

On a alors pour ¢ < n, g—i(a) = )\g—i(a). Et pour ¢ = n, c’est débile par

définition de . ]

Remarque 5.3
o )\ s’appelle multiplicateur de Lagrange.
o f différentiable en a suffit.
o Plus généralement, si f et g sont C' et si a € U wvérifie g(a) = 0,

Dg(a) surjective et f(a) = I(n)nof(:c), alors il existe Ay, --- , A, tel que
g(z)=
- P.—
grad f(a) = Z)\i grad g;(a).
i=1
Exemple 5.2
e On minimise z sur S2.
= (0,y,2) P wet g = (0,9,2) > 22+ g+ 2% — 1.
Si (xo, Yo, 20) est extrémal, il existe A € R* tel que :

1 =2\z
0 =2\y
0 =2)\z

Donc, comme A # 0, y =2 =0 et x = +1.
Or 1 > —1 donc (—1,0,0) est solution. On vérifie que —1 est bien le
min.
e Soit u € L(R™) symétrique et f = (u,-).
On minimise f pour ||z||* = 1.
Il existe zq tel que f(zp) = min f(z) et A € R tel que gl‘?ﬁf(xo) =

el =1
)\@9(%)-
On a D f(zg) = 2u(zg) donc u(xg) = Azy.
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Chapitre 6

Sous variétés différentiables de
Rn

6.1 Introduction : courbes et surfaces

6.1.1 Courbes dans R? (C?)

Il y en a trois types :

e Les graphes {(z, f(z)),xr € [} avec I CRet f: [ - R C".
e Les équations cartésiennes : {(z,y) € U,g(z,y) = 0} avec g : U — R

et U C R%
14\

-1 1

FIGURE 6.1 — 22 + % = 2.25

Graphe = équation cartésienne : g(z,y) =y — f(x).
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CHAPITRE 6. SOUS VARIETES DIFFERENTIABLES DE RY

e Les courbes paramétrées : {(z(t),y(t)),t € I} avec I C R et z,y :
I —-RC.

FIGURE 6.2 — z(t) = 13, y(t) = 12

Graphe = équation paramétrique : z(t) =t, y(t) = f(t).
Les réciproques sont fausses globalement, mais localement, avec des hy-
pothéses supplémentaires, on a ’équivalence.

THEOREME 6.1 (EQUATION CARTESIENNE = GRAPHE LOCALEMENT) Si

g—Z($o,yo) # 0 ou %(wo,yo) # 0, (ssi Dg(xo,y0) # 0), alors il existe un
voisinage de (xg,yo) et f Ct tel que pour tout v,y € U, g(z,y) =0 ssi y=

f(x).

Démonstration. TFI ]

THEOREME 6.2 (EQUATION PARAMETREE = GRAPHE LOCALEMENT) Si
(2'(to),y'(to)) # (0,0) et t — (x(t),y(t)) injective, alors il existe un voisinage
I de ty tel qu’il existe ¢ : I — R C' tel que la courbe soit le graphe de
f(x) = y(p(2)).

Démonstration. OPS z'(ty) # 0.
On applique le TIL en ¢y & z. On a alors t = @(x). D’ou le résultat. =

Définition 6.1 (Sous variété C* de dimension 1 de R?) X C R? est une
sous-variété de dimension 1 ssi pour tout a € X, il existe U C R? voisinage
de a, V C R? un voisinage de 0 et ¢ : V — U un C*-difféomorphisme tel que
p(0)=aet p(VN(Rx{0})=XnNU.

Remarque 6.1 Cela implique qu’il n’y a pas de point double.

6.1.2 Surfaces dans R?

On a aussi trois types de définition : les graphes, les équations et les
nappes paramétrées.
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6.2. SOUS-VARIETES C* DE DIMENSION D DE RY

FIGURE 6.3 — Sous variété et difféomorphisme

6.2 Sous-variétés C* de dimension d de R"

Définition 6.2 Soit @ # X C R".

X est une sous-variété C* de dimension d de R" ssi pour tout a € X,
il existe U C R" voisinage de a, V' C R" voisinage de 0 et ¢ : V — U un
C*-difféomorphisme tel que p(0) = a et o(V N (R x {0}"79)) =X NU.

« X ressemble localement a un espace vectoriel de dimension d dans R™ ».

Remarque 6.2 On a k > 1 et on aura généralement k = +oo. On dit alors
« lisse ».

Exemple 6.1
— Tout espace affine de dimension d est une sous-variété de dimension d.
— Sid=0, X est un point.

Si d =1, ce sont les courbes lisses

Si d = 2, ce sont les surfaces sympathiques

— Sid=mn—1, ce sont les hypersurfaces

THEOREME 6.3 Soit X C R™ non vide. Il y a équivalence entre :

1. X est une sous-variété C* de dimension d de R™

2. Pour tout a € X, il existe un systéme de coordonnées de R™ tel que
R" = R? x R"?, il existe U C R"™ voisinage de a, V C R¢ voisinage de
aetf:V—=R"C tel que f(ay) = ay et XNU = {(x, f(x)),r € V}
avec a = (ay,as).

3. Pour tout a € X, il existe U C R™ voisinage de a, V C R"% voisinage
deOetg:U—V Cltel que XNU = g *({0}) et Dg(a) surjective.

4. Pour tout a € X, il existe U C R™ voisinage de a, V C R voisinage
de0et® :V — R" C! tel que ©(0) = a, O(V) = XNU, DO injective
et © : V= X NU est un homéomorphisme.
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CHAPITRE 6. SOUS VARIETES DIFFERENTIABLES DE RY

Remarque 6.3 A retenir : 2. image réciproque de 0 par une submersion
(ie différentielle surjective) et 3. image d’une immersion (ie différentielle
injective).

6.3 Espaces tangents

Définition 6.3 Soit X une sous variété de dimension d de R", a € X.
L’espace tangent en a a X est :

T.X ={veR"Iy:]-1,1[—= X C'v(0)=a,7(0) =v}

Proposition 6.1 T,X = Dp(0)(R? x {0}"~%) avec ¢ le difféomorphisme
V—=U.

Démonstration. Une courbe tracée sur X peut s’écrire v = ¢ o7y avec 7 une
courbe tracée sur RY x {0},

On a LI(EO—Z = Dw(O)(l’(@). m

COROLLAIRE 6.1 T, X est un espace vectoriel de dimension d.

Proposition 6.2 Pour les définitions équivalentes,

~ T,X = Df(a)(R?) = Im(Df(a1))

- T,X = Dg(a) (0) = Ker(Dg(a))

~ T,X = DO(0)(RY) = Im(DO(0)).
Exemple 6.2 Plan tangent a la sphére S?. On a g(z,y,2) = 22 + y* +
2?2 — 1. Soit (a,b,c) € S?. On a Dg(a,b,c) = (2a, 2b, 2c).

Donc I'équation du plan tangent est 2ax+2by+2cz = 0 ie ax+by+cz = 0.
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Deuxieme partie

Fonctions holomorphes
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Chapitre 7
Premieres propriétés

On se place sur €2 un ouvert connexe.

7.1 Définition

Définition 7.1 Soit z; € Q.
f est holomorphe en z; ssi %ﬁézo) admet une limite pour z — 2.
On note alors f'(zg) cette limite.

Définition 7.2 f est holomorphe sur A C 2 ssi f est holomorphe en tout
point de A.

Exemple 7.1
o f(z)=2",0=C.

_ n—1
f(Z) f(ZO) — szzgfkfl N nzgfl
Z — 20 k=0

o f(z) =1 sur C*.
)~ ) = 1

zZ— 20 20 20

e f(2) =z n’est pas holomorphe : si z = 2y + ee®,

f(2) = f(2) _ o2

zZ— 20

qui n’a pas de limite quand z — 2.
e Idem pour R, &

o1



CHAPITRE 7. PREMIERES PROPRIETES

Proposition 7.1 IL’ensemble des fonctions holomorphes muni de +, X et -
est une algebre et on a les formules usuelles pour la dérivée de la somme et
des produits.

Démonstration. On montre celle pour le produit : soit f, g holomorphes et
2o € Q.

f9(z) = f9(z0) _ f(2)9(2) — f(20)9(%)

zZ— 2y zZ— 20

IPRVIORYIED

PRI ECh

Z — 20 Z — 20
Remarque 7.1 Si f est holomorphe, [ est continue.

Proposition 7.2 Si f est holomorphe en 2y et f(zy) # 0 alors % est holo-

morphe en 2y et :
0N\ f(=)
(f) (0) = f(20)?

Remarque 7.2 exp est holomorphe par permutation somme-limite.

7.2 Séries entieres

Définition 7.3 On appelle rayon de convergence de la série Zanz” le réel :
n=0

R = sup {\z|, > a,2" converge}

n=0
= sup{|z|, a,z" borné}

= sup {r >0, |a,|r" converge}

n=0

1
~ lim sup /|ay|

Démonstration.
o R3s < Ry <R,
e Soit € > 0 et 2z tel que a,z2{ borné et |zp| > Ry — €.
On a |a,|r" < an||zo|"| 5 |" < M|L|" qui est TG de série convergente.

Donc R3 > Ry — 2¢. D’'ou Ry = Ry = Rs.
1

e R, = liminf, Ve
Soit € > 0. Pour n suffisamment grand, {/|a,| > R4 — €.
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7.3. CONDITIONS DE CAUCHY-RIEMANN

r
Ry—e¢

Donc |a,|r™ < ( )™ donc converge pour r < Ry—e donc Ry > Ry—¢
donc R3; > Ry.

On fait pareil avec un 4+ et on a R3 < Ry + €. ]

Proposition 7.3 1l y a convergence uniforme sur tout disque fermé inclus
dans D(0, R).

[e.e]
Proposition 7.4 Toute série entiere Zanz” de rayon non nul est holo-

n=0
morphe sur D(0, R).
De plus f/(2) = > _na,z""".
n=1

Proposition 7.5

zZ— 2y

f(2) = f(20) _ =« I n—1-1
= Zangz 24

n=1

Si R < Ret |2 <R, |z| < R, alors

|anl

n—1
> Zzn—1-— l‘ < nja,|R™!
1=0

On sait que nl|a,|R™! converge car limsup {/n|a,| = limsup {/|a,]|.
n n

On conclut par convergence dominée.

7.3 Conditions de Cauchy-Riemann

Proposition 7.6 f : Q — C peut étre vue comme € — R2.
Si f est holomorphe alors elle est différentiable.

Démonstration. Si f est holomorphe en zj alors f(z) = f(20)+(2—20) f'(20)+
o(z) pour z — 2.
Si f=F+iG, z=x+iyet f'(z) = A+ iB alors :

F(x +iy) +iG(z + iy) = F(xo + iyo) +iG (0 + iyo) + (x — 29) A
— (Y —yo)B+i((x —x0) B+ (y — yo)A) + 0(2)

Donc F et G sont différentiables et ‘g—f =A= %—G et %—F = —%—G =—-B. n
y y ©

Proposition 7.7 Réciproquement, si f est différentiable et si %—f = %—i

et %—5 = —% alors f est holomorphe. (Ce sont les conditions de Cauchy-

Riemann)
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CHAPITRE 7. PREMIERES PROPRIETES

COROLLAIRE 7.1 Si f : Q — C est holomorphe sur Q et f'(z) = 0 pour
z € Q) alors, comme ) est connexe, f est constante.

Proposition 7.8 On peut appliquer tous les résultats de calcul différentiel.

Remarque 7.3
e Si F et G sont différentiables, alors AF = AG = 0. On dit alors que
F et G sont harmoniques.
e Les conditions de Cauchy-Riemann sont équivalentes a % + ig—; =0.
e On adf = %dx + g—;dy. En changeant de base (dz = dx + idy et
dz=dz —idy), on a :

dfz%(g— g) dz—l——(gjwa—f)

ox oy ox dy
af 1 (8f  .of af af | :9f
On note 32 = 3 (% —y) et <% + za—y).
Les condztzons s’écrivent alors 8f =0.

9z

7.4 Intégration sur des chemins

Définition 7.4 ~ : [a,b] — C est un chemin ssi y est continue et il existe
to, -+ tn tel que a =ty < --+ <t, =bet Vie [0,n—1],7|p ., est C.
7 est fermé ssi y(a) = v(b).

Définition 7.5 Soit f continue et v un chemin.

On définit :
/fy /

Proposition 7.9 Soit f continue et v un chemin.

|5
avec [(y) sa longueur.

Proposition 7.10 Soit 7 : [a,b] - C et 7 : [b,¢] — C.
Si y(b) = 7(b) alors la concaténation 7 de v et 4 est un chemin et :

[ ez = [ fEaz+ [ e

Proposition 7.11 Soit v : [a,b] = Q, f: Q = Cet ¢ : [¢,d] — [a,b] C!,
bijective, d’'inverse C*.
Alors v o ¢ est un chemin et :

f(z)dz = Sen() [ f(z)dz

o

< sup [f(v(1)[I(7)

te(a,b]

Yo
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7.4. INTEGRATION SUR DES CHEMINS

Démonstration. Théoreme de changement de variable. [ ]

On définira les chemins par des dessins :

Lf(z)dz:/Olf(t)dtJri/Olf(l+it)dt+/10f(t+i)dt+z’/10f(ti)dt

Lf(z) dz = /Z f(t) dt+iR/07T F(Re®)ei® 4o

Définition 7.6 On appelle indice de z € C\ Im() par rapport a 7 (fermé)
et on note I,(z) le nombre :

L

2im Jy € — 2

THEOREME 7.1 Soit v fermé et z € C\ Im(7).
Alors 1,(z) € Z et 1, est constant sur les composantes connexes de C \
Im(7) et nul sur celle non bornée.

Démonstration.
e Im(v) est compact donc il existe R > 0 tel que D(0, R)¢ C C \ Im(7).
On n’a donc qu’une seule composante connexe non bornée.
o(t) = exp (ft ) ds) et p est C% et C' par morceaux.

a y(s)=z
On a donc ¢'(t) = VP(YT@_)ZQO@) sur Jt;, tip1[.
!/
e ) = ¢O=m)—ey _
Done (v—Z) - (=22 0.
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CHAPITRE 7. PREMIERES PROPRIETES

ff—z est constante par morceaux et continue donc constante sur [a, b].

On a donc 2@ — ¢0)
v(a)—z )

Dot p(a) = ¢(b) = (
Donc exp (/ (SO)

e Sizyp € C\ Im(y) qui est ouvert, il existe r > 0 tel que D(z,7) C
C\ Im(7).
Pour tout z € D(z, 3), |7(t) — 2| = § donc |;(’t(t | < 2'“’;('5)'.
Donc [, est continue sur D(zg,7) donc sur C \ Im(y) donc constante
sur chaque composante connexe.

e Si|z| > R avec R tel que Im(y) C D(0, R) alors 7;%‘ < o

b ()]

Donc \[()\\%/a 2= Rdt—>0pour |z] = +o0. u

\_/

=1 donc € 2inwZ.

Exemple 7.2 ~; le cercle C(a,r) dans le sens trigonométrique, 7, icelui

parcouru deux fois et 3 parcouru dans le sens inverse.
L[ rie®? dg
0 a+rev—z

Siz ¢ D(a,r), z € D(a,r) et :

0

M@= L= [

L dd =1
rez@

Donc I, =21, et I,, = —1

1

Définition 7.7 (Homotopie) Soient 7,72 chemins fermés dans €2 indexés
par [0, 1]. 71,72 sont homotopes dans €2 ssi 3H : [0,1] x [0, 1] — Q continue
telle que :

o H(t,0) =(t),t €]0,1]

o H(t,1) =(t),t €]0,1]

e H(0,s)=H(1,s),s€[0,1]

Remarque 7.4 s €]0,1] t — H(t,s) est une courbe fermée mais pas néces-
sairement C' par morceauz.

Définition 7.8 () ouvert connexe est simplement connexe si tous les che-
mins fermés sont homotopes a un point.

Proposition 7.12 Tout convexe est simplement connexe. En particulier, C
est simplement connexe.

THEOREME 7.2 Soit Q un ouvert connezxe et vy, Vo fermés dans Q homo-
topes.
Sia ¢ Q, alors L, (o) = L, ().
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7.4. INTEGRATION SUR DES CHEMINS

Démonstration. On suppose en plus que t — H (t, s) est fermé pour tout s.

Lemme 7.2.1
Soient g et v, est chemins fermés et a € C tel que |yo(t) —71(t)| < |a—0(2)]-
Alors I, (o) = L, ().

Démonstration. Soit o & Tm() U Im(7).
Soit v le chemin :

_n)—a
==
On a
Mw—uzl%%%§ﬂ<1

Donc 0 appartient a la composante connexe non bornée de C \ Im(7).
Donc I,(0) = 0 et 1,(0) = I, (a) — L, ().
D’ou le résultat. |

Nécessairement, a ¢ Im(vp).

Si§ = d(a,Im(yp)) > 0, le lemme implique |yy — 71| < 6 donc I, (a) =
L, ().

L’indice est donc continu par rapport au chemin.

On a d(a,Im(H)) =0 > 0 et H est uniformément continue sur [0, 1]%.

Il existe 7 > 0 tel que pour tout (¢,s),(t',s’) tel que [t —t'| < n et
|s —s'| <, alors |H(t,s) — H(t',s")] < £.

On pose s =0, 8y =2+ ,5,.1n% et 5, = 1 avec n = L%+1J.

On pose v; = H(-, s;).

Pour tout i, 4; est un chemin fermé, vo = vo et v, = 1.

De plus, pour tout i, t,

1) — 7 (0] < & < o= (1)

Par le lemme 7.2.1, I (a) = I;— (a). D’ott le résultat. n
Proposition 7.13 Soit v un chemin fermé dans {2 un ouvert connexe, f et
¢ : 2 — C continue.

Alors :

{Q—>C
F

£()
2= L= A

est développable en série entiere en tout z € C\ p(Im(y)).
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CHAPITRE 7. PREMIERES PROPRIETES

Démonstration. Soit zg € C\ ¢(Im(7)).
On a d(zg, p(Im(y)) > 0.
On prendra r < ro < d(29, p(Im(7)) tel que

D(z,7) C D(20,70) C C\ o(Im(7))

Soit z € D(z,7). On a :

Z— 2y r

PO =2 !
- 2= 2 n_ 1 _p(€) — 2
nz:% (w(f) _ZO> Cl-5re w6 -2

et la convergence est uniforme en (¢, 2) € Im(vy) x D(z, 7).
Donc :

[ dZ:/w(f@ SGREY

p(€) — = £) —Zo p(€) —
R (go )
o Z/Y n+1 (Z - ZO)n
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Chapitre 8

Théoreme de Cauchy et
conséquences

8.1 Le cas convexe

Soit 2 un ouvert convexe.

THEOREME 8.1 Soit v un chemin fermé, p € Q, f € H(Q\ {p}) continue
sur €.

Alors /f(z) dz = 0.

Proposition 8.1 Soit F' € H(Q2) et §2 connexe.
Si F” est continue sur §2 et v un chemin fermé dans €.

Alors /F’(z) dz=0
Y

Démonstration.

Exemple 8.1 Soit v un chemin fermé et :

- o= (£075)

n=0

On a bien : /f(z) dz =

29



CHAPITRE 8. THEOREME DE CAUCHY ET CONSEQUENCES

Démonstration du théoreme §.1.
e Par I'absurde, si [ = / f(2)dz # 0 avec A le contour d'un triangle
A

On coupe le triangle en 4 lacets :

avec A1, As et A, orientés comme A et A, dans le sens contraire. et

| /Ai f(2) dz)

|1
4

4
HEDY
i=1

Or , il existe iy € [1,4] tel que :

d
Amﬂ@z
On pose A' = A;,. On a [(A!) = @.

Par récurrence, on construit une suite A" de triangles tels que :

[ roas

2_

et [(A™) = l(z—n)
On a ﬂﬁ # & donc il existe zy dedans.
n=>1

f est holomorphe en zj et :

/An f(z)dZZ/An f(ZO)+f/(zo)(z—zo)+o(z—zo)dz:/no(z_ZO)dZ
D’ou :
Ll <|[ re)a

4n
< (A" max((z - z0)e(z — 20))

<A max[e(z — 20)|

1
< o l(A) max|e(z - z)
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8.1. LE CAS CONVEXE

Donc |I] est plus petit qu'un truc qui tend vers 0 quand n — +o00.
Donc |I| = 0.
e Si P est un sommet de A,

‘/A f(z)dz

iﬁ;/Aéf(z)dz

/., ez
H(AZ) max |f(2)]

<
< demax|f(2)]

par 1

N

Pour ¢ — 0, on a le résultat.
Si P est une aréte de A, ¢a marche aussi (on coupe en deux triangles),
de méme s’il est a l'intérieur (en trois triangles) ou si le triangle est
plat (trivial).

e On fixe zy € 2 en on pose F(z):/ fe)deg.

[20,2]
OnaF(e) = F()= | J€)de— [ f(e)de
Sur A le triangle (zo, 2, z}) ona: 7

T©de [ f@det [ f©)de=0

(20,2 2',20]

Done F(z) — () = /H £(6) de.

En divisant par z — 2, on a :
)

F(’Z) _F<Z,) _fl<2> _ 1

z—2z z— 2z

JRIGRNICOL

f est continue en z donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que si

[§ =2l <n [f(§) - f(2)] <e.

Si |2/ — z| < n, on a alors :

F(z)— F(2) , 1
Y I <z>‘ S oA /O IRV s
Donc F' est holomorphe en z et F'(2) = f(z) sur . u

THEOREME 8.2 Soit Q un ouvert convexe de C, v un chemin fermé dans
Qet feH(Q).
Soit z € Q, z ¢ Im(7).
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COROLLAIRE 8.1 Sil, = I,, alors :

f&) .. [ f(&)
[ e |

Démonstration. On pose :

F(©)—f(2) :
g { e si€#z

f'(2) sinon

g € H(Q2\ {z}) et g continue sur 2 donc :

0=Lg@wm
:Lf(£§:£<2)d§

f(€) .
= — 2wl (2)f(z ]
[ 2% - 2imn )5
COROLLAIRE 8.2 Soit Q2 un ouvert connexe.

— f € H(Q) alors f est développable en série entiére en tout point de Q.
- St f € H(Q) alors f € H(Q).

Démonstration. Pour tout zy € €, il existe r > 0 tel que D(zg,2r) C .
C(z,r) (sens trigo, parcouru une fois) est un chemin dans D(z, 2r).
On a I¢(.)(2) = 1 pour tout z € D(z,r) donc :

_ f(€)

qui est DSE en tout z € D(z, 7). u

THEOREME 8.3 DE MORERA Soit Q un ouvert connexe, f continue sur SQ.
S, pour tout triangle A inclus dans €,

/Af(z)dzzo

alors f € H().
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Démonstration. Soit zy € §2. 1l existe r > 0 tel que D(z, ) C Q.

Fe)= [ fe)de

Par le théoreme de Cauchy, F' est holomorphe et F' = f donc f €
H(D(zo,7)).
Comme c’est vrai en tout zg, f € H(2). u

THEOREME 8.4 Soit Q un ouvert conneze, (fn), une suite dans H(Y) et f

telle que pour tout compact K C €, f, cvu vers f sur K.
Alors f € H(Q).

Démonstration. f est continue sur tout compact K C €2 donc f est continue
sur K.

Soit A un triangle inclus dans €.

Pour 2¢ = d(A,§2°) > 0, on note O, = {z € Q,d(z,A) < ¢}.

Par théoreme de Cauchy, / fn(z)dz =0 sur O..
A

fn cvuvers f sur O, donc en permutant limite et intégrale, / f(z)dz=0.
A

Donc f est holomorphe sur €2 par le théoreme de Morera. [ ]

8.2 Le logarithme

oozn

Définition 8.1 On a e* = Z—'
n!

n=0
Proposition 8.2
ezl-l—zg = @fle?2
e = cos(0) + isin(0)
e” T = e”(cos(y) + isin(y))
ez+2ik7r = ¢

exp est surjective dans C*.

THEOREME 8.5 On peut définir un inverse In(z) = In(r)+i6 avec 6 €]—m, 7|
et z€ C\R.

Proposition 8.3 In est holomorphe et sa dérivée est la fonction inverse.

Démonstration. On montre la continuité en passant en polaires.
De plus, si a = In(2), In(z + h) = a + k avec k — 0 quand h — 0.
On a z+ h = e*** donc :

In(z 4+ h) — In(z) _ k 1
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Remarque 8.1 1n ne se prolonge pas a C.

Définition 8.2 Soit {2 un ouvert connexe de C.
L € H(Q) est une détermination du logarithme ssi e
z € Q.

L) = 2z pour tout

Remarque 8.2
e Nécessairement 0 ¢ €.
o L'(z)e"®) =1 donc L'(z) = 1.
e Sion a deux déterminations sur un ouvert connexe alors elles different
d’une constante.

Proposition 8.4 Soit (2 un ouvert convexe.
Il existe une détermination du logarithme ssi pour tout chemin fermé dans

1
—-dé=0
/v 3
Démonstration.

= Si L existe et est holomorphe, sa dérivée est holomorphe et, par le

théoreme de Cauchy,
1
—-dé=0
|e

Q

)

pour tout chemin fermé.
< Soit z9 € Q) fixé. On pose

1
L(z) = /[ gl

Comme dans la preuve du théoreme de Cauchy, on a L € H() et
L(z) =1

On pose G(z) = ze L),

On a G'(2) = e 2 — 2L/ (2)e =) = 0.

Donc G est constante sur et G(z) = zpe ™.

On prend A tel que e = 2, (existe par surjectivité de exp)
Alors G(z) = G(z) = 1 donc e*) = 2. u

Remarque 8.3 La proposition est vraie si ) est simplement connexe.

8.3 Théoreme des zéros isolés

THEOREME 8.6 Soit Q un ouvert connexe, f holomorphe sur Q non nulle.
Alors Z = {z € Q, f(z) = 0} n'a pas de points d’accumulation et est au
plus dénombrable.
De plus, son intersection avec tout compact est finie.
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Remarque 8.4 Ca ne marche pas dans R avec par exemple efx%l{@o}.

Démonstration. Z est fermé et s’écrit Z,.. U Zigols.

f est holomorphe en z, donc DSE en z. Il existe donc r > 0 et a € CV
tel que :

f(z) = an(z — 20)"
nz=0

pour z € D(z,7).

Si pour tout n, a, = 0, f = 0 sur D(z,7) donc 2z, n'est pas isolé et
D(zy,7) C Z.

Sinon, il existe ng tel que a,, # 0. Il est loisible de la supposer minimale.
On écrit alors :

fz) = i an(z — 20)" = (2 — 29)™ i an(z — z)" "0

9(z0) = an, # 0 donc il existe r > 0 tel que g(z) # 0 sur D(zg, 7).

Alors f(z) # 0 sur D(zg,7) \ {20} donc zy est isolé.

Donc zj est isolé ou zy est un point d’accumulation et dans ce cas, il existe
r > 0 tel que D(20,7) C Zucer Zaee €st donc ouvert fermé, donc par connexité
et non nullité de f, Z,.. = @. [ |

COROLLAIRE 8.3 Soit ) un ouvert conneze, f,g holomorphes sur ).
Si f et g coincident sur un ensemble ayant un point d’accumulation, alors
elles sont égales partout.

Exemple 8.2 L’exponentielle complexe est 'unique prolongement complexe
de 'exponentielle réelle.

8.4 Singularités

THEOREME 8.7 Soit Q conneze, f € H(Q\ {a}). Trois cas sont possibles :

1. f est bornée sur un voisinage de a donc f est prolongeable en une
fonction holomorphe sur Q). (singularité éliminable)

2. Il existe m € N tel que (z — a)"f(z) est bornée alors (z —a)™ f(z) est
prolongeable en une fonction holomorphe sur ). On dit que f a un pole
d’ordre m en a.

3. Pour tout € >0, f(D(a,c)\ {a}) est dense dans C. (singularité essen-
tielle)
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Démonstration.
1. Si f est bornée en a, alors g(z) = (2 — a)*f(z) s’annule en a.
g est holomorphe sur C \ {a} et continue sur € car f est bornée en a.
De plus,

g(Z) _g<a> — (z—a)f(z) 0

z—a
Donc g € H(2). On a de plus g(a) = ¢'(a) = 0.

g est DSE en a donc il existe 7 > 0 et (ay,), tel que pour tout z €
D(a,r),

z) = iak(z —a)*
k=0
Donc ¢(z) = (z — a)2iak(z —a)k2

On a f(z Zak z —a)" 2. Donc f est DSE en a donc holomorphe

k=2
en a.

2. Sile troisieme point n’est pas vrai, il existe € > 0 tel que f(D(a,e)\{a})
n’est pas dense, ie son complémentaire est d’intérieur non vide.
Il existe donc b € C et r > 0 tel que D(b,r) C f(D(a,¢)\ {a}.
Pour tout z € D(a,¢) \ {a}, f(2) & D(b,r) donc |f(z) —b| > r
On pose g = ﬁ sur D(a,e) \ {a}.
On a g holomorphe sur D(a,e) \ {a} et |g(2z)| < % donc g bornée en a
donc holomorphe sur D(a,¢).
Sigla) #0, f(2) =b+ ﬁ pour z € D(a,¢), donc f est holomorphe
sur D(a,¢€) et on se retrouve dans le premier cas.
Sigla) =0, f(z) = bg(?)jl qui est le quotient de deux fonctions holo-
morphes qui a donc un poéle en a. On se retrouve dans le cas 2.

3. Donc si on n’est pas dans le cas 3, on est dans le cas 1 ou 2. [ ]
Remarque 8.5 Dans le cas d’un pole g(z) = (z —a)™ f(z), g est holomorphe
sur et DSE en a.

Onag(z Zan z—a)" sur D(a,r).

Donc f(z Zan z—a)" " Z an+m z —a)" (série de Laurent)
n=—m Y —bn
sur D(a,r)\ {a}.

Définition 8.3 Avec ces hypotheses, b_; = Res(f,a), résidu de f en a
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Exemple 8.3 Soient g, h holomorphes sur €2 et a € 2, m € N tel que
R'(a) =---=h"V(a) =0 et h™(a) # 0.

Alors h est DSE en a et h(z) = Y an(z —a)". amn #0
f =% est définie sur D(a,r) \ {a}i

On prend 7 tel que Y a,(z — )"~ # 0 sur D(a,r).

n=m

De plus, (z —a)™f(z) = (2 — a)m% ) qui est borné
an(z —a)"™™
au voisinage de a donc f a un pole d’ordre m en a.
Remarque 8.6 Dans le cas d’une singularité essentielle, on a en plus, pour
tout € >0, f(D(a,e)\ {a}) = C ou C privé d’un point.

Exemple 8.4 f(z) = e=.

0 est une singularité essentielle puisque 2"e* est non borné en 0
In(r)—i(0+2kn)
In(r)2+(0+2km)2 "

Donc pour tout b # 0, il existe z tel que f(z) = b. De plus, pour tout
e >0, il existe z € D(0,¢) \ {0} tel que f(z) =b.

. 1 ;
Sib=-ecz, onnote b=re? et ona z=

8.5 Le théoréme des résidus

Définition 8.4 Soit ) connexe.

f est dite méromorphe sur €2 ssi il existe A C €2 au plus dénombrable
sans point d’accumulation tel que f soit holomorphe sur 2\ A et pour tout
a € A, faun pole en a.

Exemple 8.5 Soit g, h € H(S2).

J = 4 est méromorphe sur €2 et les pdles de f sont des zéros de h.

On écrit h(z) = (z — )™ ar(z — a)* avec ag # 0, et g(z) = (2 —
k=0

a)™y bz — a)* avec by # 0.
k=0

Alors on a un péle de f ssi m > n car si m < n, on a une singularité
éliminable.

Proposition 8.5 L’ensemble des fonctions méromorphes est stable par +,
x et division.

THEOREME 8.8 (DES RESIDUS DANS LE CAS CONVEXE) Soit Q conveze, f
méromorphe sur 2, A l’ensemble de ses poles et v un chemin fermé de ) tel
que Im(y) NA = 2.
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Alors :
/f(z) dz = 2imy I, (a) Res(f,a)
”

a€A

Démonstration. Dans le cas A = {a}, f a un développement en série de
Laurent au voisinage de a :

f(z) = 3 ap(z — a)* a une singularité éliminable en a on peut donc la

prolonger en une fonction holomorphe.
On integre sur v et on a donc :

[ fa

Z /ak(z—a)fdz

k=—m""

1
:a,l/ dz
vy 22— a

a_11,(a) = 2ir Res(f,a)l,(a)

Dans le cas général, on sait que 1’enveloppe convexe de Im() est incluse
dans €.

Il existe ay, - - - , a, dans cette enveloppe et pour tout a € A\{ay, - ,a,},
a n’appartient pas a ce compact (puisque A n’a pas de points d’accumula-
tion).

On pose € > 0 la distance entre A\ {ai, -+ ,a,} et I'enveloppe convexe
I' de Im(7).

On pose Q. = {z € Q,d(2,T") < e}.

). est un ouvert convexe de Q et Q. N A = {ay, -+ ,a,}

~ est un chemin fermé dans €)..
Pour tout ¢ € [1,n], f a un pole en a donc il existe m; et (a)x tel que
o0

f(z)= > aj(z — ;)" au voisinage de a.
kf—m,
n
f— Z Z ai(z * a des singularités éliminables en aq, - - ,a, on la
i=1lk=—m;

prolonge donc en une fonction holomorphe sur 2..
On integre et, en permutant somme (finie) et intégrales, on obtient :

[/f(z)dz:iilail/ T a dZ—Q’Lﬂ'ZReS fra:) 1, (a;)
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Or,sia € A\ {ay, -+ ,a,}, I,(a) = 0 (a appartient a la composante
connexe non bornée de C\ Im(7)).
Donc on a bien :

Lf(z) dz = 2im ) Res(f,a)l,(a) ]

acA
Cas 1:Si f = ¥ avec g, h holomorphes sur 2 ouvert convexe et g(a) # 0,
h(a) =0 et h'(a) # 0.
Alors h(z) = (2 — a)hy(z) avec hy holomorphe sur €.
On a hy(a) = h'(a) # 0. On écrit :

9(2) g9l@)  _ g(x)W(a) = g(a)in(z)

h(z)  (z—al(a)  (z—a)l(z)l(a)
Le numérateur s’annule en a et on a g(2)h/(a) — g(a)h1(2) = (z — a)k(z)
avec k holomorphe sur €.

n a donc ooa Z_ak:g(z)_ g(a)
Onad ];0 k(2 — a) 8 (Z_a)h,(a)eH(Q).

On a donc le développement de f en série de Laurent :

(z —a)h'(a)

D’ou Res(f,a) = ,f/((a)).
Exemple 8.6
e On pose f(z)
Onag=1,h(z) =
Donc Res(f,i) = .
De méme, h(—i) =0, h'(—i) = —2i donc Res(f, —i) = —%.
Si on integre sur le cercle v = C'(0, R) avec R # 1, on a :

A £(2)dz = 2 (Res(f, 1)L, (i) + Res(f, —i) L, (—1))

1 A »
7757+ Ses poles sont =+i.

1+ 22 h(i) = 0, K'(i) = 2.

Donc si R < 1, /f(z) dz = 0.
v

On recommence avec R > 1 et on trouve 2ir(5 — 5;) = 0.

e Si on integre sur :
ah

R
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Ladite intégrale vaut 2im (5 + 0) = 7 quand R > 1.
On peut écrire :

1 T ' Re ()
/ - / de+ [ ——=—_do
1+22 Rl+:p2 o 1+ R2e%?
On fait tendre R vers 400 : / —— converge facilement vers
~r1+2?

© 1
i
o 14+ 22

R
< R2_1°

. 0
On constate que | =

En intégrant, on obtient :

T jRe' TR
——df| < — 0
Al+m@e o
Donc on en déduit / d:z: = g
e On prend f = (f,1) = % et
Res(f7 ) = _g'
Sur le méme ~y, on a :
)
=N = 7T6_2
v 1+ 22 21

Or cette intégrale vaut :

R @2ic - eQiRe“’i Rei?
/ dz + / SRR
_R 1 + SU2 0 1 + R26219

Quand R — +o0, on a :

R 2ix o)
/ ¢ dx—>2/ cos x)d:c

rR1+ 22 1+ 22

et :

& a2iRet? Ret?
JA—L
0

1+ R2e2%

Re—2Rsin(0) R
RP—1 N RP-1

puisque 'intégrande est dominée par

o0 2
Donc / cos(27) dx = ze’z.
o 1+ 22 2
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Deuxieme cas :

f=1%,9(a)#0, h(a) =---= R (a) = 0 et h™(a) # 0.
On a h(z) = (2 — a)™hy(z) avec hy holomorphe. f a un pdle d’ordre m.

h a un DSE de la forme (z — a)™» ax(z — a)*.
k=0
h(a +t) a un développement limité a tout ordre en 0 de la forme :

N
hla+t) =t™> apt” + o(t™)
k=0

On a aussi un DL pour g :

N
gla+1t) = bt" +o(t")
k=0

Donc tmg(a—i’;) admet un DL en 0 qu’on écrit chtk + o(t™)
k=0

Or (z —a)™ hE ; a un DSE en a dont les coefficients coincident avec ceux
du DL :

(2 — a)m@ =Y er(z—a)f + (z - a)N“g:&k(z —a)”

ch z—a)f "+ (2 — )N G (2 — )"
k=0

On a donc Res(f) = Cm1-

Pour calculer les résidus, on fait un DL a 'ordre m — 1 de

Conclusion : tm% et le résidu est le coefficient de t™ 1.

Exemple 8.7 On veut calculer /

e dz avec 7y le demi-cercle de rayon
o VA

R et fermé par un segment réel.
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Cette intégrale vaut 2im Res(m, i). i est un pole d’ordre 2 et on a :

1 1
I+ (t+0)2)2 (&2 +2it)?
!
12(2i + 1)2
B 1
A (14 £)?
1)

1 i+(1)
T w o\

Donc Res(m,i) = -1

Donc l'intégrale vaut 7.
D’ou :
LS| T iRe" T
——d / —————df = —
I T2 ) Trmeng ' =2

On majore le deuxieme terme :

T jRe" = R
s 0] < [ a0 0
/0 (1 + R2e2i%)2 ‘ o R—12 7

Donc
+oo 1 m
— dr ==
/m 1+ra22 "~ 2
Par symétrie :

/w;d T
0o (14 a2)? T

8.6 Principe du maximum

THEOREME 8.9 Soit Q un ouvert connexe et f € H(Q).
S’il existe a € Q tel que | f(a)| = max |f(2)| alors f est constante.
z€E

Démonstration. Soit a € {2 ou f atteint son maximum.
On prend g(z) = e f(2) avec 0 tel que ¥ f(a) € RT.
On a g(a) = max|g(2)].

zE
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Soit R > 0 tel que D(a, R) C Q. On prend aussi r < R.

1 = Ic@r(a)g(a)

1
_ 1 / 9() 4,
2im Je(ar) 2 — a

1 27 g(a + re?)ire?

2i7 Jo ret?

do

Donc
B 1 2T i0
gla) = 27T/0 g(a+re?)do
27
%(/ gla+re )d0>

21 2ﬂ .
/ / (a+re'?))df

<5 [ ala) a0 = g(a)

Donc 5 T R(g(a+ 1)) — g(a) df = 0.
Donc R(g(a + re?)) = Y g(a
Done R(g(2)) = g(a) sur

Cauchy-Riemann).
Comme D(a,r) a un point d’accumulation, g est constante sur 2. |

pour tout 4, 7.
(a,

)
D(a,r). Donc g est constante sur D(a,r) (par

COROLLAIRE 8.4 Si de plus, f est continue sur Q et Q borné et f non
constante alors pour tout z € 2,

£ (2)] < max|f(2)|

z€002

Exemple 8.8 Soient f,g € H(Q) avec Q connexe tel que D(0,1) C Q.

On suppose que |f(z)| = |g(2)] si z = 1.
En effet, f et g ne s’annulent pas sur D(0,1). h = § vérifie les hypotheses
du corollaire donc si A n’est pas constante, on a :

h(2)] < max[h(z)] =1

|21=1

% vérifie les mémes hypotheses et on a donc [h(z)] > 1.
Donc on a une contradiction et h est constante sur (2.
Donc il existe A € C de module 1 tel que f = A\g sur 2.
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THEOREME 8.10 Soit Q un ouvert convexe, v un chemin fermé de Q0 et

I e HQ).
Pour tout z € C\ Im(v),

LEOE) = o | & a

2m Jy

Démonstration.

— (Premiere méthode) DSE de / A

Soit zp € 2 et r > 0 tel que D(zo, ) C Q\ Im(y). Soit z € D(z,r).
Comme z et z sont dans la méme composante connexe de C \ Im(7),

L,(2) = I(%0).

On a (1,(2))'|,=2 = 0. On écrit aussi :
f&) o [P
[yé——zdg_/a -2
On a () 7 < %

On domine donc la dérivée de lintégrande par 5| f(v(t))|[7/(t)]. Par
convergence dominée, on a donc :

N o 7)
L& = [ oo = [ ey

D’ou le résultat pour n = 1. On conclut par récurrence (I’hérédité est

dg

similaire).
— On pose :
CFO - (fE) F FRE =)+ + HFM)E - 2))
9(§) = (& — z)n—i—l
g est holomorphe sur Q \ {z} et g(z) = o +1 f*tD(2) donc continue
en z.
g est donc holomorphe sur €2. On applique le théoreme de Cauchy :
e f(z) f'(2) 1 f0()
e el N e T e TN (R 1)

1 () (€)
+H/v e

Dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles car les inté-
grandes sont des dérivées de fonctions holomorphes donc :

() (
% f(f;nﬂ = / e
CQFD [ ]

P1ERRON Théo Page 74 Tous droits réservés



8.6. PRINCIPE DU MAXIMUM

COROLLAIRE 8.5 Soit f € H(2). Soit a € Q et r > 0 tel que D(a,r) C Q.
Alors pour tout n € N,

FO @) <2 max |£(2)

"™ 26C(a,r)

Démonstration. On pose v = C(a,r). On a I,(a) = 1.

f(")(a) — E/&df

2im Jy (& — a)ntt
onl 2 fa+re®)ire® 10
2t Jo rtlgi(nt1)0

Donc on majore le module :

N n! 2 |f(a+ re? n!
) < [T g < T (7(2) .

r™ z€lm(y)

COROLLAIRE 8.6 LIOUVILLE Si f est holomorphe sur C et bornée alors f
est constante.

Démonstration. Pour tout a € C, n € N*, r >0, on a D(a,r) C C.
On a:

|
@) < M
rn
Avec r — 400, on a f™(a) = 0 donc f est constante. u

Remarque 8.7 Plus généralement, si f est holomorphe sur C, et s’il existe
p € Net A, B € RT tel que pour tout z € C, |f(2)| < A|z|P + B. Alors on
a:|f™M(0)] < Z(Alr|r + B).

Pour n > p, on fait tendre r vers +oo et on a f™(0) = 0 pour tout
n > p.

p (k)
Donc f — ZfoO)zk =0 sur D(0,7) donc partout.

COROLLAIRE 8.7 D’ALEMBERT Tout polynéme non constant a une racine
dans C.

Démonstration. Soit P un polynéme. On suppose qu’il ne s’annule pas. On
a alors f = % holomorphe sur C.
On pose n = deg(P).

2"|f(2)] = Fiz5 = lan| quand [2] = 400,
Donc | f(z )\ ;“;J — 0.
Donc f est bornée donc constante. ]
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CHAPITRE 8. THEOREME DE CAUCHY ET CONSEQUENCES

THEOREME 8.11  Soit Q un ouvert connexe et (hy), une suite de fonctions
holomorphes sur Q telles que pour tout K C €2 compact, f, cou vers f sur
K. f est holomorphe (par Morera) et pour tout k, f* cvu vers f*) sur K.

Démonstration. Soit K C ) compact.

On pose € = d(K,Q°) > 0 et K. = {z € Q,d(z,K) < £}. Clest un
compact inclus dans €.

Si z € Kalors D(z,5) C K. et ona :

1fP)(2) — fP(2)] < o &5 [ fu(2) = f(2)]
Or nax [fu(2) = f(2)] < max|fu(2) = f(z)] = 0.
D’ou 162 résultat. u

Remarque 8.8 On peut munir H(Q2) avec une topologie associée a la cvu.
o0

On écrit ) = U K, avec K, des compacts contenant un point d’accumu-
p=0
lation.

On pose dy(f,9) = max |f(2) = g(2)] et d(f,9) = s min(l (/. 9))

D
p=0 2

On a méme une métrique.

Soit A C H(QY) borné pour cette métrique et f € A.

[ est bornée sur chaque K, donc ses dérivées aussi. Par le théoréme d’As-
coli, toute suite de A va avoir une sous-suite qui cvu sur K.

Par extraction diagonale, on obtient une sous-suite qui cvu sur tous les
K, donc sur tous les compacts. Donc les fermés bornés sont compacts! (mais
pas de contradiction car on n’est pas normé).
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Chapitre 9

Généralisations

9.1 Exemple

On se place sur une couronne Q = {z, Ry < |z| < Ry}.

On prend v; un lacet qui tourne une fois dans le mauvais sens autour du
cercle intérieur et 5 dans le bon sens.

On pose ¥ = 71 + V2.

Soit f holomorphe sur la couronne.
/f(z)dz:/ f(z)dz—/ f(z)dz=0
Y 72 71

comme 7y, et y5 sont homotopes.

[O-F()

Pour tout z € 2, on pose g(§) = s qui est holomorphe.

[o@ae=0= [ Hac— s [ e

.

D’ou 2inl,(2) f(z) = /gf(_g)z d¢. Donc




CHAPITRE 9. GENERALISATIONS

De plus,

-/ f(&)i&"‘lz‘" e
- _i [ feetage

On fait pareil sur v, et on a donc un développement en série de Laurent.

Ce raisonnement marche si f est holomorphe sur © \ {0} avec 2 un
voisinage de 0.

Donc f holomorphe sur un voisinage de 0 et 0 est une singularité isolée

de f.
9.2 Intégrale sur des cycles

Définition 9.1 Soient 7y, - - ,, des chemins fermés dans 2. Le cycle v =
Y1+ -+ + 7, est défini par;

n

[1@az=3 [ )

i=1"7

Exemple 9.1 Soit K un compact a bord orienté, dont le bord est formé d’un
nombre fini de chemins fermés. On définit le cycle dont les chemins fermés
sont les morceaux du bord de K tel que l'intérieur de K soit a gauche.

THEOREME 9.1 Soit Q un ouvert conneze, f holomorphe sur Q.
Soit v un cycle de Q, z ¢ Q tel que 1,(z) = 0.

Alors /f(z) dz =0.

Remarque 9.1 Si Q est simplement connexe, § vérifie les hypothéses pré-
cédentes. Donc on a les théorémes de Cauchy dans les ouverts simplement
conneze.

COROLLAIRE 9.1 Soit Q2 un ouvert simplement connexe. Si f est holo-
morphe sur Q, il existe I holomorphe telle que F' = f.

Démonstration. Soit zg € Q.

Soit v un chemin allant de zy & z. On pose F(z) = /f(&) d¢.
gl
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9.3. EXEMPLE DE CALCULS D’INTEGRALES

La définition de F' ne dépend pas de 7.
Soit z € Q. Il existe r > 0 tel que D(z,r) C S
Soit  allant de zp & z et £ € D(z,1).

F(¢) = [H[z’g]f(n) dn donc on a :

F(z) - F( _ 1 .
et = [ fman o 5 .

COROLLAIRE 9.2 57 Q) est simplement connexe et ne contient pas 0, alors
il existe un logarithme.

9.3 Exemple de calculs d’intégrales

21

1. I = / R(sin(t),cos(t)) dt avec R une fraction rationnelle sans pdle
0

sur C'(0,1).
On pose (t) = €.
On a sin = 5 (y — %) et cos = (v + %) Donc

I =2ir>»  Res (%R <2% <7— %) ,% <7+ %)) ,a) I ()

avec A l'ensemble des pdles.

2. 1= / R(z) dz avec R une fraction rationnelle telle que |zR(x)| — 0

quand |z| — +oo0.
On a :

/T R(z)dz + /07r R(re”)ire” d0 = 2in Y Res(R, o)L, («)

-r acA

avec A 'ensemble des poles de R.

On montre que la seconde intégrale tend vers 0 et on a alors le résultat.

/ f(x)e™ dx avec f holomorphe au voisinage de tout z tel que

G~
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CHAPITRE 9. GENERALISATIONS

m glire o —€ @it T glt m gige o
0= / ire® d6 + —dz + —dx — / —iee® d6
0 e T 0

ret? T cet?

De plus :

rev

iret? T )
|5 m«ei@de|< | en@as 0
0 0

par convergence dominée.

Enfin, la deuxiéeme intégrale est majorée par Mem — .

00 eia:
Donc / —dx = im.
—oo L

© R
4. I = / (z) dz avec a €]0,1[ et R une fraction rationnelle qui tend
—c0 ITY
vers 0 & I'infini et qui n’a pas de pole sur RT.
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9.3. EXEMPLE DE CALCULS D’INTEGRALES

Soit 6 > 0 assez petit pour que R n’ait pas de pdle de partie imaginaire
strictement plus petite que 0.

L ) . — 2irY" Res <% a> I,(a)

Za
[ R(z) R(z) " R(z 4 16) " R(x —i0)
_/7 2 dz+L 2@ dz+/€ (x 4 i) de /5 (x —i0)~ de
De plus,

" R(x +1i0) " R(x)
/s (x+1id) d:c—>/3 T de
Et
/T R(:E — 25) dr — 672i7ra /T R(l’) dzr

(x —id)” T«
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