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Chapitre 1

Conditionnement

1.1 Un exemple

Soient (£2,.%#,P) un espace de probabilité et X : Q — {xy,...,2,}, YV :

Q — {y1,...,yn} deux variables aléatoires discretes.
La formule :
Z — [0,1]
— ) = PAN{Y=y;})

définit une nouvelle probabilité sur (€2, %), notée PY =Y.

Définition 1.1 L’espérance conditionnelle de X sachant que Y = y; est
I'espérance de X sous la loi PY =%,

E(X |Y =y) =D a:P(X = x|V =y;) =
i=0
Définition 1.2 L’espérance conditionnelle de X sachant Y est la variable
aléatoire :

U(w) — u; siY(w) =y,
Exemple 1.1 Q= [1,6], # = P(Q) et P uniforme.
Sionprend X =Idet Y = 1446, on a:

4 siw est pair

3  sinon

Uw) = E(X | Y)(w) = {

Notons G = o(Y'). Elle est formée des unions d’atomes G; = {Y = y;}.
U est constante sur chacun des G, donc G-mesurable.
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CHAPITRE 1. CONDITIONNEMENT

Par ailleurs,

E(Ulg;) = u;P(G;) = ixzﬂ”(X =2 | Y =y;)P(Y =y;)

i=1

rP(X =2 et Y =y;) = E(X1g,)

M=

1

Pour tout G € G, E(Ulg) = E(X1g).

-
Il

1.2 Espérance conditionnelle — Définition

Par la suite, on fixe un espace de probabilité (2, Z,P).

THEOREME 1.1 Soient G une sous-tribu de F et X € L*(Q, #,P). Il existe
une unique variable E(X | G) € LY (), G, P) qui vérifie :

VG € G, E(E(X|G)1¢) = E(X1¢)

Remarque 1.1
o (lelte derniere propriété est équivalente a : pour toute variable aléatoire
Z G-mesurable bornée, E(E(X | G)Z) = E(XZ).
e De plus, si X >0 p.s., E(X|G) >0 p.s.
o L’unicité est dans L'/
o E(X | G) est G-mesurable.

Démonstration.

I': Soient Y et Y’ deux versions de E(X | G).
Alors Y et Y’ sont G-mesurables donc G ={Y > Y’} € G.
Onaaussi E(Y1lg) =E(Y'lg), donc E((Y —Y")1y_yis9) =0et Y <Y’
p-s.
Par symétrie, Y =Y.

J: Dans le cas ou X € L*(Q, #,P).
Cet espace est un espace de Hilbert dont L?*(€2, G, P) est un sev complet.
Soit Y la projection orthogonale de X. On a :

E(Y - X)) = inf E(X-2)?

ZE€L2(Q,6.P)

YV € LQ(Q, LP)LE(X—-Y)Z)=0
La variable aléatoire Y convient.
Passage de L? & L' :

Lemme 1.1.1 De positivité
Soit U une variable aléatoire positive bornée. Alors E(U | G) > 0 p.s.
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1.3. ESPERANCE CONDITIONNELLE - PROPRIETES

Démonstration. Soit W une version de E(U | G).

1
Par I'absurde, si P(W < 0) > 0 alors 3n € N tel que P (W < ——) > 0.

—_——
G

On a alors

0 < E(Ule) = B(Wlg) < —%IP’(G) <0

Contradiction. Donc P(W > 0) = 1. n

Si X € L', il est loisible de supposer X > 0 p.s.et il existe une
suite croissante de variables aléatoires X,, bornées (donc dans L?) qui
converge vers X sans L'. Alors si on pose Y, = E(X,, | G), on a Y,
croissante positive (lemme 1.1.1)

On pose Y = limsupY,. Y est G-mesurable et par convergence mono-

n—-+00
tone, pour tout G € G, E(X,1¢) = E(Y,1¢). En passant a la limite,

Exemple 1.2 Soit (Q, . #,P) = (]0, 1], A(]0, 1]), \).
Soit f € L'(Q, Z,P) et G = o(]=L, 4], 26[[1 n]).

E(f|G) = Zlep »

avec f; = n[ifd)\.

E(f|G) est bien G-mesurable et par ailleurs,

E(flma 2) = E (Zfil}“&ﬂ#vﬂ)

. n n
i=1

= E(f1jt 1)

THEOREME 1.2 Si X est un wvariable aléatoire positive alors la formule

E(X |G) = lirf E(X An | G) définit une variable G-mesurable caractérisée
n—-+0oo

par :

VZ >0 G-mesurable, E(XZ)=E(E(X | G)Z)

1.3 Espérance conditionnelle — Propriétés

1.3.1 Premiéres propriétés

Proposition 1.1 Soit X € LY(Q, .#,P) et G une sous-tribu de .Z#.

PIERRON Théo Page 3 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. CONDITIONNEMENT

1. Si X est G-mesurable alors E(X | G) = X p.s.
2. X — E(X | G) est linéaire
3. E(E(X | ) = E(X)
1 [B(X | 0) <E(X]| ) ps.
5. 51X > X' ps, E(X |G) 2E(X' | G) ps.
Démonstration.
1. Unicité
2.51U =E(X | G) et V=E(Y | G), alors aU + BV est une version de
E(aX + Y | G).

3. Définition avec 1¢ = 1o = 1.
4 EX | G)] = [E(XT [G) —EX™ [ G)| <EXT |G +EX"[7) =
E(X]1]6).

5. Linéarité+lemme 1.1.1 ]

Remarque 1.2
o [[E(X |G, <[IX];.

o Plus clairement, 'opérateur X — E(X | G) linéaire positif de norme 1.

1.3.2 Extensions des théorémes usuels

Proposition 1.2 Soit X € L}(Q,.7,P), G une sous-tribu de .%.

1. Si (X,), est une suite positive croissante qui tend vers X p.s. alors
E(X,, | G) croit vers E(X | G) p.s.

2. Si (X,), est une suite positive, E(liminf X,, | G) < liminf E(X,, | G)
p.s.

3. Si | Xp(w)| < V(w) avec E(V) < oo et si X, converge p.s. vers X alors
E(X, | G) converge p.s. vers E(X | G).

4. Sic: R — R est convexe et E(|c(X)]|) < oo, alors E(¢(X) | G) >
c¢(E(X | G)) ps.

Démonstration.
1. Voir passage L* — L!.
2. Exo
3. Exo
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1.3. ESPERANCE CONDITIONNELLE - PROPRIETES

4. On utilise ¢(z) = sup,,cn(anz +by,). Soit n € N.
Onac¢(X)>a,X +b, donc E(¢(X) | G) = a,E(X | G) + b, p.s.
Comme on a un sup sur un ensemble dénombrable, on peut passer au
sup et on a :

E(c(X) [ G) = c(E(X | G))p-s. =
Remarque 1.3 On a ainsi, pour tout p > 1, [[E(X | G)[|, < [| X,

1.3.3 Propriétés spécifiques

Proposition 1.3 Soient X une variable aléatoire et Y une variable G-
mesurable.

E(XY | G) = YE(X | G) ps.
des lors que les espérances sont bien définie.

Démonstration. YE(X | G) est G-mesurable comme produit de deux va-
riables G-mesurables.

SiG €g,ona
E(VE(X | 9)1¢) = E(Y1GE(X | G)) = E(XY10)
Par unicité de I'espérance conditionnelle, on a le résultat. [ ]

Proposition 1.4 Soient H C G C F deux sous-tribus et X € L'(Q, F,P).
Alors
E(E(X |G)|H)=E(X |H) ps.

Démonstration. E(E(X | G) | H) est H-mesurable. Soit H € H.
EEEX | G) [ H)1n) = E(E(E(X 1y | §) | H)) = E(X1y) u

Proposition 1.5 Deux tribus G et H sont indépendantes ssi pour tout
Geg E(lg | H)=E(lg) =P(G) ps.
Remarque 1.4 X etY sont indépendantes ssi pour tout g mesurables

E(g(X) [Y) = E(g9(X)) p-s.

Démonstration.
= SiHcHetGcG. Ona

E(lely) = E(1¢)E(1y) = E(E(1e)1n)

donc E(1g) = E(1¢ | H) par unicité.
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CHAPITRE 1. CONDITIONNEMENT

<= SiHeHetGeG, ona
P(HNG)=E(lylg) =EE(1lg)ly) = P(G)P(H)

dou H L G. |

Proposition 1.6 Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans F, F,
G une sous-tribu de F. On suppose que X L G et que Y est G-mesurable.
Alors pour tout f : E x F — R mesurable,

E(/(X.Y)]6) = [ J(,Y)Px(da) = ®(Y)
Démonstration. ®(Y') est G-mesurable. Soit Z G-mesurable bornée, on a :

E(f(X,Y)Z) = [ [(z.9)?P(xyz(de, dy, d2)

- / / f(z,y)Px (dz)2Py,z(dy, dz)
= E(®(Y)2Z) u

1.4 Calcul d’espérance conditionnelle

1.4.1 Cas des variables discréetes

Soit X € LY(Q, F,P)et Y : Q@ — {y1,...,yn} une variable discréte.

E(X |Y) = E(X | o(Y))

o(Y) est engendrée par les atomes G; = {Y = y;}.
Proposition 1.7 On a

= E(Xlg,)
EX 1Y) =2 @) !

=1

Démonstration. Le membre de droite est o(Y)-mesurable. De plus, on a

E <i%lg 1(; ) = E(Xlgj) |

P1ERRON Théo Page 6 Tous droits réservés



1.4. CALCUL D’ESPERANCE CONDITIONNELLE

1.4.2 Cas des variables a densité

Proposition 1.8 Soit (X,Y) de densité p(z,y) par rapport a la mesure de
Lebesgue. Alors pour tout fonction mesurable h,

E(h(X) [ Y) = »(Y)

avec
f h(x)p(x,u) dz

ou) =4 Jrewde
0 sinon

si p(x,u)dz >0

(densité conditionnelle de X par rapport a Y').

Démonstration. o(Y) est Y-mesurable.
Soit g mesurable bornée.

E(h(@)g(y) = [ h(x)g(y)p(z,y) dady
(

= [ )y ay

= /s@(y)g(y)Q(y) dy =E(¢(Y)g(Y))

LY

~—

avec q(y) = [ple,y) dy. .
Exemple 1.3 Soit (X,Y) de densité e ¥ 1o x oy

i h($)e_ylo<x<y dz 1

Y
E(h(r) | V) = = g = 7 /0 h(z) do

1.4.3 Variables gaussiennes

Rappel : Un vecteur est dit gaussien ssi toute combinaison linéaire de ses
composantes est une variable aléatoire gaussienne.

Proposition 1.9 Soit (Xi,..., X,,Y),...,Y,,) un vecteur gaussien centré.
Alors (Xq,...,X,) L (Y3,...Y,,) ssi Cov(X;,Y;) = 0.
Proposition 1.10 Soit (X,Y7,...,Y,,) un vecteur gaussien centré. Alors

E(X | o(Yy,...,Y,)) est la projection orthogonale de X sur I’espace vectoriel
engendré par les Y;. Il existe donc \; tel que E(X | o(Y1,...,Y,)) = D \Y; =

X. De plus, pour tout h mesurable,

E(h(X) | 0(¥i,....Ya) = [ h(a)ag .(x) do

PIERRON Théo Page 7 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. CONDITIONNEMENT

oll g5 . est la densité d’une gaussienne N(X,0?) :

(0% = E((X - X)?)).
Démonstration. Si X € o(Y7,...,Y,) le résultat est trivial :
E(X |o(Y1,....Y,)) =X ps.

Sinon, soit X = Z)\in‘ la projection orthogonale sur Vect {Y7,...,Y,}.
E((X — X)Y;) = 0 donc en particulier, (X — X, V7, ... ,Y,) est un vecteur
gaussien centré et d’apres la proposition précédente, X — X est indépendant
de (Y7,---,Y,). D’ou

E(X |o(Yy,....Y,))=EX—-X|V,....V)+X=EX-X)+X =X m

Exemple 1.4 Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré. On projette sur RY
donc il existe A € R tel que :

E(X |Y)=\Y ps.
On passe a 'espérance :
E(XY) =EE(X | Y)Y) = AE(Y?)

Donc A\ = ]?E(ég)).

1.5 Notion de loi conditionnelle

1.5.1 Définitions

Définition 1.3 Soit (E, &) et (F,F) deux espaces mesurables. On appelle
probabilité de transition une application v : E x F — [0, 1] telle que pour
tout © € E, A — v(z, A) est une probabilité sur F et pour tout A € F,
x +— v(x, A) est mesurable.

Exemple 1.5 Si A est une mesure o-finie sur F et f : E X F' — R me-
surable telle que [ f(x,y)A(dy) = 1 alors v(z, A) = /f(:p,y))\(dy) est une
A

probabilité de transition.

P1ERRON Théo Page 8 Tous droits réservés



1.5. NOTION DE LOI CONDITIONNELLE

Proposition 1.11 Soit v une probabilité de transition sur (£, &), (F, F.
Si h est mesurable positive (bornée) sur (F, F) alors p(z) = /h(y)l/(:p, dy)
est mesurable.
Si A est une mesure de probabilité sur (E, £), alors u(A) = /l/(l‘, A)\(dz)
est une mesure sur (F, F).
Définition 1.4 Soient X,Y deux variables aléatoires sur (E, &) et (F,F).

On appelle loi conditionnelle de Y suivant X toute probabilité de transition
v sur E x F telle que pour tout h mesurable positive sur (£, F), on ait :

P(X) =E(h(Y) | X) = [ hiy)v(X,dy)

Remarque 1.5 D’aprées la proposition précédente, ¢ est mesurable donc le
membre de droite est bien mesurable par rapport a o(X).

Par définition, on pose alors P(Y € A | X) = v(X, A) (pour A € F.

1.5.2 Existence et unicité

Unicité : Si v et v/ sont deux lois conditionnelles de Y sachant X alors
pour tout A € F, v(X,A) = V(X,A) = P(Y € A | X) p.s.ie pour tout
Ae Fv(x,A) =V (z,A) Px-ps.

Si les mesures de probabilité sur (F, F) sont caractérisées par leurs valeurs
sur un nombre dénombrables d’ensembles (c’est le cas dans (R”, Z(R")) alors
Px-p.s.pour tout A € F, v(z, A) =/(z, A).

Existence :

THEOREME 1.3 Si (E,&) et (F,F) sont des espaces polonais (métriques,

complets, séparables) munis de leur tribu borélienne, il existe une loi condi-
tionnelle de 'Y sachant X.

1.5.3 En pratique
Cas discret
Si X est une variable discrete,

PYecA|X=2) siPX=z)>0

A) =
vz, A) {5yo(‘4) pour yq fixé dans F'

PIERRON Théo Page 9 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. CONDITIONNEMENT

Cas des variables a densité

Si (X,Y) a pour densité p(z,y) alors on note g(z) = [ p(z,y)dy et on a :

vz, A) = ﬁfAP(%y) dt  sig(z) >0
’ do(A) sinon

Exemple 1.6 p(x,y) = e Y1p<y<y. On cherche la loi de X sachant Y.

1 e Y 1
I/y,A:7/pZL‘,y dr = / 1dz) = -AAN[0,y
4 Jp(z,y)dz Ja &3] ye ¥ Jany) ) y Anio.s)
C’est donc une loi uniforme sur [0, y].
Cas gaussien
Si (Y, X1,...,X,) est un vecteur gaussen centré, on a

V((.T1,...,I‘n)7z4) :[quAimi702<u) du

ou I3 iy 02 S la loi gaussienne et Z)\Zwi le projeté orthogonal sur I'espace

Vect { X, }.

(2
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Chapitre 2

Martingales et temps d’arrét

2.1 Définitions et exemples

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité.

Définition 2.1 Une filtration de (2, F,P) est une suite croissante de sous-
tribus de F. On dit que (Q, F, (F,)n, P) est un espace de probabilité filtré.

Exemple 2.1 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires. La suite F;* =
o(Xo, ..., X,) est une filtration. On 'appelle filtration canonique associée a

(X0)n-

Si (Q,F,P) = ([0,1[, #([0,1]), A) alors la suite G, = o([5+, 5[0 €
[1,2"]) définit une filtration appellée filtration dyadique de [0, 1].
Définition 2.2 Soit (X,,), une suite de variables aléatoires et (F,), une

filtration. On dit que (X,,), est adaptée a (F,), ssi X,, est F,-mesurable.
On dit que (X,,), est prévisible ssi X,, est F,,_;-mesurable.

Dans la suite, on fixe un espace (0, F, (F,)n, P) filtré.

Définition 2.3 Soit (X,,), une suite de variables adaptée a (F,), et telle
que E(]X,|) < oc.

On dit que (X,,),, est une martingale ssi pour tout n € N, E(X,,+1 | F) =
X, p-s.

On dit que (X,,), est une sous-martingale ssi pour tout n € N, E(X,, 4 |
Fn) = X, pes.

On dit que (X,,), est une sur-martingale ssi pour tout n € N, E(X,,;; |
Fn) < X, pes.

Proposition 2.1 Si (X,,), est une martingale, on a en fait pour tout m > n,
E(X,, | F) = X, p.s.et pour tout n € N, E(X,,) = E(Xj).

Démonstration. Le cas n = m est clair, m = n + 1 découle de la définition.
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CHAPITRE 2. MARTINGALES ET TEMPS D’ARRET

Enfin, si m > n + 2,
E(X,, | Fn) = E(E(X,, | Fine1) | Fro) = E(Xoo1 | Fn) [ |

Exemple 2.2
e Soit X une valeur aléatoire telle que E(| X|) < oo et (F,,), une filtration.
Alors, X, = E(X | F,,) est une martingale dite fermée.
X, est intégrable car X l'est. (X,,), est adaptée et :

E<Xn+1 ‘ fn) :E(E<X ‘ fnJrl) ‘ fn) :E(X ‘ ]:n) =X,

A-t-on X,, —» X7
e Soit z € R", Y] iid a valeurs dans R™. On pose Xg =z et X,, = x+ZYi.

i—1
On a:
E(Xpi1 | Frn) = E(Xou+Yoi1 | Fo) = Xo+EYoi1 | Fn) = Xo+E(Ya11)

Suivant le signe de E(Yp), on a une martingale, sous-martingale ou
sur-martingale.

e Soit G un groupe, ;1 une mesure de probabilité sur G telle que [, gdp =
eg. Xn ==€gy...g, ou g; iid de loi p.

E(Xn-i-l | Fn) = E(6g1 <o+ Ont1 | Fn) =X, E(gn-i-l | ]:n) =X,
N——_—— —

=e

2.1.1 Transformées de martingales

Proposition 2.2 Soit ¢ : R — R une fonction convexe et (X,,), une suite
de variables aléatoires adaptée telles que E(|¢(X,,)| < oo.
e Si (X,,), est une martingale, alors ¢(X,,) est une sous-martingale.
e Si (X,), est une sous-martingale et ¢ croissante, alors p(X,,) est une
sous-martingale.

Démonstration. On a par Jensen E(p(X,11 | Fh)) = o(E(Xps1 | Fn)) =
©(X,) si (X,)n est une martingale. De méme, ¢(E(X, 11 | F,)) = ¢(X,). =

Proposition 2.3 Soit (X,,) une suite adaptée de variables L' et (H,),
une suite prévisible bornée. On définit (H - X)o = 0 et pour tout n > 0,
(H - X), = Hi(Xy — Xo) + Ho(Xo — X)) + ..+ Ho( Xy — Xy,

(On peut voir H comme une mise et X,, — X,,_; comme un gain.)

Alors :

e Si (X,,), est une martingale, (H - X),, aussi.
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2.2. TEMPS D’ARRET EST THEOREMES

e Si (H,), est positive, et (X,,),une sur/sous-martingale alors (H - X,,),,
est une sur/sous-martingale.

Démonstration. Comme (H,,), est bornée, (H-X), est L?. Elle est aussi bien
adaptée. On a :

E((H ) X)n—i-l - (H ) X)n | Fn) = E(Hn—i-l(Xn—i-l - Xn)) | Fn)
= Hp 1 E(Xpypo — X0 | F,) =0 n

2.2 Temps d’arrét est théoremes

2.2.1 Notion de temps d’arrét

Définition 2.4 Une variable aléatoire T & valeurs dans N est un temps

d’arrét par rapport a la filtration (F,), ssi {T = n} € F, et Too = Q\ | J{T =
neN

On note de plus Fy =0 (U Fn)

neN
Exemple 2.3

e Si N € N est fixé alors T = N est un temps d’arrét. En effet, {T" <
n} =@ sin < N et Q sinon, qui appartient bien a F,.

e Si Aec BR), T =inf{n, X, € A} est un temps d’arrét.
{I'=n}={X1¢ A,....X,.1 ¢ A X, € A} € F,. Attention, en
général, L = sup{n, X,, € A} n’est pas un temps d’arrét (méme si
(X,)n est finie).

Proposition 2.4 Si S, T, (T}) sont des temps d’arrét, alors SAT, SV T,
inf T}, sup T}, lim inf T}, et limsup T}, sont des temps d’arrét.

Démonstration. Soit n € N, {SAT < n} ={S <n}U{T < n}eF,et
{SvT <} ={S<nin{T <n}eF,.
De méme {liminf 7}, < n} = | J ({Tk < n} € F,. u

n>1k>n

Définition 2.5 Soit 7" un temps d’arrét. On définit la tribu arrétée au
temps 1" par

Fr={Aec FAN{T =n} € F,Yn}

Proposition 2.5 Si S < 7T sont deux temps d’arrét, alors Fg C Fr.
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CHAPITRE 2. MARTINGALES ET TEMPS D’ARRET

Démonstration. Soit A € Fg. AN{S =k} € Fj pour tout k.

AN{T =n} = AanJ{S =k T=n}= LnJ(Am{S =k {T=n})eF, n
k=0 k=0

Proposition 2.6 Soit (Y,,),, une suite adaptée et 7' un temps d’arrét. Alors

Y, siT=n

0 sinon

lrcoYr = {

est Fr-mesurable.
Remarque 2.1 SiT < 0o p.s. alors on peut écrire Yr(w) = Y, (w) si T(w) =n
donc Yr(w) = Yy (w).

Démonstration. Soit B € B(R), n € N.

F.a{Y,eBIn{T'=n} ={lrYre B}N{T'=n} e F, u

Remarque 2.2 SiT est un temps d’arrét et n € N alors T\ n est un temps
d’arrét est Yon, est Fra,-mesurable donc F,,-mesurable.

2.2.2 Théoréme d’arrét

THEOREME 2.1  Soit (X,,), une sur-martingale et soit T un temps d’ar-
rét. Alors la suite XT = (Xppn)n est une sur-martingale, en particulier,
E(X7an) < E(Xo) pour tout n.

Si (X,))n est une martingale alors XT aussi et B(X7p,) = E(Xy) pour
tout n.

COROLLAIRE 2.1 Si (X,,), est une (sur)martingale et si T est bornée, alors
E(X7)(<) = E(Xo).

Démonstration. SiT est bornée alors T' < N pour N € N. Donc X7 = Xpan
Pourn > 1, H, = 17>, =1 — 17.,. C’est une suite prévisible et bornée.
On a XT/\n = X() + (H . X)n
Le résultat découle donc du fait que H - X est une (sur)-martingale. =

Exemple 2.4 Marche aléatoire X, =0, X,, = ZYZ- avec Y; ~ B(%1, %)
i=1
iid. T = inf{n, X,, = 1} est un temps d’arrét fini p.s.
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2.3. THEOREME D’ARRET

2.3 Théoréme d’arrét — le retour (il n’était
pas parti longtemps)

Il est légitime de demander quand on a E(X7) = E(X)).

THEOREME 2.2 Soit (X,,), une sur-martingale (resp. martingale) et soit
T un temps d’arrét. Sous chacune des conditions suivantes (resp. sauf la
derniere), la variable X est intégrable et BE(Xr) < E(Xo) (resp. =).

(i) T est bornée
(ii) X, est bornée indépendemment den et T < oo p.s.

(iii) E(T) < oo et il existe k > 0 tel que |Xp11(w) — X, (w)| < k pour
(presque) tout n,w.

(iv) X, = 0 pour tout n et T fini p.s.

Démonstration.
(i) Déja fait
(ii) Le temps T'An est borné donc d’apres (i), E(X7a,) = E(Xp) et on utilise
la théoreme de convergence dominée. En effet, T < oo p.s., Xgpnn — X1
p.s. et | X| majoré.
ThAn—1
(111) On écrit XT/\n_XO = Z (Xi—l—l —XZ) donc |XT/\n_XO| < (T/\’I’L)k’ <
k=0
Tk.
Donc E|Trp, — Xo| < E(T)k.

(iv) X, = 0 pour tout n et T' < 0o p.s.

Par Fatou, E(lim inf X7,,) < liminf E(7T'An) = E(X,). Ainsi, E(X7) <
E(Xo) |

THEOREME 2.3  Soit X,, une martingale uniformément intégrable et T un
temps d’arrét alors Xo = E(X« | Fr). En particulier, E(Xr) = E(Xy) =
E(Xo).

De plus, si S <T est un temps d’arrét, alors Xg = E(Xr | Fs).

ICi XT = ZanT:n + XoolT:oo-
n=0
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CHAPITRE 2. MARTINGALES ET TEMPS D’ARRET

Démonstration. On vérifie que X, € L*. On a :

E(|X]) = (zp( g + | Xy Oo)

n=0

S E(Ly B (X | E)]) + E(| Xaolro0)

n=0

ZE lT n |X | |F )) +E(|X001T:OO)
= ZE |X |1T n | F, )) +E(|X001T:OO)
- E:EKLX&JlT:n4‘E(MYKJ1T:K>::E(p(x|)<:oo

n=0

On vérifie maintenant que X7 = E(X | Fr). Soit A € Fr. On a

E(XTlA) = Z E(Xn]-Aﬂ{T:n}) = Z E(Xoo]-Aﬂ{T:n}) - E(XoolA)
n=0 n=0

Ensuite, si S < T,

Xs =E(Xw | Fs) = E(E(Xs | Fr) | Fs) = E(X7 | Fy) u

Exemple 2.5 Sy =k, S, = ZXi avec X; iid ~ B(#1, %) On pose T' =

i=1
inf{n, S, = 0 ou S, = m}.

La martingale (Xran)n, est bornée donc uniformément intégrable et on a
E(Sr) = E(Sp). Or E(Sr) = k donc P(Sy =m) = £ et P(Sr =0)=1— &
On a aussi E(T') = k(m — k).

Si X; ~ B(£l,p). Z, = (%)Sn est une martingale et Z,,r est bornée
donc uniformément intégrable.

On a E(Zr) = E(Zy) d'ott P(Sp = 0) + (52)"P(Sp = m) = (S2)* et
P(Sr = 0) + P(Sy = m) = 1. On en déduit P(Sr = 0) =1 —P(Sy = m) et
(

P(Sy = m) = {2t
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Chapitre 3

Convergence de martingales

3.1 Convergence presque siire

Soit (z,), € RY, a < b € Q. On définit

(a:) 1nf{n > Sl,xn > b}
Sk+1(z) = inf{n > Ty, z, < a}
Ti1(z) = inf{n > Si,x, > b}
On définit aussi N, ([a, b], ZlTk<n et Ny ZlTk<OO =

sup{k, T}, < oo}.

Lemme 3.0.1
x converge dans R ssi pour tout a, b, Ny ([a,b],r) < oco.

Démonstration. = diverge ssi liminfz, < limsupz, ssi il existe (a,b) €
Q? tel que liminfz, < a < b < limsupz, ssi il existe a,b € Q tel que
Ny (la, b, ) = oc. u

3.1.1 Le cas positif

Proposition 3.1 Soit (X,,), une martingale positive et (a,b) € Q2.
Alors P(Nyo([a,b], X) > k) < ($)F.
En particulier, N ([a,b], X) est fini p.s.

Démonstration. On remarque que {Nu([a,b], X) > k} = {T} < co}.
Ensuite, comme {S; < oo} C {Tk—l < oo} donc il suffit de montrer que

P(Tk < OO) (Sk < OO)

b
17



CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

T, An et S, An sont des temps d’arrét bornés donc par le théoréme d’arrét,
E(X1,n) = E(Xg,nn) = E(Xp). Ainsi,

E<XTk 1Tk<n> + E<Xn1Tk>n> = E<X5k15k<n> + E<ansk>n>
D’ou
UP(T) < n) < E(Xp 1<) + E(Xnls <n<n,) = E(X5, 15,<n) < aP(Sp < n)

D’ou le résultat.

En particulier, Y "P(T}, < n) < co donc par Borel-Cantelli,
k=1

P(T} < oo infiniment souvent) = 0
donc X ne traverse plus [a, b] & partir d'un certain rang. [ |

COROLLAIRE 3.1 Soit (X,,), une martingale positive. Alors X converge p.s.
vers une variable X, intégrable.

Démonstration. La convergence découle de la proposition et du lemme pré-
cédents. On a
E(Xw) <liminf E(X,,) = E(Xj) < o0 [ |

Exemple 3.1
e Soit S, =Y _X; avec X; ~ B(£1,p) iid. ¥, = (%)S" est une martin-
gale positive donc Y,, converge p.s.

o X, = HXZ- avec Y; > 0 > 0, E(Y;) = 1. X, converge p.s.
i=1
e Urne de Polya : X, = ns—& est la proportion de boules rouges est une
martingale positive.

3.1.2 Cas borné dans L'

Lemme 3.0.2 des montées de Doob
Soit (X,,), une sous-martingale et a < b € Q. Pour tout n > 0, on a

(b— a)E(Nn([a,b], X)) < E((Xy —a)" = (Xo = a)")

Démonstration. Posons Y, = (X,—a)". C’est 'image de X,, par Papplication
convexe = — (x —a)™ donc c¢’est une sous-martingale.

P1ERRON Théo Page 18 Tous droits réservés



3.1. CONVERGENCE PRESQUE SURE

[e.9]

Posons H,, = Zlgk<n<Tk. C’est une suite prévisible car {Sy, < n < Ty} =
k=1
{Se <n—1}\{Tx <n—-1}.0Ona

Nn

(H : Y)n = Z(YTk - Ysk) + 1SNn+1<n(Yn - YSNn+1)
k=1

>0

puisque sur {Sx, 41 <n}ona Yy, . =0doncY, >0.On a donc

Ny

(HY), 2 3 (Yr, — Vs,) < Na(b - a)

i=1

En particulier, E((HY),) = (b — a)E(N,).
La suite K,, = 1—H,, est prévisible bornée et E((KY),,) > E((KY),) # 0.
Finalement

(b — a)E(N,) < E((HY),) <E((H + K)Y) = E(Y, — Yp)
ie (b— a)E(N,) < E(Y, — Yp). n

Remarque 3.1 Si (X,,) est une sur-martingale, on a un résultat similaire.

THEOREME 3.1 Soit (X,,), une sous-martingale telle que sup,, E((X,)") <
oo ie (X,)n est bornée dans L. Alors (X,) converge p.s. vers une variable
X €LY

Démonstration. Soit a < b € Q.

(b=a)E(Ny([a, 8], X)) < E(Xn—a)") < la| +E((Xn)") < la| +sup E((Xn)")

Quand n — 400, on trouve (b — a)E(Ny([a,b], X)) < oco. En particulier,
Nu(la,b], X) est fini p.s.

On peut permuter p.s. et Va,b donc p.s., Va < b, Nyo([a,b], X) < oo ie
X, converge p.s.

De plus, par Fatou, E(|X«|) < liminf E(|X,|) <sup, E(|X,]) <oco. =

Remarque 3.2 On a utilisé que sup, E(X,;) < oo ssi sup, E(|X,|) < oo.
Montrons-le : on a

E(Xo) < E(X,) = E(X,) - E(X,,)
Donec E(X,)) < E(X,[) —E(X,) et

n

sup E(X,,) < sup E(X)) — E(Xo)
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CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

COROLLAIRE 3.2 Si X est une sur-martingale positive, alors elle converge
p.s. et sa limite est L'. De plus, E(Xo | F},) < X, p.s.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme précédente a —X,,. [ ]

Exemple 3.2 S, = ZXZ- avec X; ~ B(+1, %) iid avec Sy = 1.

=1
Soit T' = inf{n, S, = 0}. La suite (S7r,)n est une martingale positive qui
converge donc p.s. vers Se.
Sur {T" = oo}, on a |Spam+1) — Stan| = [Snt1 — Sn| = 1 done P(T =
00) = 0 car (S7an)n converge.
On vérifie Soo = 0 et 0 = E(S7) # E(Sy) = 1 donc, en particulier, Sty
ne converge pas dans L.

3.2 Convergence dans L'

3.2.1 Martingales fermées

THEOREME 3.2 Soit (X,,), une martingale. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) X converge p.s. dans L' vers X, € L!
(ii) il existe Z € L' tel que X,, =E(Z | F},)
Si c’est le cas, on peut prendre Z = X, et on dit que la martingale est fermée.

Démonstration.

(i) = (ii) On sait que pour tout m > n, E(X,, | F,,) = X,, p.s.

Par ailleurs, Y + E(Y | F,) est une contraction de L' donc quand
m — +oo, on a E(X, | F,) = X, p-s.

(i) = (i) S’il existe Z € L' tel que X,, = E(Z | F,) alors (X,,), est
bornée dans L' puisque supE(|X,|) < E(|Z|). D’apres le cours, X,
converge p.s. vers X, € L.

Si Z est bornée, la convergence L' découle du théoréme de convergence
dominée.

Sinon, soit € > 0 et M assez grand pour que E(|Z — Z1jz<um|) < e.
Pour n € N,

E(|Xn —E(ZLiz1<m | F)]) = E(|E(Z — Z11z1<0 | F2)I)
SE(Z - Zlz1<mul) <€

D’apres le cas borné, E(Z1jz< | F},) converge dans L' donc pour tout
m,n assez grands,

E(E(Z1z1<am | o) —E(Z11z1<00 | Fo)]) <€
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3.2. CONVERGENCE DANS L!

En conbinant ces deux résultats, on trouve pour tout m, n assez grands,
E(|X,, — X,|) < 3¢, donc (X,,) est de Cauchy dans L'. u
COROLLAIRE 3.3 Soit Z € L' et X,, = E(Z | F,). Alots (X,,),, converge

p.s. et dans L'. De plus, Xoo =E(Z | Fy) ot Fyo = 0 (U E,|.
n=0

Démonstration. X, est F,-mesurable. En effet, pour tout n, X, est F.-
mesurable donc X, aussi.

Si A e F,, E(Z1,) = E(X,14) = E(X,14). Par classe monotone, on
déduit que pour tout A € Fi, E(Z14) = E(Xoo1l4). ]

Exemple 3.3 On se place dans ([0,1],2((0,1]),)), G, = o([%5, 5= [.1 €

[1,27]).
Si f € L' alors

Fo =BG Go) = 53 [T flis

ont~ [in /TG gnl
qui converge p.s. et dans L' (étagée) vers
fo =E(f | Fo) =E(f | 2([0,1])) = f
car f € L.

Comment montrer qu'une martingale est fermée ?

3.2.2 Uniforme intégrabilité

Définition 3.1 Une famille (X;); de variables aléatoires L' est dite unifor-
mément intégrable ssi sup E(|.X;|1jx,>n) = 0 quand N — +o0.
iel

Remarque 3.3 Si (X;); est uniformément intégrable, alors (X;); est bornée
dans L'. En effet, il suffit de prendre N assez grand pour que le sup soit
inférieur a 1 et on a alors sup E(|X;|) < N.

Exemple 3.4
e Si X € L', {X} est uniformément intégrable.
e Si Xj,..., X, € L"alors (Xy,...,X,) est uniformément intégrable.
e Les variables dominées par Z € L! ie {X, |X| < Z p.s.} sont uniformé-
ment intégrables.
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CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

e Une famille bornée dans LP avec p > 1 est uniformément intégrable.
En effet,

| Xil
E(|X;[1x, =E
(‘ | \Xz\>N> <|Xz‘p

< N'"Psup E(|X;|P)

|Xi\p1x¢>w) < N'TE(X,])

Plus concretement,

Proposition 3.2 Soit (X;); une famille bornée dans L'. X est uniformément
intégrable ssi

Ve > 0,30 > 0,(A € F et P(A) < ) = (E(|Xi|14) < £Vi € I)

Démonstration.
= Soit € > 0, et N assez grand pour que sup E(|.X;|1x,>n) <

Si on pose § = 55, on a, si P(A) <6 :

£
5

€
E(1Xi[14) = E(|XilLangxi>n) + E(XiLangxicny) < 5+ NP(4) <e

< Par l'inégalité de Markov, P(|.X;| > N) < ]E(‘Ji,(”) < SUPE]\()X”).
Soit € > 0 et § associé. Si N est assez grand pour que % <0
alors pour tout 7, E(|X;|1x,>n) < € (prendre A = {|X;| > N}). Donc

X est uniformément intégrable. [ ]

COROLLAIRE 3.4 Soient X € LY (), F,P), et I l’ensemble des sous-tribus
de F, Xe = E(X | G).
Alors (X¢g)ger est uniformément intégrable.

Démonstration. On va utiliser la caractérisation précédente.

Soit € > 0, comme X est uniformément intégrable, il existe § > 0 tel que
pour tout A € F' de probabilité au plus d, on ait E(|X|14) < €. Par Markov,
on a P([E(X | G)| > N) < B0,

Soit N assez grand pour que EGNXD <9.0n a

E(IE(X | &)L pxie=~) < EE(X] | G)lrxie)=~)
E(|X[1exa)s>n) <€

en prenant A = {|E(X | G)| > N}.
Cette majoration est indépendante de G' donc on peut passer au sup et
on a le résultat. ]
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THEOREME 3.3 Soit (X,,),, une suite de variables qui converge en probabilité
vers Xoo. (Xpn)n est uniformément intégrable ssi elle converge dans L' vers
Xoo

Remarque 3.4 C’est mieuzr que le théoréeme de convergence dominée car on
a une équivalence.

Démonstration.
< Si (X,,), converge dans L' alors X est bornée dans L! et si ¢ > 0, il
existe NV assez grand de sorte que pour tout n > N, E(|X,, — Xy|) < 5.
La famille (Xo, ..., Xy) est uniformément intégrable donc il existe § >
0 tel que pour tout i € [0, N], E(|X;|14) < § si P(A) < 6.
On a alors pour tout n > N,

E(1Xalla) = E(| Xy — Xn[14) + E([Xn[14) <€

= Si X est uniformément intégrable, alors (X, — X, )m . 'est aussi. Soit
e > 0. Pour N assez grand, E(|X,, — X, |1 x,,—x,>~) < €.

E(|Xm — Xal)) = E(|Xm — Xu[1jx,,—x.|<e)
+E(| X — Xalle<ix,—x.1<n)
+E(|Xm — Xal1jx,,—x,[>n)
<e+ NP(| Xy — Xn| 2 €) +¢
Or
P(| X — Xu| =€) <P<|Xm—Xoo| < g) +IP’<|Xn—Xoo| > g) —0

Donc limsup E(| X, — X,,|) < 2¢ donc X est de Cauchy donc converge
dans L. ]

THEOREME 3.4 Soit (X,,), une martingale. Il y a équivalence entre
(i) X converge p.s. et dans L' vers une limite L

(ii) X est fermée

(iii) X est uniformément intégrable

3.3 Convergence L? avec p > 1

3.3.1 Inégalités maximales et convergence L”

Lemme 3.4.1
Soit (X,), une sous-martingale et S < T des temps d’arrét bornés. Alors
E(Xs) < E(X7).
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CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

Remarque 3.5 On a déja vu le cas S = 0.

Démonstration. On pose H, = lgcn<r = ls<cn1 — lr<n—1 € Fr1.
Si N est tel que S<T < N,ona

(HX)y = X7 — X5 et E(HX)y) = E((HX)o) = 0 n

THEOREME 3.5 INEGALITE MAXIMALE DE DoOOB Soit X,, une
sous-martingale. Pour tout a > 0, on a :

aP(kSFp]}Xk > a) < E(ansupke[[o,n]] Xiza) < E(| X))
€[0,n

Démonstration. Soit T' = inf{n, X,, > a}. On pose A = {sup X} > a} =

k<n
{T < n}.
D’apres le lemme précédent, comme n et T' A n sont bornées, E(X7p,) <
E(X,). On a

XT/\n = XT]-T<n + Xn1T>n > a]-A + Xn]-AC

Donc E(X,,) = E(Xrp,) = aP(A) + E(X,14¢) id E(X,(1 —14,)) = alP(A).
D’ou alP(sup Xj > a) < E(X, 1sup x,>a)- u

THEOREME 3.6 INEGALITE MAXIMALE LP Soit p > 1 et X, une sous-

matingale positive. On pose X, = sup Xg. Alors pour tout n > 1,
kelo,n

P
B < (52;) B
p—1
En particulier, si 'Y, est une martingale et Y* = sup |Yy| alors
ke[o,n]

P
() < (25) B
p—1
Démonstration.
e Le second point est une conséquence du premier (X, = |Y;,|)
e On peut supposer que pour tout n, E(X?) < oo, sinon on se retrouve
avec 00 < 00
e Par Jensen, E(X}) = E(E(X,, | Fx)?) < E(E(X? | F},)) = E(X?) pour
k< net B(XP) < co.
e D’apres 'inégalité maximale précédente, si a > 0,
aP(X, > a) <EX, 1+ _)

Xn>a

Donc a?~'P(X,, > a) < a??E(X,15 _ ). On integre en a de 0 & oo.
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3.3. CONVERGENCE LY AVEC P > 1

e Le premier bout donne

[T B (X 2 apda=E ([T g, do)

e Et le deuxieme :
1

o — 1 1 —~ p—1
PE(X, 1+ da = —E(X, X! 1) < —E(XP)rE(XP) 7
@R g L) da = ST E(GRE) < T E(X)E(RY)

En combinant les trois points précédents, on obtient le résultat. [ ]

THEOREME 3.7 CONVERGENCE L Soit (X,,), une martingale. Supposons
qu’il existe p > 1 tel que sup,, E(|X,|P) < co. Alors X,, converge p.s. et dans
LP vers Xo, € LP avec E(|X«|P) = sup,, E(| X, |P) et

B < (27) B

p—1

Démonstration. Si (X,), est bornée dans L alors elle est bornée dans L'
donc on a la convergence p.s. vers X, € L.
D’apres l'inégalité maximale L”, on a

B < (27) B0 < (S2) swBap) <o

En passant a la limite, on a E((X2)?) < oc.
Pour tout n, | X,| < X% et |X,|P < |X%L[P € L' donc par convergence
dominée,
E(|X|”) S E(IXZIP)

et on a la convergence dans LP. Comme |X,|P est une sous-martingale, la
suite E(] X,,|P) est croissante et on a :

E(|Xl?) = lim E(]X7]) = sup E(] X, ") m

n—-+o0o

3.3.2 Cas des martingale de carré intégrable

Soit (M,,) une martingale de carré intégrable ie E(M?) < oo pour tout n.
On sait que si n > m, M,, = E(M, | F,,) et M, — M,, L L*(F},,).
Ainsi, si k <1< m < n, (M, — M,,, M; — M) = 0.
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CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

On a M,, = M, + Z<Mk — Mj._1) qui est une décomposition en termes
k=1
orthogonaux. Donc (Pythagore) :

E(M?) = E(MZ) + kiE«Mk My )?)

THEOREME 3.8 Soit (M,), une martingale L. Alors (M,) est bornée dans

L? ssi Y E((My, — My_1)?) < co. Auguel cas, (M,) converge p.s. et dans L*
k=1
vers M., € L?.

Démonstration. C’est la formule d’avant. La suite, c¢’est le cours d’avant. m

3.3.3 Décomposition de Doob(-Meyer)

THEOREME 3.9 Soit (X,,) une suite de variables adaptée et L*. Alors X,
admet la décomposition X,, = Xo+ M, + A,, ou M, est une martingale nulle
en zéro et A, est une suite prévisible nulle en zéro. N

Cette décomposition est unique au sens o si X,, = Xo + M, + ﬁn, alors
P(M, = M,, A, = A,,¥n) = 1.

La suite (X,,), est une sous-martingale ssi (Ay), est croissante, au sens
ou P(A, < A,11Vn) = 1.

Démonstration. Si (X,,) admet une telle décomposition, on a E(X,, — X,,_1 |
anl) = An - An,1 ie on a An = ZE(Xk - Xk,1 ‘ Fk%l)-

k=1
En définissant A,, par la formule précédente et M, = X,, — Xy — A,, on
trouve bien que A, est prévisible et M,, est une martingale nulles toutes deux
en 0. -

Définition 3.2 Soit M,, une martingale L? nulle en 0 pour simplifier. Alors
(M?) est une sous-martingale, qui admet donc une décomposition de Doob :
M? = A, + N,, avec A prévisible croissante et N une martingale.

La suite A est appelée compensateur de M. On la note souvent (M,),.

Proposition 3.3 Comme E(M?) = E((M),), M, est bornée dans L? ssi
E((M)s) < 00 ot (M)o = lim(M),, (limite croissante).

THEOREME 3.10 Soit M, une martingale L*.
o lim M,(w) existe dés lors que (M) (w) < 00

n—-+00
e Supposons que les accroissements de M, sont bornés, c’est-a-dire que

| M, (w) — M,,_1(w)| < K pour (presque) tout n et w. Alors (M) exists

deés lors que lim M, (w) eziste.
n—+oo
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Démonstration.
e A, = (M), est prévisible donc pour tout k > 0, S, = inf{n, 4,1 > k}
est un temps d’arrét. De plus, A% = Ag, r, est prévisible. En effet, si
B e #(R),

n—1
{Ag,an € B} = U{Sk =retA. € BfU{A, € Bet (S, <n-—1)%}

r=0

eky

€Fn_1

Comme (M?)% — A% = (M? — A)® est une martingale, on a A% =
(M®%). Par ailleurs, A% est borné par k donc (MS+) < k et M5+ est
bornée dans L? donc converge p.s. et dans L2.

En outre, {As = oo} = | J{Sk = +00} donc si w € {A, = oo}, on a
k

Si(w) = 400 pour un certain k et M) = M, (w).

e On raisonne par l'absurde : si P(A,, = oo et sup,, |M,| < co) > 0.
Alors il existe ¢ > 0 tel que P(Ay, = o0 et T'(c) = 00) > 0 ou T(c) =
inf{n, |M,| > c¢}. Le temps T'(c) est un temps d’arrét. Par le théoreme
d’arrét (appliqué & N = M? — A en 7 = T(c) A n), E(M%(x)/\n) =
E(AT(C)/\n)~
Par ailleurs, M7, < ¢+ K. L'égalité précédente donne E(T'(c) An) <
¢ + L pour tout n et avec n — +oo, E(Apr)) < ¢+ K. Ceci est
incompatible avec P(Ap) = +00) > 0. On conclut donc que P(A,, =
o0) et sup,, | M,| < o0) =0. n

3.3.4 Théoréme classiques pour les martingales

Lemme 3.10.1 Césaro
Soit b,, une suite croissante de réels positifs qui tend vers +o0 et v, une suite
réelle convergeant vers v,,. Alors

Lemme 3.10.2 Kronecker
Soit b, une suite croissante positive qui diverge vers 400 et x, une suite
réelle. Alorssi S, =1+ ...+ x,, on a

n

S
Zﬁ cv > — —=0
=1 bk bn
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CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE MARTINGALES

n

Ty,
Démonstration. On pose u, = Zb— et on suppose u, — Us € R. On
k

remarque que U, — U, = 3 et
n

Sn =" bp(uk — up—1) = by — Y up(by — by_1)
=1 k=1

n
Doncﬁ:un—bi k(bk — bk—1) = Uso — U = 0 par Césaro. [

THEOREME 3.11  Soit (Mn)n ine martingale de carré intégrable nulle en

zéro. Alors sur l'ensemble {(M),, = 00} on a d%n — 0 p.s.

Démonstration. Soit A = (M) le compensateur de M. La suite H,, = (1 +
Ayt est previsible et bornée par 1.

W, = Z = (HM),, est une martingale et
(Mn - Mn—1)2
- 1 =E F,.
<W>n <W>n 1 ( 1+ A, | n 1)

1

=154 B, - My _1)?| Fooa)
1

= B0 M| B

_An_Anfl < Anfl An
144, T 1+4+A4,, 1+4+A4,

En sommant, on trouve (W),, <1 p.s. Donc W, converge p.s. et dans L2

Par Kronecker, on a - A — 0 donc JX” aussi. [ ]

THEOREME 3.12 ADMIS Sous les mémes hypothéses sur {{M)., = oo}, on

a — N(0,1).

.
3.4 Martingales rétrogrades

Définition 3.3 Une filtration rétrograde est une famille (F;,) indexée par les
entiers négatifs de sous-tribus de F' et telle que pour tout n < m, F,, C F,,.
On notera F_,, = (| F,.

n<0

Définition 3.4 Une suite (X,),c_n de variables adaptées intégrables est
une martingale (resp. sous/sur) ssi pour tout n < m, E(X,, | F,) = X,
(resp. =, <).
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3.4. MARTINGALES RETROGRADES

THEOREME 3.13  Soit (X,,)ne_n une sur-martingale rétrograde bornée dans
L' telle que sup,, E(| X,|) < .

Alors X,, est uniformément intégrable et converge p.s. et L' en —oo vers
Xoo tel que E(X, | Fooo) < Xoo-

COROLLAIRE 3.5 Soit (X,)ne_n une martingale rétrograde. Alors (X, ),
converge p.s. et dans L' vers une variable X .

Démonstration. X,, = E(Xy | F,) pour tout n < 0. De plus, on applique le
théoreme, puisqu’on a sup E(|X,|) < E(|Xo|). [
COROLLAIRE 3.6 Soit Z € L' et (G,,) une suite décroissante de tribus. On
pose Gog = [\ Gn. Alors E(Z | G,) = E(Z | Gso) p.s. et dans L.

n=0

Démonstration. Pour n € N, onpose X_,, = E(Z | G,) et F,, = G,,. Alors X,
est une martingale rétrograde pour F;, et le théoreme précédent conclut. m

Exemple 3.5 On peut redémontrer la loi des grands nombres.

E(X; | Sp) est S,-mesurable donc il existe g mesurable telle que E(X |
Sn) = g(Sn). Comme les lois L(Xy,S,) et L(X,S,) sont égales pour k €
[1,n] donc pour tout h mesurable bornée,

E(X, h(S5n)) = E(X3h(Sn)) = E(g(Sn)h(Sn))

donc E(Xy | Sp) = g(Sn).
En sommant S, = > E(X; | S,) = ng(S,) ie E(X; | S,) = g(S,) = 2=

k=1 "
Par ailleurs, E(X; | S,,) = E(X1 | Sn, Xnt1,...) car les X; sont iid.
On pose G,, = 0(Sy, Xni1,--.) = 0(Sn, Sni1,--.). Clest une suite décrois-

sante de tribus et goo = ()0 (Sn, Snt1, - - ) est triviale (loi 0-1 de Kolmogorov)

Donc
Sy,

n

=E(X1 [ Gn) = E(Xy | Go) = E(X4)

dans L! et p.s.
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Chapitre 4

Application des martingales

4.1 Galton-Watson

Zn [e'¢)
Lps1 = ZXnH,k et Zo =1 avec (X, ), iid de loi Zpkék.
k=1 k=0
Sim =E(X;,), E(Z,) =m™ D’ou trois cas :
o m<1:E(Z)—0
em>1:E(Z,) =+
em=1:E(Z,) =1
On considere T' = inf{n, Z,, = 0}. P(T' < o00) est le plus petit point fixe
de g dans ]0, 1.

1+ 1+

0 : ~ 0 1
0 1 0 1

Y, = % est une martingale positive dpnc converge p.s. vers X .

Autrement dit, Z, ~ m"Y, sur {w,T(w) = oo}. Précisons dans le cas
critique. On va montrer que

e nP(Z, >0) — %

o E(% | Z,>0) = %

° % | Z,, > 0 converge en loi vers une exponentielle 0—22

Démonstration.
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CHAPITRE 4. APPLICATION DES MARTINGALES

e Soit g = Zpksk. Par Taylor a l'ordre 2 en 1, on a
k=0

9(s) = s+ S (1= )" +o((1 = 5)?)

On a alors

1 1 Z1-9)?+o((1-s)?)

L—g(s) 1-s  (1—g(s))1->s)

_ 5 +o(1) _ P
C1-Z(1—s)+ol—s) 2 oll)

Par ailleurs, g, = go ... o g tend uniformément vers 1 en oo sur [0, 1].

1 ( 1 1 )_ 13 1 L
n\l—gy(s) 1-—s nkzll—gk(s) 1—gr_1(s) 2

OnaP(Z, >0) =1-g,00) et +(—=5 —1) = "2—2 Donc nP(Z,, >

1fgn(0)
0) = 3.
o B(Z | 20> 0) = 522l Or Zlz,00 = Zy done
z, E(Z,) E(Z) o’
E(—|Z,>0) = = - 5
( n | ) nP(Z, >0) nP(Z,>0) 2

e On a aussi

_tZn

E(e len>0)
P(Z, > 0)
_ E(et%nn) — E(e t 14, o) _ gn(e™7) = ga(0)
P(Z, > 0) 1 — g,(0)

E(e™"% | Z, > 0) =

et ) )

n(l —g,(0) \n \1—-g,(S,) 1-2S5, n(l —25,)

%1_a_2<a_2+1>‘1:; .
2 \2 ¢ 14 2t

On va s’occuper maintenant du cas sur-critique (m > 1 et 6 < c0). On
montre que Y,, — Y p.s. et L2
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4.2. WRIGHT-FISHER

Y,, est donc bornée dans L? donc converge p.s. et L? vers Y. On a aussi
E(Y,) — 1 et E(Y,?) — E(Y2).
Notons puc(s) = E(=) et n(s) = E(e%).

y1(ms) = E(e ™) = g(p(s))

Donc poo(ms) = g(¢eo(s)).

4.2 Wright-Fisher

XN~ B(N, 32y, XV =k avec 0 < k < N.

SiY ~ B(n,p) alors E(Y)=np. Ona E(X), | F,) = X}Y.

(X)) est adaptée est intégrable donc X2 est une martingale bornée qui
converge p.s. et dans L? vers XY € {0, N'}.

On a E(XY) =E(XY) =k donc P(XY = N) = £,

4.3 Inégalité d’Azuma

Proposition 4.1 Soit 0 = X, X1,...,X,, une martmgale telle que | X; —
Xi1] < ¢ Alors P(X,, > \) <e ;02 avec o —Zc

i=1
En particulier, si ¢; = 1, on a P(X,,, > A\/m) < e 2.
w2
Démonstration. SiY € [—1,1] et E(Y) = 0, E(e") < ch(u) < eT puisque
h(z) := zsh(u) + ch(u) > e** pour x € [—1,1].

E<euXm> _ E(e" Z(Xiin,1)> _ E<eu(meXm_1)euXm_1)

w2

= E(B(c*Xm=Xm-1) | fr_)e"¥m-1) < F(eT e"¥m-1) L ™

%

Donc
P(X, > \) = P(e"*™ > ") < E(e™m)e™ L e 2m n

THEOREME 4.1 Soit f : &,, — R I-lipschitzienne (pour la distance donnée
par d(m, p) = Caxd{i, 7(3) £ p(i)}).

Soit m une permutation aléatoire de loi uniforme sur &,,.

2

P(f(r) —E(f) > ) < e 5

Exemple 4.1
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e Avec f la fonction nombre d’inversions, on a E(f) = —n(njl) ~

ns
T
Le théoreme affirme alors que f est concentrée dans un intervalle de
3
largeur O(n2) autour de E(f).

n

ZEZ'UZ‘

i=1

e Soit K un Banach, vy,...,v, € E unitaires et X = avec €; ~

B(+1, 3) iid.
Alors P(X — E(X) > \/n) < e > .
e Soit F = [1,n] et g une fonction de £ — E. On pose

L(g) = Card{y, g(z) = y n’a pas de solution }
Si g est choisie uniformément, alors E(L(g)) = n(1 —+)" ~ 2 et

_\2

P(L(g) — g > VA +1) <e2
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Chapitre 5

Chaines de Markov

5.1 Probabilités de transition et matrices sto-
chastiques

Définition 5.1 Soit (F,E), (F,F) deux espaces mesurables. On appelle
probabilité de transition tout application v : E x F — [0, 1] tel que pour
tout = € E, v(x,-) est une probabilité sur F et pour tout A € F, v(-, A) est
mesurable.

Par la suite on prend F = F et £ = F et on suppose que E est au plus
dénombrable.

Définition 5.2 On appelle matrice stochastique une famille de nombres

(Q(z,y))wyer tel que Q(z,y) € [0, 1] et pour tout =, ZQ(JZ, y) = 1.
yeE

Remarque 5.1 Les notions de probabilité de transition et de matrice stochas-
tique sont équivalentes :

e Siq est donné, v(z, A) = > Q(z,y) est une probabilité de transition.
yeA
o Siv est donnée, Q(x,y) = v(x,{y}) est une matrice stochastique.

Définition 5.3 FEtant donnée @ une matrice stochastique, on définit @,
par Qo(fcay) = 1m=y7 Ql(xu y) = Q(ﬂf, y) et

Qn-l—l(xv y) = ZQn(xv Z)Q(Za y)

zeE

Si f: E— R, onnote Qf la fonction z — Y_Q(z,y)f(y).

yekE

Remarque 5.2 Si E est fini, il est loisible de supposer (aussi nommé wlog*)

1. without loss of generality
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CHAPITRE 5. CHAINES DE MARKOV

E = [1,n]. (Q(z,y))sy est une matrice. La suite @, est (Q"), et si [ =
(f(1),....f(n), alors Qf =Q x f.

Définition 5.4 Soient () une matice stochastique sur F et X,, une suite
de variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que X,, est une chaine de

Markov ssi L(X,11 | Xo...X,) est Q(X,,, ). C'est-a-dire que
P(Xn+1 = l‘n+1 | XO = 0, e ,Xn = l‘n) = Q(l‘n, ZL‘n+1)

des que P(Xy = zg,..., X,, = x,) > 0.

Remarque 5.3 La définition est celle d’une chaine de Markov homogene car
Q) ne dépend pas de n.

5.1.1 Premieres propriétés

Proposition 5.1 Une suite de variables aléatoires a valeurs dans E est une
chaine de Markov ssi pour tout n, xg,...,x, € F,

]P(XO =29y ,Xn = l‘n) = ]P(XO = l‘o)Q(l‘o, IL’l) P Q(l‘n_l, ZL’n)
De plus, si P(Xy = zg) > 0; alors P(X,, = z,, | Xo = 20) = Qn(z0,xn).

Démonstration.
= Par récurrence :
P(XO = To,- .- 7Xn+1 = .Tn+1)
= P(XnJrl = xn+1‘X0 = To,--- 7Xn = l‘n)P(XO = To,- .- 7Xn = .’L‘n)
= Q(zpn, Tpni1)P(Xo = xo, ..., Xp = Tp)

< On réutilise la formule précédente et on a

P(Xo = zo) [[Q(zi, zi41)
=1 = ]P)(Xn-i—l = Tn+1 | XO = To, - - - 7Xn = "L‘n)

n—1

P(Xo = o) 1:[@(% Tit1)

Comme Q,(zg, z,) = Z Q(zo, 1) ... Q(zp_1,2,), 0n a

]P)(XQ = Xy, Xn = l‘n)
P(XO = SL’Q)
i Z P(XOZZL'Q,...,Xn:l‘n) -
. P(Xo = o)

P(Xn = Tn ‘ XO :.To) =
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5.1. PROBABILITES DE TRANSITION ET MATRICES

Proposition 5.2 Soit X,, une chaine de Markov a valeurs dans E.
e Pourtout n >0et f: F — R,

E(f(Xnt1) [ Xo... Xn) = B(f (Xnia) | Xn) = QF(Xa)

Pour tout iy,...,i € [0,n — 1]

E(f(Xn-i-l) | Xil .- Xlkv ) Qf( )

e Pour tout n >0, y1,...,y, € E,

P(Xo 41 =Yty Xntp = Yp | Xo=20,...,Xn = )
= Q(7n, y1)Q(W132) - - - Q(Yp—1, Yp)

Démonstration.
e On sait que L(X,41 | Xo... X)) = Q(X,, ).

E(f(Xns1) | Xo-- . Xn) = D [()Q(Xn,y) = QF(Xn)

yekr
E(f(Xn-l—l) | Xi1 .- XlkXN)
= EE(f(Xns1) | Xo-. Xn) | Xy o X3, Xp)
CEQF(Xa) | Xiy - Xy X) = QF(X,)

e On fait comme avant et tout se simplifie. [ ]

Proposition 5.3 Soit X une variable aléatoire dans E de loi pg. Soit U,
une suite de variables aléatoires iid a valeurs dans un espace (F, F) indépen-
dantes de Xy. Supposons que X,, est définie par récurrence

Xn+1 = f(Xnv Un+1)

ou f: E x F'— R est mesurable.
Alors X, est une chalne de Markov de matrice associée

Q(x,y) = Pu(f(z,U) = y)
ou p est la loi commune des Us;.

Démonstration. On a
]P<Xn+1 = Tn+1 | Xo=mxg,...,Xp = an)
]P( (Xn7 Un+1) = Tnp+1 | Xo=1mxg,...,Xp = l’n)
]P)( (fEn, n+1) = Tn+1 | XO = X0, - 7Xn = xn)
(f

]P (xn7 n+1) - anrl) - Q(xnu anrl) n
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CHAPITRE 5. CHAINES DE MARKOV

5.1.2 Exemples

1. Soit X, une suite de variables iid de loi p. C’est une chaine de Markov
de transition Q(z,y) = u(y).

2. Soit Y, une suite de variables iid de loi . On pose Xy = 0 et X,, = ZYi'
i=1

X, est une chaine de Markov de matrice de transition Q(z,y) = u(y —
x). En effet, X,,11 = f(X,, Yoq1) avec f @ (z,y) = & 4+ y. On a alors

Qr,y) =P(f(z,Yor1) =y) =P(x + Yo =y) = uly — s)

3. On prend un graphe G = (5, A) dénombrable. On note A, I'ensemble
des arétes issues de x € S.
Posons Q(z,y) = m si y est voisin de z et 0 sinon. La chaine de
Markov de transition () est appelée marche aléatoire simple sur G.

4. Galton-Watson est une chaine de Markov Z,11 = f(Z,, Xp41.) avec
i—1

La matrice de transition est la convolée : Q(x, z) = piF.

5. Wright-Fisher est aussi une chaine de Markov de matrice de transition
N\ /iy i\
N o I
Q(i.J) <j><N> < N)

5.2 Un peu d’algebre et de géométrie

On suppose E fini. () est alors une matrice stochastique.

5.2.1 Théoréme de Perron-Frobénius

THEOREME 5.1 Soit A une matrice stochastique dont tous les coefficients
sont strictement positifs. Alors 1 est valeur propre simple de vecteur propre
associé e = (1,...,1)".

Toutes les autres valeurs propres complexes de A sont de module < 1.

Démonstration. e est trivialement un vecteur propre associé a 1. Soit A une
valeur propre complexe différente de 1 et x # 0 un vecteur propre associé.
n

Ax = \x ssi Zam:pj = A\x;. En prenant les modules, on obtient
j=1

n
Mzl < D _aiglz]
j=1
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5.2. UN PEU D’ALGEBRE ET DE GEOMETRIE

)

Si zy est estl que |xg| = 'HﬁaX |z;|, on a

n
M| <D ai |zl
j=1

ie |A| < 1. On a de plus égalité ssi tous les z; sont égaux ie si x et e sont
colinéaires.
Il reste a montrer que 1 est valeur propre simple.

Lemme 5.1.1
Si A est une valeur propre strictement plus grande que 1. Si l'espace associé
esst de dimension 1 engendré par e alors il existe = tel que Ax = Az + e.

Démonstration. Quitte a considéter A — X\ 1d, on peut supposer A = 0. Il faut
montrer que Vect {e} = Ker(A) C Im(A).
Si ce n’était pas le cas, Ker(A) et Im(A) seraient en somme directe et

dans une base adaptée, A s’écrirait (8 12, =: B avec A’ inversible. Alors
det(B — X Id) montre que 0 est valeur propre simple. Contradiction. ]

n

S’il existe = tel que Ax = Ax + e, on trouve que pour tout %, Zamxj =
j=1

x;+1. En prenant zy, le plus grand des x;, on a 2 +1 < 2. Contradiction. m

COROLLAIRE 5.1 S7il existe r tel que A™ ait tous ses coefficients strictement
positifs, le théoreme s’applique. Les valeurs propres de A" sont les A,

COROLLAIRE 5.2 Soit A une matrice stochastique dont une puissance a
tous ses coefficients positifs. Alors quand k — oo, A¥ tend vers A® de la
al ... an n
forme | : o | avec a; = 0 et Zai = 1.
i=1

al - .. an

Démonstration. Si A est diagonalisable, on écrit A = PDP~! avec D =
diag(1, Ay, ..., A\y_1) donc AF = Pdiag(1, \F)P~! d’ott quand k — oo, A>® =
Pdiag(1,0,...,0)P.

Sinon, on a A ~ (D + N) (décomposition de Dunford) et on vérifie que
(D + N)* — diag(1,0,...,0). n

Exemple 5.1 Q:<1;p 1?(}) avec 0 <p<letO<gqg<l.
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On a Sp(Q) = {1,1 — p — ¢} et les vecteurs propres associés sont (1,1)*

t no_ -1 _ 1 (49 P (P =P n
et (p,—q).OnaQ = PDP —p+q<q p>+p+q<_q q)_DanQ

converge a la vitesse A".

5.2.2 Matrices bistochastiques

Définition 5.5 A est bistochastique ssi A et A sont stochastique.

Exemple 5.2 Sio € &, la matrice de passage entre les bases (eq,...,e,)
et (ex(1),---,€0m)) (matrice de permutation) est bistochastique.

THEOREME 5.2 BIRCKHOFF Une matrice A est bistochastique ssi on peut
P

lécrire A = ZAkPk ot Py sont des matrices de permutation, \, positifs de
k=1
somme 1 et p< (n—1)*+1.

Définition 5.6 Soit E un espace vectoriel réel et X une partie de E. L’en-
veloppe convexe de X, notée cv(z) est 'ensemble des points combinaisons
linéaires d’éléments de x avec des coefficients de somme 1.

THEOREME 5.3 CARATHEODORY S7i X est une partie non vide et E dimen-
sion n < 00, alors pour tout x € cv(X) il existe Ay, ..., A\, positifs de somme

P
1 et:pl,...,cpeXtelqueZ)\i:pi:x etonap<n+1.
i=1

p
Démonstration. Par définition, x = Z)xle Sip<n+1, cest fini. Sinon, le

=1
' P
systéme (x; — x1)a<i<p st 1ié donc il existe u; tel que Z,uz(:vl — 1) =0.
=2
P P P
Ceci s’écrit encore Z,uixi = 0 en posant p; = —Zm, ie Z,ui =0.
i=1 =2 i=1

Posons o = min{%,ui > 0} > 0. On a alors \; — ap; = 0 et pour @ qui
réalise le minimium, \; = ;.
P
T = Z()\Z — ap;)r; et il y a p— 1 termes non nuls dans la somme et on

i=1
recommence. n

COROLLAIRE 5.3 En dimension finie, [’enveloppe conveze d’un compact est
compact. On en déduit que cv(X) est compact (c’est image de A x X!
n+1
par (A, z) — Y Ax; qui est continue.
i=1
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Définition 5.7 Soit E un eve de dimension finie n > 2 et X un convexe
non vide de E. Un point z € X est dit extrémal ssi X \ {z} est convexe.

THEOREME 5.4 KREIN-MILMAN Sous les hypothéses précédentes, tout com-
pact conveze est ’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

On note B,, 'ensemble des matrices bistochastiques et C,, = Vect { B,,}.
Lemme 5.4.1

C,, est de dimension au plus (n — 1)
Démonstration. Si X € C,, il existe ¢ € R tel que » X;; = Y X;; = ¢
( J
L’application ¢ qui a X € C), associe son mineur de taille n — 1 xn — 1 est
linéaire et injective. En effet, si ¢(X) = 0 alors
Xin=cet ZXk,n =c
k=1

On a donc (n—1)e =0 et ¢ =0 donc X = 0. D’ou le résultat. n

Lemme 5.4.2
B,, est un polyedre convexe dont les points extrémaux sont les matrices de
permutation.

Démonstration. Soit (e; ;)i  la base canonique et (ef ;) la base duale. On a

B, = {A, Ze;jA = Zesz =1, er(A) > O}
i1 j=1

On vérifie que les matrices de permutations sont extrémales. Pour prouver
la réciproque, on raisonne par récurrence sur la dimension n. [ ]

5.3 Propriété de Markov

5.3.1 Chaine de Markov canonique

Proposition 5.4 Soit E un ensemble au plus dénombrable et @) matrice
stochastique. On peut trouver un espace de probabilité (€2, .7, P) sur lequel
il existe une suite (X?), qui est une chaine de Markov de transition () issue
de X§.
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Démonstration. On prend Q = [0,1], .Z = 2([0,1]) et P la mesure de Le-
besgue.

Soit w € [0, 1] et sa décomposition dyadique Y&, (w)2~ ",
n=0

Les €, sont iid ~ B(3). Soit ¢ : N* — N une injection.

Nij = €p(i,j) est encore iid. On pose U; = Zn” U+ est une suite de
k=0
variables Uy 1).
On construit alors (X7¥) par récurrence. Soit yi, ..., y, une énumération
de E. On pose
Xi=x
k—1 k
XT =y si ZQ(af,yj) < Ui <) Qz,y;)
=1
’ k
X = Y, S ZQ 73/] < Upy1 < Z 73/]

On a M(XT =vy) = Q(z,y) et comme les U; sont indépendantes,

MXpi =k | Xg =20,..., X, =)

n

k—1
=A (ZQ('xn?yj) < Un+1 X ZQ(xn7y]) | XO = X0, - - - 7XTZL' = xn)

j=1 j=1

=

=

k—1
=\ (ZQ (n,y;) < Upg1 < ZQ(xmyj))
7j=1

donc (X7), est une chaine de Markov de transition ). |

On prend Q = EY, X, (w) := w, et .# la plus petite tribu qui rend
mesurable les X, ie engendrée par les cylindres C,, = {Xy = zg,..., X, =
Lemme 5.4.3
Soit ¢ : (Q,.F) — (Q, F) définis précédemment.

1 est mesurable ssi X, o9 l'est pour tout n.

Démonstration.
= Trivial
< {Ae Z ¢y Y (A) € F} est une tribu qui contient tous les X;'(y) donc
rend mesurable les X,,. Nécessairement, c’est F. [ ]
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THEOREME 5.5 Soit E au plus dénombrable et Q matrice stochastique.
Pour tout x € E, il existe une unique probabilité P, sur (2, F) telle que, sous
P,, la suite X,, est une chaine de Markov de transition Q et P,(Xo = z) = 1.

Démonstration. Soit x € E. Par la proposition précédente, il existe (€2, #, P)
et (X7) chaine e Markov de transition Q.

On définit P, comme la mesure image de P par w — (X%(w), qui est
mesurable par le lemme. On a

P,(Xo=12)=P(X=2) =1
et

P(X§ =zo,..., X =xy)

= IF’(XOm = 20)Q(20, 21) . .. Q(Tn-1, Tn)
= IP)$(XO = IL‘Q)Q(IL'0, $’1) cee Q(xn—la xn)

]P)x(XQ =X, ... 7Xn = ZL‘n)

D’ou le résultat.
Pour l'unicité, si P, vérifie les mémes hypotheses que P, alors elles sont
égales sur tous les { Xy = xo,..., X, = x,} donc partout. n

Remarque 5.4
e Pour tout n,z,y, P.(X, =y) = Qun(x,y)
e Sip est une mesure sur E, alors

P, = u(@)P,

zeFE

est une mesure de probabilité sur (2, .F).
Sous P, les coordonées forment une chaine de Markov de transition )
et de loi initiale Xo ~ .

o Soit (X)) définie sur (Y, F', ") une chaine de Markov de transition
Q et de loi initiale p sous P'. Alors pour tout B € %,

P'((X})n € B) = Pu(B)

5.3.2 Propriété de Markov

En travaillant sur Q = EY, on peut introduire les opérateurs de décalage
(ou translation, shift) :

Q = 0
Hk .
w = (Wntk)n

D’apres le lemme précédent, ce sont des applications mesurables. On pose
Fn = 0(Xo,...,X,). On note E, 'espérance sous P,.
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THEOREME 5.6 PROPRIETE DE MARKOV FAIBLE Soient G une application
mesurable sur Q) et x € E.

E.(Gob, | %, =Ex,(G)

De maniére équivalente, pour tout F € 7, mesurable,

E,(FGo#,) =E,(FEx, (G))

Remarque 5.5 Le théoreme se généralise sans probleme au cas ou la loi
initiale est u, ie

Eu(Goby | Fn) = Ex, (G)

Démonstration. Par un argument de classe monotone, il suffit de traiter le
cas

F = ]-{X0:0 ..... Xn=xn} et G = 1{Xo=y0 ----- Xp=yp}
On a

Ey<G> = IP’Y(Xo = Yo,..-, Xp = yp) = 1y=on(yoa y1) ce Q(ypfla yp)
E:}:<FGO‘9n) :]P):B<X0 :x07"'7Xn :xnan :y07"'7Xn+p :yp)

= 13::10@(5507 371) .. -Q(SUnfl, xn)1y=on(y0, y1) . -Q(yp—h yp)
Enfin

E,(FEx,(G)) = Es(1xo=z0,...Xn=rn 1 x,=90Q (Y0, Y1) - - - Q(Yp-1,Yp))
- 1x:$oQ(x07 xl) o Q(xn—la xn)mn:on(yOa yl) oo Q(yp—h yp)
D’ou I’égalité. ]
THEOREME 5.7 PROPRIETE DE MARKOV FORTE Soit T un temps d’arrét
de la filtration (%,). Soit G une fonction mesurable sur (Q, .7 ). Alors
IEf’a:(lT<c>oC¥ o QT | fT) - 1T<c>oE1XT (G)
ie pour tout F fonction Fr mesurable
IEm(lT<c>oF1C7Y © 9T) = E:}:<1T<00FEXT (G))

Remarque 5.6 Xt est Fp-mesurable.

Démonstration. Pour tout n, par Markov faible,
E,(17=nFGo0y) =E,(17—,FG 0 6,) = E,(17—,FEx, (G))
= E:v<1T=nFEXT (G))
On somme en n et ¢a marche (Fubini). u
COROLLAIRE 5.4 Soit T un temps d’arrét tel que P.(X7 =vy) = 1 pour un

certainy € E et P, (T < 00) = 1.
Alors, sous Py, Op(,) est indépendante de Fr et a pour loi P,,.

PIERRON Théo Page 44 Tous droits réservés



5.4. APPLICATIONS DE LA PROPRIETE DE MARKOV

5.4 Applications de la propriété de Markov

Soit F' C E au plus dénombrable muni d’'une matrice de transition Q.
Posons Tr = inf{n, X,, € F} et h : F — R" bornée.
La fonction g : E — R* définie par

g(l‘) = E$(h(XTF)1TF<OO)

est solution du probléme de Dirichlet

(I -Q)g=0 dans F°
g=nh dans F

Démonstration. Si x € F, Tp(Xo) = 0 donc h(Xr,) = h(z).
Donc g(2)E,(h(X7p)1lrp<oo) = h(x).
Siz ¢ F, Tp(Xo) =Tp(X1) > 1. On a alors
g(x) =

(XTF(XO ) 1TF(XO)<00>
(

E,(h
= Ex(h X1+TF(X1))1TF(X1)<OO)
= Ex(Ex( (X1+TF(X0)>1TF(X1)<OO | F1>>
= Eo(Ex, (M X1p(x0))) 170 (X0)<00)
= E.(9(X1))
Or B, (¢(X0)) = 3 (1)@, 9) = Q) done g(x) = Qg(x). .
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Chapitre 6

Classification des états

6.1 Dichotomie récurrence/transcience

6.1.1 Motivations

Sur l'espace E = [1, 6], on consideére la chaine de Markov de transition

O O Owl= ONl=
O OO O OoONie
[N eNeNel S
O OoONFwIik O O
— OviFwi- O O
O = O O OO

Le graphe associé est

©
<®
—®

1 1

o=@

w

N[
N[

Sous Py, les états {1,2, 3,4} semblent visités un nombre fini de fois. Sous
Py, 5 et 6 semblent visités un nombre infini de fois.
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Sur F = [1, 5], on consideére la chaine de Markov de transition

O

I
v O O Ol
Okl= ONi= O
Orlm Rk O O
Onl= OoONi- O
== O O Nl

La graphe associé est

O
©J
®

N[ —
—
~_

N

=
—
-~

N[
=

|
®)

=
=

Sous Py, {2, 3,4} ne sont jamais visités.
Sous Py, {2,4} sont visités un nombre fini de fois et {1,5} ou {3} sont
visités un nombre infini de fois.

6.1.2 Etats récurrents et transcients

On se donne un espace au plus dénombrable £ muni d’une matrice de
transition (). On travaille avec la chaine canonique X,,. On pose

T, :=inf{n, X,, = 2} et N, := Zan:m
n=0
On introduit la fonction de Green (ou fonction potentiel)

G(#9) = BalN) = S B(X = 1) = D Quli0) € [0, +0]

Proposition 6.1 Soit x € E. On a 'alternative :
e ou bien P, (7T, < o0) =1 et alors N, = oo P,-p.s. Dans ce cas, on dit
que x est récurrent.
e ou bien P, (7T, < c0) < 1 et alors N, < oo P,-p.s. Plus précisément
G(z,x) =E (V) = m < 0.
Dans ce cas, z est dit transitoire ou transcient.
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Démonstration. Pour k > 1, on calcule

P, (N, >k+1) =

z>k+1)

E.(1
x(l <OOANx2k;oeTx)

x(Ex(]-T <oo]-Nx/k ofbr, | Fr,))
(1,

(

+(1r (1Nz>k ofr, | Zr,))

E
E
E
E

Donc P,(N, > k+ 1) = P, (T, < 00)P,(N, = k).
Or P,(N, > 1) =1 donc P,(N, > k) = P, (T, < co)* 1.
e SiP,(T, <) =1,P,(N,=00) =1
e Si P, (T, < ) <1 alors

Gz, ) =E,(N,) = Y Po(N, 2 k) = Y P,(T, < 00)"!
k=1 k=1

1 1

C1-P(T, <0) P, (T, =00)

Proposition 6.2 Soit x € E. Alors
e 1 est récurrent ssi G(x,z) = oo
o G(z,y) =P,(T, < 00)G(y,y) pour tout z,y € E.

Démonstration. Le premier point est évident par ce qu’il y a au-dessus.

G(z,y) = Ex(Ny) = Eo(11,<0c Ny © 01,)
= Em(lTy<00)Ey<Ny> = Pr(Ty < 00)G(y,y) u
Exemple 6.1 On considére la marche simple sur Z : X,, = Zei ou g; ~

i=1
B(£1, p). Quelle est la nature de 07

= i@n(0,0) = i@%z(ovo)

On a Q2,(0,0) = (*)p"(1 — p)» ~ U2l
Sip =3, Q2(0,0) ~ 7= et G(0,0) =
Sinon, 4p(1 — p) < 1 donc G(0,0) < oo ie 0 est transitoire.
Il existe donc une partition de ’espace des états : £ = Eg U Er.

Lemme 6.0.1
Soit x € ER et y € E tel que G(z,y) > 0.
Alors y € Eg et Py (T, < oo) = 1. En particulier, G(y, z) > 0.
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Démonstration. On montre d’abord que P, (T, < oo) = 1.

0=P,(N, <o0) =P, (T, < o0etT,obp =00
- Eaz(lTy<oolTx00Ty:oo) - ]P)a:(Ty < OO)Ey(lTx:OO)
=P, (T, < 00)P, (T, = 0)

Le produit est nul donc P, (7, < co) =0 ou P (7, = 00) = 0.

Comme G(z,y) > 0, le premier terme est non nul donc Py (T, = co) =0
et P (7T, < oo) = 1. En particulier, G(y,z) > 0.

Comme G(z,y) > 0 et G(y,x) > 0, il existe n,m tel que Q,(x,y) > 0 et
Qm(z,y) > 0. Soit k € N.

Qn—l—k—f—m(ya y) > Qm(ya l‘)Qk(l‘, ZL‘)Qn(ZL‘, y)

D’ou
G(y,y) =D Qp(.y) = D Qnirsm(y,y)
p=0 k=0
> Qunly,2) Y Qul(@,7) Qulz,y) = 00
k=0
Donc y est récurrent. [ |

THEOREME 6.1 CLASSIFICATION DES ETATS Il existe une partition de Er =
Ll Eg, telle que
o si x € Ep, alors P,-p.s., N, = +00 pour y € Eg, et N, = 0 pour
Y g—f Eg,.
o six € Er, on note Ty, = inf{n, X,, € Er}, alors P,-p.s.,
» si T, = oo alors N, < oo pour tout y € F
» siTg, < oo et XTER € Eg, alors pour tout n > Tg,,, on a X,, € Efp,

Démonstration.

e On pose x ~ y ssi G(z,y) > 0. C’est une relation d’équivalence par
les résultats précédents. Les Eg, sont les classes d’équivalence de cette
relation.

e Six € Ep, alors G(z,y) = 0 pour tout y.

Siy € ER, avec i # j, on ne peut pas changer de classe d’équivalnce.
Siy € Er, par le lemme, G(z,y) = 0 et si y € Eg,, par le lemme,
P, (T, < co) = 1. Par ailleurs,

P,(Ny = 00) = Ey (17, <00 1N, =0 © O1,) = P(T}, < 00)P (NN, = 00) = 1
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e Siz € Ep et Ty, = oo, par la relation
Py (Ny = +00) = Py (Y < 00)Py (N, = o0)

Siy € Er alors Py(N, = oo) = 0 donc P, (N, = 00) = 0.
Si Ty, < oo, par la propriété de Markov fort appliquée a Ty, et le
point précédent, on a X,, € Epr, pour tout n > Tg,. [ ]

Définition 6.1 Un point x € E tel que {z} est une classe de récurrence (ie
P.(X; =1x) = Q(x,x) = 1) est dit absorbant.
Exemple 6.2 Reprenons le dernier graphe. On a {1,2,3,4,5} = {2,4} U
{1,5} LU {3}. On montre que 1,3, 5 sont récurrents.
]P1<T1 = OO) = P1<X1 =5et Vn,Xn = 5)
< ]P)l(Xl =5et Vn < N,Xn = 5)
=Q(1,5Q(5,5" " =0

On fait pareil pour 5. {3} est absorbant. Montrons que 2 et 4 sont transitoires.
Py(Ty =00) 2 Pr(X; =4 et X,, =3) > Q(2,4)Q(4,3) >0
Py(Ty = 00) 2 Q(4,3) >0
Donc Py(Ty < 00) < 1.

Définition 6.2 On dit qu'une chaine de Markov de transition ) sur F est
irréductible ssi G(x,y) > 0 pour tout z,y € E.

COROLLAIRE 6.1 Si (X, est une chaine irréductible,
e soit tous les états sont récurrents : pour tout v € F,

P,(N, =o00,Vy € £) =1
e soit tous les états sont transitoires : pour tout x € F,
P,(N, < oc0,Vy € E) =1

Définition 6.3 Une chaine irréductible dont tous les états sont récurrents
est dite irréductible récurrente.

COROLLAIRE 6.2 57 l'espace d’états E est fini, une chaine irréductible est
nécessairement récurrente irréductible.

Démonstration. Supposont qu'un état (et donc tous) est transitoire. On a
N, < oo pour y € E donc ZNy<oo. Or on a

yer
DN, =D Y lxemy =D D 1x,—y = 40 n
yekE yeEEn=0 n=0yckE
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Définition 6.4 On appelle période de I'état x € E et on note d, le pged
des n tels que Q,(z,z) > 0.
Lorsque d, = 1, on dit que x est apériodique.

Exemple 6.3 La période de 0 pour la marche simple sur Z est 2.
Proposition 6.3 Sixz ~ y (ie G(z,y) > 0) alors d, = d,,.
Démonstration. 11 existe n,m € N tel que Q,(z,y) > 0 et Qn(y,x) > 0.
Alors

Qn+m+Nk(x7 l‘) P Qn(xa y) (Qk(ya y))NQm(ya l‘)

Donc Qpymink(z, z) > 0 deés que Qx(y,y) > 0 et dans ce cas, d, | n+m+ Nk
pour tout N > 1 donc d, | k donc d, | d,. Par symétrie, d, | d, donc on a
I'égalité. =

COROLLAIRE 6.3 57 une chaine X,, a valeurs dans E est irréductible, alors
tous les états ont la méme période, appelée période de la chaine. Si cette
période vaut 1, on dit que la chaine est apériodique.

6.1.3 Absorption dans les classes de récurrence

Si A C E, on pose Ty = inf{n, X,, € A} et on définit 7,(A) = E,(T4) et
mgz(A) =P, (T4 < 00). On veut déterminer 7,(Eg,) et m,(Eg,) pour i € I.

Siz € Eg, alors 7,(Eg,) = 0 et my(ER,) = 1 et si j # i alors m,(Eg;) =0
et par convention on pose 7,(Eg;) = 0. Et si z € Ep?

Proposition 6.4 Les probabilités et temps d’absorption sont les solutions
minimales des systemes linéaires

mx(ERj) = ZQ(xay)my(ERj)

yekE

7(Er;) =1+ Qz,y)7,(Er,)

yelE

De facon plus concise, m = Qm et 7 =1+ Q.
Démonstration. Soit x € Er, Tg, (Xo...) =1+ Tg, (Xi1,...). Ona
Tx(ERi) = Ex(]- + TERi (Xl, .. )) =1+ EQU(TERi (Xl, .. ))
= 1+ Eo(Ex, (Tkg,)) = 1+ Ee(7x,(ER,))

=1+ > 7,(Eg,)P.(X1 =)

yer

=1+ ZTy(ERi)Q(xvy)

yek
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De méme,
mx(ERz) = ]P)x(TERZ (Xo, .. ) < OO) = ]P)x(]- + TERi (Xl, .. ) < OO)
= ]P)x(TERZ (Xl, .. ) < OO) = E$(1TER,' (Xl,...)<oo)
= Bo (B (11, (x1,.)<00 | F1)) = Bo(Bx, (175, (Xo,..)<00))
= Em<mX1 ER ZQ x,Yy my<ER) u

yekE
Exemple 6.4 On considere le graphe
b )
—
HO—-—0O0Z_—=0—E])1
Y
OnaF = {O, 1,2,3} = ET (] ERl L ERQ avec ET = {1,2}, ER1 = {O} et

Er, = {3}. Calculons les probabilités d’absorption en {0}. On note m,(0) =
mz(ER,) pour faire plus court. On a

m(0) amqg(0) + Bmz(0) mi(0) =%

ma(0) = ~ym4(0) + dmz(0) ma(0) = 2%
Pour les temps d’absorption, on a

70(0) = 70(0) =0

7(0) =1+an(0)+fn(0)  |n(0) =7

7(0) =14 ~71(0) + d73(0) 7(0) = llf—z{

T3<0) = 7'3(0) =0

Définition 6.5 On définit 7 par 7, (Er,) = E.(Tr, 175, <co)-

THEOREME 6.2 Six € Eg,, 75(Eg,) =0. Sinon

= > Qx,9)Py(Tr,, < o00)+ Y Qz,y)7,(ER,)

yeE yeE

Démonstration. Si x € Eg,, Tp, = 0 donc 7;(Eg,) = 0. Sinon, on a
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T;(ERI) = E$(TERZ 1TER1- <OO)
= B (Ba((1 4 Ty (X1, )z, oo | i
= Bo(Ex, (1 + Ty, (Xo, - )11, <oc)

= ZQCEv y>Ey((1 + TERi <X07 .. '>>1TER¢<°°)

yek

= ZQ(L y)Ey<]‘TERi<OO) + ZQ(SL’, y>Ey<TERi 1TE‘RZ,<OO)

yekE yekE

= > Qx,y)Py(Tp,, < o0)+ D Qz,y)7,(Er,) "

yekE yekE

6.2 Mesure invariante

6.2.1 Définitions et exemples

On se donne un espace E au plus dénombrables et () une matrice sto-
chastique sur E.

Définition 6.6 Soit p une mesure positive sur £ non nulle telle que pu(z) <

oo pour tout z € E. On dit que p est invariante si u(y) = Y Q(z, y)u(z) ie
zeE
pQ = pu.
Supposons F fini. On considere alors ﬁ mesure de probabilité. Soit f :
E — R*.

E.(f(X1)) = Y u@)E(f(X1) = D_op(z) Y f(y)Q(z,y)

= X;Ef (v) %M(@Q(Ly) = ZEf (y)u(y)

Si p est invariante, la loi de X, sous P, est constante égale a p.

Exemple 6.5
o m = (-L, L) est invariante pour la chaine a deux états.
p+a’ ptq

e Pour la marche simple sur Z¢, Q(z,y) = u(y — z), la mesure de comp-
tage sur Z¢ est invariante.

Définition 6.7 Soit p une mesure positive sur F finie en tout point. On
dit que p est réversible ssi pour tout =,y € E,

w(@)Q(z,y) = u(y)Q(y, x)
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Exemple 6.6

e Marche aléatoire sur Z.
QU,i+1)=p, Qi,i—1)=1—p=:q. A
Pour tout 4, pu(i)Q(i,i+1) = p(t+1)Q(i+1,) et p(i) = (2)" convient.
e Soit G un graphe fini, on note A, I'ensemble des voisins de x et on
suppose |A;| < oo pour tout z. X,, est la marche aléatoire simple sur
G.Ona Q(z,y) = IA—lx\' w(x) = |Az| est une mesure réversible.

e Urne d’Ehrenfest : Q(j,j+ 1) =1 —L et Q(j,j — 1) = L. pu(j) = (‘j)
convient.

Proposition 6.5 Si p est réversible alors p est invariante.

Démonstration. Soit x,y € E%.

wz)Q(z,y) = u(y)Q(y, x)

Donc

> ou(@)Q(z,y) = u(y) Y Qy, )

r€Z zel

done pQ(y) = p(y). m

THEOREME 6.3 Soit x un état récurrent. La formule

va(y) = Eq <jgllxk:y>

définit une mesure invariante. De plus, v,(y) > 0 ssi y est dans la classe de
récurrence de x.

Démonstration. Siy ¢ T alors G(z,y) = 0 donc » @, (z,y) = 0. Donc

neN

0=73 E.(lx,~) =E, (ilxﬁy)

neN

donc v,(y) = 0.
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On écrit ensuite
Tz o0
V:v<y) = E:v<: <21Xk=y> = E:v (Zle:y1k<T1>
k=1 k=1
- Ex <221Xky1Xk_1z1k<Tx>

zeFk=1
= Ex (Zlek_lzlkngEm(ley | Fk—l))
zeFk=1
zeFEk=1
= Q2 y)E, (leklzz1k<n>
zeE k=1
Ty
= ZQ(Zay)Ex <21Xk_1z> = ZQ(Zvy)Vx(Z)
zeE k=1 z€EE

ie 1,Q" = v,.
Par définition v,(z) =1 et

ve() = Y Qnlz,2)1e(2) = Y_Q(2,2)vs(2)

zeFE z€EE

Siy € T, il existe n, m tel que @, (y,z) > 0 et Q,,(z,y) > 0. Alors la relation
précédente implique v, (y) < oo. de méme, on trouve

valy) = io@n@,y)um(z) >0 .

6.2.2 Mesure invariante et récurrence

THEOREME 6.4 Soit X,, une chaine récurrente irréductible (tous les états
communiquent et sont tous récurrents). Alors la mesure invariante est unique
a scalaire pres.

Démonstration. Soit p une mesure invariante. On montre par récurrence que

(Te—1)Ap
p(y) = p@Es [ Y lxoy
k=0

Si x = y alors c’est trivial, de méme que si p = 0.
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On suppose la formule vraie pour p > 1 fixé. On a

(Te—1)Ap
=> Q(z,y)u(z) = D Qz y)u( (lekz)

zeE zeE

p
x) Z ZEr(le:lez—lgklka:y)

z€Ek=0

pA(Tz—1) (p+1)AT
= ( Z 1Xk+1 y) _:u ( Z 1Xk y)

Par récurrence, on a la formule. On fait alors tendre p vers co et on a u(y) >

p(@)ve(y).
Par invariance de u, on a pour tout n,

= D (2)Qn(z,7) = Y 1(2)va(2)Qn(z,2) = Y _p(z)ve(w) =1

2€E zeR seZ
Des que Qn(z,2) > 0, on a u(z) = p(x)v.(2). n

THEOREME 6.5 Supposons la chaine irréductible récurrente.
e ou bien il em’ste une (unique) probabilité invariante p sur E, auquel cas
E.(T,) = u(x) < 00 pour tout x € E.
e ou bien toute mesure invariante est de masse infinie et dans ce cas

Définition 6.8 Dans le premier cas, on dit que la chalne est récurrente
positive. Dans le second, on dit qu’elle est récurrente nulle.

Démonstration. Soit p 'unique probabilité invariante dans le premier cas.

On a u(y) = 224 et p(z) = 5.

yerR yer k=0 yeFE

Ty —1 T,—1
= S = 8 (X 1) <. (z zlxky) @)
k=0
Le méme calcul est valable dans le cas récurrent nul. ]

Proposition 6.6 Supposons la chaine irréductible. S’il existe une probabi-
lité invariante, alors la chaine est récurrente (positive).

Proposition 6.7 Soit X,, une chaine irréductible. S’il existe une mesure
invariante finie alors la chaine est récurrente (donc récurrente positive).
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Démonstration. Soit v une mesure invariante finie et y € E tel que v(y) > 0.

On a vu que
G(z,y) = Po(T, < 00)G(y,y)

Donc > Qu(z,y) < G(y,y). On multiplie par () et on somme sur z.
neN

DD (@) Qulz,y) < D v(@)G(y,y)

zekb n el

En permutant les sommes :
> 1@n(y) <A(E)G(y,y)

Donc comme vQ,,(y) = v(y) > 0, G(y,y) = +00, ie y est récurrent.
Par irréductibilité, tous les états sont récurrents. [ ]

Exemple 6.7 Q(k,k+1)=p=1-Q(k,k—1) et Q(0,1) = 1. La mesure
(k) = (g)k*1 avec 1(0) = ¢ est réversible donc invariante.
Si p < q p est finie et la chaine est récurrente.

Bilan : Il existe une partition £ = Er U (Eg,) avec

€ by ssi P.(T,<o0)<1
x € FEg, ssi P (T, <o0)=1

Notions de mesures réversibles 7(z)Q(x,y) = 7(y)Q(y, x) et invariantes
() = 7 (inversible = invariant).
Sur chaque classe Ep,, il existe une mesure invariante

‘ Ty—1
v,(y) = E, ( Z 1Xk=y>
k=0

Toute combinaison linéaire des ¥ définit une mesure invariante sur E.

Si la chaine est irréductible, il existe une unique mesure invariante (a
scalaire pres). Dans ce cas, si la mesure est finie, la chaine est récurrente
positive : E,(T,) < oc.

Si toute mesure invariante est infinie, E,(7,) = oo (chaine récurrente
nulle).
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Chapitre 7

Comportement asymptotique

7.1 Convergence a ’équilibre

7.1.1 Cas F fini

On a vu que @ est une matrice stochastique donc toutes les puissances
ont des coefficients strictement positifs a partir d’uncertain rang.

Alors Q" — Q> ou Q™ est stochastique et toutes les lignes sont identiques
égales a . On vérifie que 7@ = .

Donc pour tout z,y € E, Q"(x,y) — 7(y) et la convergence est exponen-
tielle : |Q™(z,y) — 7(y)| < Cste x 0™

7.1.2 Le cas général
Soit E une espace au plus dénombrable, () stochastique sur F, X, la
chaine canonique associée.

Lemme 7.0.1
Soit (X,) une chaine récurrente irréductible. Si la chaine est apériodique
alors pour tout z,y € E, il existe ng € N tel que Q"(x,y) > 0 pour n > ny.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ¢ = y. Comme d, = 1, il exist e/N
tel que Qn(z,z) > 0 et Qni1(z, ) > 0. Alors pour j € [0, N — 1], on a

Qn21j(7,2) = Qj(N+1)+(v—jn(z,z) > 0 .

Donc on a une puissance de () avec des coeflicients strictement positifs donc
toutes les puissances ultérieures le sont.

THEOREME 7.1 Supposons la chaine récurrence positive, irréductible et apé-
riodique. Si m est l'unique mesure de probabilité invariantes, alors pour tout

29
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r € F

o |Qnlx,y) —7(y)] =0

yekE

Démonstration. Sur E X E, on considere la chaine de Markov canonique
(X! X2) de matrice de transition Q((x1,22), (y1,v2)) = Q(z,y1)Q(wa,ys2).
On vérfife facilement que c’est une matrice stochastique.

On remarque que (X}, X?2) est irréductible. En effet, par le lemme pré-
cédent, il existe ny,ns tel que Q,(x1,y1) > 0 pour n = ny et Q,(xs2,y2) > 0
pour n = ns.

Pour N > ny Vng, on a Q,((x1,22), (y1,y2)) > 0. La chalne est récurrente
positive. En effet, la mesure © @ 7 est invariante pour Q.

(m@m)Qy1,y2) = Y m(w1)m(22)Q((21, 22), (Y1, y2))

(z1,22)

= Z m(x1)7(22)Q(21, Y1) Q(72, y2) = T(Yy1)7(Y2)

T1,22
La chaine est récurrence positive. On note A = {(z,x),x € E}.
T =Tx =inf{n >0, (X}, X2) € A} =inf{n, X! = X?}
est fini presque stirement. On remarque ensuite que
Py (X = y) = 7(y) = Pras, (X5 = y) — Pras, (X5 =)

- EW®5z(1X%=y - 1X}L=y)

On distingue suivant les valeurs de T (fini p.s. sous Prgs,)-
Po(Xn=y) —7m(y) = EW®5x(1T>n(1X%:y - lX}L:y))

+ ) Ergs, (Ir=r(lxz—y — 1x1=y))
k=0

= EW®51(1T>n<1X%:y - 1X711:y))

+ D Eres, (Ir=ilxioxe—(Ix2=y — 1xi=y))
z€FEk=0

Or

Eros, (Ir=rlxi—xz—.1x2—y) = Ergs, (lr=plx) —x2-.)Qn-r(2,9)

qui est symétrique en X7, Xy donc le double somme est nulle. On a donc

Po(Xn =y) — 7(y) = Ergs, Qrsn(Ixz—y — 1x1-,)
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En sommant on obtient

Z P (X, =y) —7(y)| = Z%(hm(lx?ﬁy - 1X}L=y))

yeE yekE
< Ergs, (1T>nz [1x2=y — 1X711y|>
yekE
< 2E7r®6x(1T>n) - 2P7T®6x (T > n) —0 u

Remarque 7.1 L’apériodicité est essentielle. On prend par exemple E =

{0,1}, Q = <(1) é) On a@Q* =1d et Q> = Q et on n'a pas Q"(x,y) —

m(y)-

Méme remarque pour la chaine d’Ehrenfest qui est de période 2. La loi
B(d, %) est invariante, la chaine est irréductible apériodique et récurrente
positive mais on n'a pas Q" — (B(d,3),...,B(d, 3))".

7.2 Théoréeme ergodique

THEOREME 7.2 ERGODIQUE Soit X,, uen chaine récurrente irréductible et p
une mesure tnvariante. Soit f et g deux fonctions mesurables positives telles
que [ fdu <oo et < [gdu < oo.

Pour tout x € E, P,-p.s., on a

n—1 X

l;)f( k) . [ fdu
nig(Xk) Jodn
k=0

presque surement.

Remarque 7.2 On peut supprimer l’hypothése [ f du < oo quitte a considérer
f comme limite croissante des f, avec [ f,dpu < oco.

COROLLAIRE 7.1 LGN POUR LES CHAINES DE MARKOV 57 X, est irréduc-
tible récurrente positive et si w est l'unique probabilité invariante alors pour
tout x € £, P.-p.s., on a :

1 n—1

— X drm
X = [ 1

Démonstration. On pose TC = 0, T} = inf{n, X,, = z} et T = inf{k >
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Comme la chaine est récurrence les T sont finis P,-p.s.
T+ _1

On pose aussi Zx(f) = Z f(Xm).

m=Tk
Lemme 7.2.1
Les variables (Zy(f))x sont iid.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout hg, . .., hy mesurables bor-
nées,

E, (ghxzxf))) = [TE. (2o

On le fait par récurrence sur k, sachant que k = 0 est trivial. Si on suppose
la relation vraie pour k — 1 fixé, on sait que Zy(f),..., Zr_1(f) sont Fj-
mesurables et 07, est indépendante de Fr, et de loi P,.

Zy(f) = Zo(f) o Or,

Par Markov, on a

R, (Hohxzi(f))) _E, (nohxzi(f))hk(zo(f) o em)

E, (ﬂohi<zi<f>>Em<hk<zo<f>>>)

k=1 k
= ]_:[Ex(hi(zi(f)))Ex(hk(zo(f))) = HEm(hz‘(ZO(f)))

La chalne est irréductible récurrente donc toutes les mesures invariantes
sont proportionnelles a

Tr-1
nug(y) = E, ( Z ]‘chy)
k=0

En particulier, la mesure p s’écrit u(y) = p(z)v,(y) car v, (z) = 1. On observe
que
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D’apres la loi forte des grands nombres (usuelle), P,-p.s.

1n71

1
T s [ du

On note N,(n) = > 1x,—, de sorte que
k=0

Té\fz(n) <n< T:évz(n)‘i’l

On a donc
. TNe () | el | TNa(m+1_y
f(Xk) < f(Xy) < f(Xk)
N & RATPEU AP
Puis
1 Nz (n)—1 1 n-l 1 Nz(n)
ZK(f) < f(Xk) < f(Xk)
Vo) & RPN AP
Par la LGN,
1 n—1
FX0) = —— [ fau
N @
et
LS L [9a
glAk — | gau
Na(n)i= ()
En faisant le rapport, on obtient le résultat. ]
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