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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

On veut dériver toutes les fonctions.

Exemple 1.1 Considérons la fonction valeur absolue sur R. Elle est conti-
nue dérivable sur R sauf en 0.

On pourrait se dire que sa dérivée vaut 2 x Ig+ — 1 et qu’en 0, on s’en
fiche. Mais alors la dérivée seconde vaut 0 et donc |z| = ax + b pour un
certain (a,b). on ne peut donc pas donner de valeur cohérente en 0.

1.2 Idées

Lemme 1.0.1
Soit p € C2° positives d'intégrale 1 nulle en dehors de | — ¢, ¢[. Soit . =
%gp(g) Alors, si f est continue, la fonction f * . cvu sur tout compact bets
f quand € — 0.

En outre, f * p. € C*.

Proposition 1.1 (f *xp.) = f * (e)"
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Chapitre 2

Fonction tests

Définition 2.1 On appelle fonctions test sur X une fonction C*(X,C) a
support compact.
L’espace vectoriel des fonctions test est noté C§° ou D(X).

Remarque 2.1 La seule fonction analytique da support compact est nulle.

Proposition 2.1 Pour tout p € R" et U ouvert contenant p, il existe
p € C*(U) positive, d’'intégrale 1 a support dans U et ¢(p) > 0.

Démonstration. Sur R, on prend a(z) = ¢ 71,50, 8(z) = a(z — a)a(b — z)
et v = [ renormalisée.
n n
Dans R", on considére sur un pavé [ [la;, b la fonction [[7a,p,(;) qui
i=1 j=1
marche bien puisque tout ouvert contient un pavé. [ ]

Définition 2.2 Soit (¢;); une suite dans C§°(X) et ¢ € C5°(X). On dit
que ; converge vers ¢ ssi

(i) il existe K compact de X et N > 0 tel que pour tout j > N, supp(y;) C
K

(ii) pour tout v € N, 0%p; cvu vers 0%p sur K.

Définition 2.3 On appelle suite régularisante dans C§°(X) une suite (¢;);
de C§° telle que pour tout 7,

1
;) 207/%‘ = 1,suppyp; C B (Q})

THEOREME 2.1 Soit p; une suite régularisante et f € C¥(R™).
Alors f*p; € C(R™) et pour tout || < k, 0%(f *¢;) cvu vers 0“f.

COROLLAIRE 2.1 Si f € Cg° alors f x ¢; cv vers f dans Cg°.
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Démonstration. f* p; € C5° par un lemme précédent.

Si o < k, on a aussi 0%(f * ¢;) = (0°f) * ;. 1l suffit donc de montrer
le résultat pour k = 0.

I1 suffit d’étendre un lemme précédent a la dimension n. [ ]

Remarque 2.2 Le convergence dans C3° provient d’une topologie : de la plus

fine qui rende les injections C3°(K) — C§°(X) pour tout K compact de X .

(La topologie sur C§°(K) est celle de la cvu sur K des f, et des dérivées,

engendrée par la famille de semi-normes py(¢) = MaxX|q<kzek |00()]).
On obtient un evtlc non métrisable mais complet.

Lemme 2.1.1
Soit a € R™ et r > 0, il existe ¢ € C3°(R™) telle que

supp(go) - B(a’7 2T)70 < 2 < 17 ()O‘B(a,r) =1

Démonstration. Par translation et dilatation, on prend a =0 et r = 1.

Il existe n € C§°(R d’intégrale 1 et & support dans [1, 4].

Y(z) = [In(t)dt vérifie les hypotheses pour n = 1. On pose ¢(z) =
Y(||x||) et ca marche! u

Définition 2.4 Soit K un compact de X, U un recouvrement ouvert de K.
Une partition de 'unité subordonnée a U est une suite de fonctions ¢y, ...,
dans C§°(X), positives telles que

!
e [l existe un voisinage V' de K sur lequel Z@/)j =1
j=1
e pour tout j, il existe U; € I tel que supp(¢;) C Uj.
THEOREME 2.2 Pour tout compact K C X et tout recouvrement U ouvert
de K, il existe une partition de ['unité subordonnée a U.

Démonstration. Pour tout a € K, soit U, € U un ouvert contenant a. SOit
r > 0 tel que B(a,2r) C U,. Par compacité, il existe aq,...,q tel que
!

K C UB(CLj,’T’).
j=1
On prend les ¢; € C§°(X) fournis par le lemme. On pose alors ; = ¢

j
et Ui = [ [(1 = y).
i=1
J J
On montre par récurrence que Zwl =1- H(l — ¢;), ce qui conclut. =
i=1 i=1

Remarque 2.3 Sip € C°(X) et f € C°X) le fait de considérer ¢ f s’appelle
faire une troncature. On dit alors que p est fonction de troncature.
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COROLLAIRE 2.2 Soit K compact. Pour tout voisinage X de K, il existe
X € C§° a support dans X, valant 1 sur K et tel que 0 < xy < 1.

Définition 2.5 Une fonction f mesurable sur X ouvert de R™ est dite
localement intégrable ssi pour tout a € X, ile xiste un pavé R, > a tel que

Jr, |f] < o0
Lemme 2.2.1
Soit f € L2 et g € C¥. ALors fxg € C* et supp(f*g) C supp(f)+supp(g).

Si f a un support compact alors f * g € CE(R").

Démonstration. Si f € L}, et ¢ € C§° alors fo est intégrable puisqu’on peut
recouvrir K par un nombre fini de pavés R, et on a

[isel < [ 15l <3 [ 1rel<swloly [, 171 <o

Posons h(x,y) = f(y)g(x — y). C’est une fonction C* et

Irh = f(y)org(z —y)

est intégrable car f l'est et g est a support compact. Par dérivation sous
I'intégrale, on a le résultat. [ ]

THEOREME 2.3 Soit X ouvert de R™. C° est dense dans LP(X) pour 1 <
p < 0.

Démonstration. On va supposer connu que CJ(X) est dense dans LP(X). Il

suffit de montrer que C5° est dense dans C§ pour la norme p.
Soit ¢, une suite régularisante. On montre que si f € CJ, f *¢; converge
vers f dans LP, ce qui découle de I'uniforme continuité de f sur les compacts.
]
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Chapitre 3

Distributions

3.1 Définition

Définition 3.1 Soit X un ouvert de R™. On appelle distribution sur X
une forme linéaire séquentiellement continue de C§°(X). On note D’(X) leur
espace.

Si u € D'(X), on notera indifféremment u(y) ou (u, ¢).

Exemple 3.1
e Distribution de Dirac. On note §, : ¢ — ¢,. C’est une forme linéaire
et elle est continue car si ¢; — ¢ uniformément, p;(a) = ¢(a).
e Valeur principale de Cauchy. Elle est définie par

@ — lim @ dx
e=0JR\[-ce] T

C’est une distribution.

Remarque 3.1 D'(X) est un C-ev. Admet-il une topologie ?

3.2 Distributions et fonctions localement in-
tégrables

THEOREME 3.1 Si f € ZL.(X), on définit une distribution test f sur X
par

(test f, ) = /Xfw

Démonstration. test f est bien une forme linéaire. Si ¢ est a support dans

K,ona
}/ fw‘ <Sup|s0|/ | f]
X K K

7
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Donc si ¢; — ¢, alors ¢; — ¢ cvu vers 0 donc

‘/f(w—w)‘ <Cng(p\<pj—<p\ —0

Donc test f est continue. [ |

Lemme 3.1.1
[+ test f est injective de C°(X) — D’(X). On peut donc considérer les
fonctions continues comme des distributions.

Démonstration. On suppose que f # 0. Il existe donc x,¢ > 0 tel que
Sho—eatre > @ > 0 et fllz—9:240; > 0. On prend alors ¢ valant 1 sur
|x — e,z + €[ et & support dans |z — 2e, x + 2¢].

On a bien [ fo > 0. |

Proposition 3.1 Soit f € £?(X) et ¢; une suite régularisante. Alors
[ *; = f en norme L'.

Démonstration. Par Fubini, on a || f * ¢l .+ < ||f]l; |l
On sait que Cf est dense dans L' donc pour tout € > 0, il existe f. €
C§(X) tel que ||f — f:]|; <e. On a donc

1 * 05 = fexpslly <N = Ll llpsll < e

Ainsi,
105 = flly < N *i = fex@illy + e x5 = felly + 11 = fly
<2+ ||f6 * @ _f6||1 —0
car f. € CY(X) donc il y a cvu donc cv en norme 1. n

COROLLAIRE 3.1 L’application f — test f de L}, — D'(X) est injective.

Démonstration. Si test f = 0, on veut montrer que f = 0 pp. Soit K C X
compact. Soit x une fonction de troncature valant 1 sur un voisinage de K.
Soit g = fx € £ On a test g = 0 puisque xp € C5°. Si @, est une suite
régularisante, g * p; — g en norme L'.
Or g* ¢;(x) = (test g,y — pj(y —x)) =0 car y — ¢;(y — z) € C°.
Ainsi, g est nulle presque partout et f est nulle pp sur K. Comme X est
union dénombrable de compacts, f = 0 pp sur X. ]

Remarque 3.2 On va donc souvent identifier les fonctions Li,. d des distri-
butions. On omettra donc d’écrire les test. Inversement, on notera [up au
lieu de (u, p.
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3.3. ORDRE D’UNE DISTRIBUTION

Remarque 3.3 Certaines distributions ne sont pas des fonctions. Prenons
par exemple 0,. Si 6, = test f, on écrit pour tout ¢ :

/fso = ¢(a)

Donc si a ¢ suppx, [fx = 0 et méme [ fxp = 0 donc fx = 0. Par le
corollaire, fx =0 et f =0.
Alors test f = 0 mais §, # 0. Contradiction

3.3 Ordre d’une distribution

THEOREME 3.2 Soit u une forme linéaire sur C3°(X). Alors u est un dis-
tribution ssi (%) pour tout K C X compact,

3Ck, kx € N, [(u, )| < Cr ||l i Yo € C5°(K)

Démonstration.
e Si (), montrons que u est continue. Soit ¢; — 0 dans C§°(X).
On sait qu’il existe K C X compact tel que supp ¢; C K et ||l —
0. Par (x),
(25} < Crc g — 0

e Sion n’a pas (x), il existe K compact tel que pour tout ¢, k, il existe
e tel que
[, @ee)| > cleerllor

Posons . = <ui:;kk> € C§e.

On a (u,ther) =1 et [[erl on < +. Ainsi, la suite ¢y, tend vers 0 dans
GG (si ko est fixé, [|Unllone < [1Ykkllon pour k = ko).
Donc u n’est pas continue puisque ¢ — 0 et (u, ¢y x) = 1. ]

Définition 3.2 Siu € D'(X) , soit K C X compact. On appelle ordre de
u sur K le plus petit entier k£ > 0 tel que

[{u, o) < e [l en

L’ordre de u est le sup des ordres de u sur tout compact de X.

Exemple 3.2 u:p— Z(—l)jcp(k)(k) est une distribution d’ordre infini.
k=0
0, est d’ordre 0.
THEOREME 3.3 Soit X C R™ ouvert. Soit u € D'(X) d’ordre 0. Alors u
s’étend de maniére unique en une forme linéaire continue v sur C3(X), ie
une mesure de Radon.
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CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS

Démonstration.
e Si v, calculons v(f) pour f € C¥. Soit ¢; une suite régularisante. On

pose f; = f* ;.
fj evu vers f dont f; — f dans Cf (support inclus dnas un compact
fixe) donc u(f;) = v(f;) — v(f) par continuité. Ainsi, nécessairement,

o(f) = lim u(f;).

e On montre que u(f;) existe.

[ulfy = fp)l < Cr 1 f5 = ol

car u est d’ordre 0. Comme || f; — f,|| = 0, (u(f;)); est de Cauchy dans
C donc converge.

e Il reste & montrer que v(f) = lim u(f;) est continue.
j—oo

(NI < o(f) = ulfi)] + [ulf)] < Jo(f) = ulf)] + C Il
< o(f) —wlf)+ CIf+CNS = fill = CHIf m
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Chapitre 4

Dérivées de distributions

4.1 Définitions

Si f € CY(X), on peut voir f comme une distribution. Posons z € R™.
La dérivée 2L est continue donc c’est une distribution et

Ox;
dp\ _ _[9f
<’3%‘>_ <593j’(p>

Définition 4.1 Soit u € D’(X). On définit aaTuj € D'(X) par

Ou N__ [, 9
8.’17]‘7()0— u’al’j

Remarque 4.1 Si f € C, la dérivée au sens des distributions de f (ie la
dérivée de test f) coincide avec la distribution associée a la dérivée usuelle
de f.

Lemme 4.0.1

Si u € D'(X) alors pour tout j, k

0 Ou _ _0 Ou
? Ox; Oxy, Oy, Ox;°

Remarque 4.2 On peut donc utiliser la notation multi-indices.

Exemple 4.1 La dérivée de |-| au sens des distributions est Sgn. Sgn’ = 24.

4.2 Primitives de distributions

THEOREME 4.1 Soit I C R intervalle. Soit uw € D'(I). Il existe v € D'(I)
tel que v' = u.
En outre, si w' = u avec w' € D(I) alors w = v + cste.

11



CHAPITRE 4. DERIVEES DE DISTRIBUTIONS

Démonstration. Soit x € C§°(I) d’intégrale 1. Pour ¢ € C§°(I), on définit

xT

pie) = [ ed—(Le) [ @
p(p) est C & support compact et p est continue. De plus p(¢’) = .
Posons v = —uop € D'(I). On a bien v/ = u.
Soit w telle que w’ = u. Alors a := v — w vérifie a’ = 0 donc pour tout ¥,
(a',¢) = 0 donc {a, p(¢')) = 0.
Ce qui signifie que a = (a, x) = cste. [ |
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Chapitre 5

Convergence des distributions

5.1 Définition

Définition 5.1 Soit u; une suite dans D'(X) et v € D'(X). On dit que u;
tend vers u au sens des distributions ssi pour tout ¢ € C5°(X), (uj,¢) —
(u, ).
Exemple 5.1

e Si f; — f en norme L' sur tout compact alors f; — f.

e Si ¢, est une suite régularisante, p; — dy.

o uy ;x> ke*1,- converge vers idg.

THEOREME 5.1 Si u; € D'(X) vérifie que pour tout ¢, (u;,¢) converge
dans C alors sa limite ¢ — lim(u;, ¢) est dans D'(X) et u; — u.

Démonstration. u est linéaire. Soit K C X compact et p € C3°(X).

[{u, 0} < ug o)+ [(u, 0) = (ug, )

Par Banach-Steinhaus dans le Fréchet C§°(K), |(u;, ¢)| < Cr|l¢|lcx- On a
donc

[(u, 9} < Ch llopl] e -

Remarque 5.1 Sous les hypotheses du théoreme et si p; — ¢ dans Ci° alors
(uj, p5) = (u, @).
Proposition 5.1 Si (u;); est une famille dans D'(X) et pour tout ¢,

lim <ut+h7 90> - <Ut7 90>
h—0 h

Qug

o (to) est une distribution pour tout .

existe alors la limite
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CHAPITRE 5. CONVERGENCE DES DISTRIBUTIONS

5.2 Dérivées d’une suite convergente

THEOREME 5.2 Soit u; une suite de D'(X) qui converge vers u € D'(X).
Alors pour tout o, 0%u; — 0%u.
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Chapitre 6

Localisation

Soit U C X deux ouverts. L’injection canonique C§°(U) — C§°(X) est
continue. On a donc une injection continue D'(X) — D'(U).

THEOREME 6.1 Soit X un ouvert de R" et uw € D'(X). On suppose que

pour tout x € X, il existe un voisinage ouwvert U, de x tel que uw =0 sur U,.
Alors u = 0.

Démonstration. Pour tout x il existe U, tel que u|y, = 0. Soit ¢ € C§(X).
{U,,x € supp ¢} est un recouvrement ouvert de K := supp .
Il existe donc J fini tel que K C | JU,,. Pour tout j, il existe ¢; € C§°(X)
jed
a support dans U,; et telle que Zcpj =1 sur K.
jed

<u7 90> = Z<u7 90j90> =0 u
jeJ
Définition 6.1 Le support de u € D’(X) noté supp(u) est I'ensemble des
points x € X au voisinage desquels il n’existe pas d’ouvert U, contenant x
tel que u|y, = 0.
Autrement dit, = ¢ suppu ssi il existe U, contenant x sur lequel u est
nul. X \ supp u est le plus grand ouvert de X sur lequel u = 0.

Exemple 6.1 Siu € CJ(X) le support de u vue comme une distribution
coincide avec le support habituel de wu.

Remarque 6.1 SiU C X,
{D’(X) —  D'(U)
p:

u = uly

n'est pas injectif. En effet, il existe a € X \ U et on a p(d,) = 0.

15



CHAPITRE 6. LOCALISATION

S’il existe v € D'(X) tel que p(v) = u on dit que c’est une extension de
ualX.
Exemple 6.2 Si X =R et U =R?. Posons fi(z) = 27" avec k € N*.

(=D)F-1 5%In

On pose v, = T Ba:’“‘x‘ € D'(R) et on a vi|y = fi.

Exemple 6.3 u(z) = ez € D'(U). S'il existe v € D'(R) tel que v|y = u,
pour tout ¢ € C§°(R%) positive et on pose ¢.(x) = Lp(£) avec e €]0, 1].

1 1 oo 4 T 1 joo 1 T
e — E’ e/ — — @ -] d >_/ <_)d
¢ (e, e) 8/0 © S0<<€) . e Jo a:NN!SO € .

1 > p(y) N
= N!EN/O N dy = cne

On a v|y = u donc pour un certain N fixé,

(v, 0)| = lac| < ¢ sup |Oppe()] < ™V
n<N’

En appliquant la relation précédente avec N > 1+ N’, on a la contradiction
recherchée puisque eV~ serait minoré par une constante non nulle.

THEOREME 6.2 Soit U une famille d’ouverts de X dont 'union vaut X.
On suppose que pour tout U € U, on connait uy € D'(U) vérifiant uy = uy
sur UNV pour tout U,V € U. Alors il existe une unique v € D'(X) avec
u|ly = uy pour tout u.

Définition 6.2 Soit u € D'(X). Le support singulier de u est ’ensemble des
x € X qui ne possédent pas un voisinage ouvert U, sur lequel u|y, € C*>*(U,).
Ainsi, x n’est pas dans le support singulier de u ssi il existe U, voisinage
de z tel que uly, € C*(U,).
Le complémentaire du support singulier est le plus grand ouvert de X sur
lequel uw € C*°.
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Chapitre 7

Distributions a support
compact

Siue L (X), on peut définir u(¢) = [y u(z)p(z)dz si ¢ est a support
compact.
Mais si le support de u est compact, on pourait prendre u € C*°(X).

Définition 7.1 Soit ¢; € C*(X) et ¢ € C*(X). On dit que Aligl 0; =
Jj—+oo

ssi pour tout multiindice o et pour tout compact K C X, la suite 0%¢; cvu

sur K vers 0% ¢.

Définition 7.2 Une forme linéaire sur C*°(X) est continue si u(yp;) = u(yp)
quand ¢; — ¢. L’ensemble des formes linéaires continus sur C*°(X) est noté

E'(X).
Définition 7.3 On dit que (K;); avec K; compact de X est une suite

exhaustive de compacts ssi K; C K et X = UKJ-.
jEN

Lemme 7.0.1
Soit X un ouvert de R".

(i) Il existe une suite K; exhaustive de compacts pour X

(ii) Il existe une suite x; € C§°(X) avec j € N telle que pour tout ¢ €
C>(X), la suite ¢; = x;p converge dans C>°(X) vers ¢

(iii) La restriction p : £'(X) — D'(X) est injective

Démonstration.
(i) On pose K; = {z € X, ||z|| < j,d(z,C) > %} avec C' = R"\ X. Cest
une suite exhaustive de compacts.
(ii) On utilise la densité de C§°(X) dans C*(X). Soit x; € C§°(X) avec
Xilr, = 1.

17



CHAPITRE 7. DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT

Soit ¢ € C™. On considere ¢; = x,p € C§(X). Soit K compact de X.
Il existe J € N tel que K C K, pour tout j > J. Pour tout a € N",

Kol = 3 cap(@x)(0770) = x5 (0 0) |k = 0ol
|BI<]e
D’ou la convergence (suite stationnaire!).

(iii) On suppose p(u) = p(v). Pour tout ¢ € C*°(X), on a

ulp) = lim u(p;) = lim v(p;) =v(p) m
THEOREME 7.1 Soit u € D'(X). On a u € E'(X) ssi supp(u) est un com-
pact de X . Si c’est le cas, alors u est d’ordre fini et il existe c >0 et k € N
tel que |u(p)| < c|lxellgr pour tout ¢ € C*(X) et x € C5°(X) valant 1 sur
un voisinage de supp(u).

Démonstration.

< Si supp(u) est un compact K, soit y € C§°(X) valant 1 sur K. On
définit v par (v, ) = (u, xp) pour tout p € C*.
Soit ¢; — 0 dans C*°. Alors x¢; — 0 dans C§°(X) par la formule de
Leibniz.
On a donc v — 0 donc v € £'(X). Il reste a montrer que v = u dans
D'(X). Si p € C§°(X), on veut montrer que (u, ) = (v, @).
©(1—x) est nul au voisinage de supp(u) donc supp(p(1—x))Nsupp(u) =
@. On a donc (u, (1 —x)) = 0ie (u, ) = (v, ).

= Soit u € &'(X). Montrons la caractérisation de £'(X) par les semi-
normes :

Lemme 7.1.1

3C > 03k > 0,3K C X, [(u,0)] < C[|@ll o) Y € CF(X)

Démonstration.
< On choisit p; — 0 dans £(X) et on a facilement (u, ;) — 0.
= Sinon pour tout C,k, K, il existe pcrx telle que [(u, porx)| >

¢ llellon iy
On choisit C = k = j, et K = K suite de compacts qui absorbe X.
Posons

|<uv ¢j7j7Kj|

On a [(u,v;)| =1et ||1/1j||cj(Kj) < % Cette suite converge donc vers
0 dans C*(X). On fixe k et K. Pour j assez grand, K C Kj et k < j,
ce qui assure que ||| qr () < H-ch(Kj).

Donc quand j — oo, on a une contradiction avec |[(u,¢;)| =1. =
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Siu e &(X), on voit que si supp(y) est en dehors de K, |(u,p)| =0
donc supp(u) C K. u

THEOREME 7.2 Toute distribution a support compact et d’ordre fini.

Démonstration. On sait qu’il existe C,k, K tel que [(u, ¢)| < Clollon
pour tout ¢ € C*(X).

Soit xy = 1 au voisinage de K et ¢ € C§°(X). On a p(1—x) = 0 en dehors
du support de u donc (u, p) = (u, xp).

Donc

|<u7 ()0>| < C HX()O”Ck < ' |’(10|’Ck(supp<p) u

Remarque 7.1 Si U C X tout élément de E'(U) est un élément de E'(X),
mais ce n’est pas vrai pour D'(U).

THEOREME 7.3 Soit u € D'(X) a support {a}, a € X. Alors u est combi-
naison linéaire de dérivées de masses de Dirac en a.

Lemme 7.3.1
Soit u € £'(X) d’ordre k a support {a} et p € C*(X) telle que pour tout
la| <k, 0@ (a) = 0. Alors {u, ) = 0.
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CHAPITRE 7. DISTRIBUTIONS A SUPPORT COMPACT
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Chapitre 8

Multiplication par des fonctions

Définition 8.1 Pour u € D'(X) et ¢ € C*(X). On définit Yu € D'(X)
par (Yu, @) = (u, Yp).

Lemme 8.0.2

supp(yyu) C supp(¢) supp(u).

Exemple 8.1
i wéa = w<a’)5a
e Idoy =0
e Idvp(:) =1

Proposition 8.1 &’(X) est dense dans D'(X).

Démonstration. Soit K; une suite exhaustive de compacts dans X et x; €
Cg° valant 1 sur K. Soit v; = x,u € D'(X).

On a vj € & car supp(x;u) C supp(u) Usupp(x;). Il reste & montrer que
(vj, ) = (u, ) pour tout ¢ € C§°.

Comme x,;p — ¢ dans Cg° et (v;, ¢) = (u, x;¢), c’est bon. u

Proposition 8.2 Si ¢ € C*(X) et u e D'(X).

9(Yu) = (0;¢)u + ¢ (dju)
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Chapitre 9

Changement de variables

Etat de D'art :
D — CY(X) — L, .(X) = L}, — {mesures} « & — D’

Comment passer de X a Y7

9.1 Transposition

Définition 9.1 Soient E et F des ev et A : E — F linéaire.
L’application linéaire transposée de A notée AT : F’ — E’ est définie par

Vie F',x € E,AT(1)(z) = I(A(z))

Exemple 9.1
e La multiplication M, par v € Cg° est linéaire et sa transposée est

Mu(p) = (u,bp).

e On peut faire pareil pour la dérivation : 9; sur D’ est la transposée de
—0; sur les fonctions.

e La transposée de l'injection C°(U) — C§°(V) est la restriction u —

U‘U-
9.2 Image réciproque d’une fonction

Définition 9.2 Soit ¢ : X — Y. On définit ®*¢ par &*Y(z) = (P(x))
pour tout ¢ : Y — C.

Remarque 9.1
o 50 ® est linéaire et f est une forme linéaire, on obtient la transposition
o f = dTf.
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CHAPITRE 9. CHANGEMENT DE VARIABLES

o Si® est C, on a que si f € C(Y), alors ®*f € C>*(X). Attention :
si f est a support compact, ®* f n’est pas en général a support compact.

9.3 Image directe d’une distribution a sup-
port compact

Définition 9.3 Soit X ouvert de R" et Y ouvert de RP. Soit & : X — Y.
On sait que ®* : C*(Y) — C*°(X). On définit l'image directe par ®,
notée @, : £'(X) — &'(Y) par &, = (¢*)T.
On a (®.u, ) = (u,po ®).

Exemple 9.2 Soit a € X. On considere §, € £'(X).

(@100, 0) = (00, 0 0 P) = (da(a), ©)

Donc @,0, = da(q)-

9.4 Image directe dans D’

Définition 9.4 Une application & : X — Y est dite propre ssi 'image
réciproque d’un compact est toujours compacte.

THEOREME 9.1 Soit ® : X — Y une application C® propre. Alors ®,
s’étend en une unique application continue de D'(X) — D'(Y) et on a

supp(®.u) C P(supp(u)).

Démonstration.

! On peut construire une suite u; = y;u dans &’ telle que u; — u dans

D'. Nécessairement ®,u = lim @, u;.
J—00

3 Soit L C Y un compact. Soit x € C5°(X) valant 1 sur K := &~ !(L).
On définit pour ¢ € C§°(L), (v, p) = (u, x(p o P)).
vy, est une forme linéaire continue sur C§°(L). Montrons que u +— vy,
est continue.
Soit u; — u dans D" avec u; € £'. Pour tout ¢ € C§°(L),

(auy, o) = (uj, x(¢ o P))

car y = 1 sur K. Donc en passant a la limite, ¢a converge vers (vy, ).
On a donc bien défini une distribution ®,u € D'(Y).
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9.5. DIFFEOMORPHISMES

e Si supp(y) et ®(supp(u)) sont disjoints, les images réciproques par ®
sont disjointes donc

O~ (supp(p)) = supp(p o @) et supp(u) C ¢~ (P(supp u))
Donc (u, p o @) = 0.

On a donc supp(®.u) C P(supp(u)). u
9.5 Difféomorphismes

Définition 9.5 & : X — Y est un difféomorphisme ssi ¢ est C'* bijective
a réciproque C*°.

Définition 9.6 Si ® est C', on définit la jacobienne par (5%); ;.
J

Lemme 9.1.1

Soit ®: X - Yetg:Y —Z D(go®)(x)=Dg(P(x)) o DP(x).
Lemme 9.1.2

Si ®: X — Y est un diffeomorphisme, alors n = p.

Définition 9.7 On appelle jacobien le déterminant de la jacobienne et on
note jo(x) = |det D®(z)|.

THEOREME 9.2 Soient X,Y ouverts de R", ® : X — Y un difféomor-
phisme. Alors ®, est bien définie de D'(X) — D'(Y) et si f € L}, (X), ®.f
est aussi L}, (Y) et on a ®,f = ju®* f avec ¥ = d~L,

loc

Démonstration. ® : X — Y est un difféomorphisme donc propre donc ®, est
bien définie. On sait que

/stozfyfowo@jw

ie <f7§0> = <f01117()00\1]j‘1’>
Par définition, (O, f, o W) = (f,poWod) = (f ) donc

(@uf,p0W) = (V" f, ju U p) = (jo U f,p o )
Donc @, f = jyu U™ f. |

THEOREME 9.3 Si® : X — Y est un difféomorphisme, alors on peut définir
Uimage réciproque ®* : D'(Y) — D'(X) qui étend l’image réciproque sur les
fonctions et on a

P, 0j0 = ((I)_l)*

Démonstration. On voit par le théoreme précédent que @, : Cg°(X) —
C3°(Y) et on définit &* = (P, |ce)”. u
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CHAPITRE 9. CHANGEMENT DE VARIABLES
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Chapitre 10

Convolution des distributions

On note T, la translation par a. (T,¢)(z) = p(x —a) = (T-.)* .
On note S la symétrie x — —z. Sp = S*o = (S71)*p. On utilise aussi

=S¢
Ainsi, fxg = (f,1.59).

10.1 Convolution d’une distribution par une
fonction

Définition 10.1 Siu € D'(R") et ¢ € CP(R™) (ouu € & et ¢ € £), on
note u * ¢ la fonction

x = (u,y oz —y))
Exemple 10.1 (6, * ¢)(z) = ¢(x — a) = Typ(x).
Ainsi, dp * ¢ = .
THEOREME 10.1 Soit u € D" et ¢ € C*. Si supp(u) compact ou supp ¢
compact alors u *x p € C*.
De plus, supp(u * @) C supp(u) + supp(y) et

Va, T, (ux @) = (Tyu) ¢ = ux (Tup)
Vo, 0%(u x @) = (0%u) * o = ux (0%p)

Démonstration. Sisupp(p) est compact (I’autre cas est similaire), 'applica-
tion x — T, S¢ est continue donc par composition, u * ¢ est continue.
Soit e; un vecteur de base

%((“ ) (@ +tej) — (uxp)(x)) = <u,y L, plette — ?1) — oz — y)>
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CHAPITRE 10. CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS

Donc par continuité de wu,

%((u * ) (@ +teg) — (ux p)(x)) = (u, Ojp(z —-)) + o(1)

Ainsi, u* ¢ est dérivable et 0;(u * ¢) = u * 0;¢. Ainsi, les dérivées partielles
sont continues donc on a la Cl-itude donc par récurrence, la C*°-tude.

Soit C' = supp(u) + supp(y). C est fermé (somme d'un fermé et d'un
compact). Comme C° est ouvert, il suffit de montrer que u * p|cc = 0.

Soit x ¢ C. x — suppg ne rencontre pas supp(u) et x — suppy =
supp(T,Sy) done (u, T,S¢) = 0. n

10.2 Opérateur de convolution

THEOREME 10.2

(i) Soit w € D', lopérateur de convolution (ux) est linéaire continu et
commute avec les translations.

(ii) Réciproquement, toute application linéaire continue U : C§° — C* qui
commute avec les translations est un opérateur de convolution. Précisé-
ment, il existe un unique u tel que U = ux et u = dpolU 0 S.

Démonstration.

e Continuité : Si K et L sont des compacts, on montre pour tout k
Pexistence de C' telle que [|u* ¢llciiy < Cll@llory pour tout ¢ €
C5°(K). Sig; — 0 dans C5°, on a [lu* ;| cey — 0 donc ux* ; — 0
dans &.

e Existence : Posons u =90oU o S.

ux = (0,U0S(T.Sp)) = (U(S(T:(S(¢)))))(0)
= (UoT 29)(0) = (T2 0oUyp)(0) =Uyp

e Unicité : Si Up = u * ¢ alors
(0,Up) = (Up)(0) = (u, Sp)
Donc (§ o U, p) = (u, Sp) donc (0US™1, @) = (u, ). ]

10.3 Densité

Lemme 10.2.1
Soit X ouvert de R™ et A une application telle que pour tout t € R™,
A(t) € CF° et
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10.3. DENSITE

1. A est nulle en dehors d’un compact
2. les A(t) sont a support dans un compact fixe
3. A est uniformément équicontinue pour toutes les normes C*.
alors
o [pm A(t)dt =z — [pm A(t)(z) dt est une fonction C°(X).
e Pour tout v € D'(X), t — wo A(t) est une fonction continue a support
compact
o {u, [ A()dt) = g uo A(t) dt
Remarque 10.1 Si on a une fonction f(
t

,x) de C(R™ x X)) alors les condi-
tions précéents sont satisfaites pour A(t) =

t
)= f(t,-).
Démonstration.
e Dérivation sous l'intégrale
e continuité par (3) et par composition. Support compact par (1).
e On remplace l'intégrale par une somme de Riemann sur un compact.
Soit & > 0, on pose Sy, = h™ Y A(ht).

tezm
<u, / A> = (i, lim 5) = lim (u, 5,) = / wo A(t) di .
THEOREME 10.3 Siu € D'(R"), ¢ € C(R™) et ¢ € C(R™) alors

(ux*p, ) = (u, Sp * 1)

Démonstration.
(ux @, ) = / u, T, Se)(x) de = /(u,w(x)TxS@ dz
< /w TSgod:L’> (u, 1 * Sp)

car lapplication A(z) = ¢ (x)T,S¢ vérifie les hypotheéses du lemme. ]

THEOREME 10.4 Soit X ouvert. C§°(X) est dense dans D'(X).

Démonstration. On pose u; = (x;u) * ¢; € C§°. ¢; est une suite régulari-
sante et x; est une partition de l'unité associée a une suite de compacts K
absorbant X : d(K;, X¢) > 1

(uj, ) = (xju, Sp;j * ) = (u, x;(Sp;) * V)

Pour j assez grand, K contient le support de Sy, * ¢ donc x;(S¢;) * ¢ =
(S¢;) * 4. Done (uj, ) = (u, (Sg;) * ) = (u, ). m
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CHAPITRE 10. CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS

10.4 Convolution de deux distributions

On a défini (ux) : D — & donc on obtient un opérateur (ux)' : & — D’
par
((we)v, @) = (v, ux )
Or si u est une fonction, on sait que (v, u * p) = (v * Su, ).

Définition 10.2 Siu € D' est v € £, on définit u*x v € D’ par

(uxv,0) = (u, (5v) * ¢)

ou Sv = S,v.

Proposition 10.1
e supp(u *v) C supp(u) + supp(v)
o (u, (Sv)*p) = (v, (Su)*p). On peut donc définir vku et on a uxv = vku.
e Si deux des trois distributions wu,v,w sont a support compact, alors
(uxv)*xw=mux*(v*w)
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Chapitre 11

Transformation de Fourier

11.1 Fourier dans L!

Définition 11.1 Siu € L', on note F'u sa transformée de Fourier la fonction

£ | e @8y (x)da
Rn
THEOREME 11.1 Siu € LY (R") alors Fu est uniformément continuer et

tend vers 0 aux infinis.
Ainsi, Fu est bornée et |Fu(€)| < ||lu]|,-

Démonstration.
R 1 . S
Fu(§) = —/e < +|\E|\2’£>u(x) dz

- / o~ i(T:€)y, (:E — 7T_£2> de = —F(T x u)(§)

On demi-somme :

Siw e L' alors ||u— Thull, = 0 si b — 0 (utiliser la densité de CJ dans
Ll

Ainsi |Fu(§)| < Hu —T e u

=, — 0 quand ||&|| — oc. n

1

11.2 Fourier dans &’

Définition 11.2 Siu € &', on pose Fu = & — (u,e @),
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CHAPITRE 11. TRANSFORMATION DE FOURIER

Lemme 11.1.1
Siu € &', Fu est analytique.

Démonstration. On note e_;z = z — e~@8),
§ = e_; est continue donc F'u est continue. De plus

lim
t—0 t

P10 = (FOIE) _ (e~

qui existe car § — e; est analytique donc dérivable. [ ]

Remarque 11.1 L’application u — (u,e_,) est la transformée de Laplace.

11.3 Fourier dans ’espace de Schwartz S

Définition 11.3 On dit que ¢ est a décroissance rapide ssi pour tout [3,
2Pp(z) est bornée.
p € .S ssi o € C et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide.

Remarque 11.2 D C S C & et les injections sont continues.
De plus S est dense dans E.

Définition 11.4 On dit que ¢, — ¢ dans S ssi pour tout «, 3,
sup |270%(pn — )| = 0

Lemme 11.1.2
D est dense dans S. Soit x € Cg°, x = 1 sur ||z|| < 1.

Soit e*x = x — x(ex). Pour tout ¢ € S, . := (e*x)p € C§° et converge
vers ¢ dans S.

Démonstration. p. — @ = (¢*x — 1)p.
0%(pe =) = (€' = )% + O(¢)

Or [[(ex = )% < sup [|9%¢]. m

ellz|l<1

Lemme 11.1.3
F' est une application linéaire continue de S — S. On note D; = %8]».

F(Djp)(§) = §;Fp(€) et Fzjp)(§) = —D;jFp(€)

F(T79)(§) = (eiaF'@)(§) et Fleiap)(§) = (T2, Fp)(§)
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11.4. FOURIER DANS &’

11.4 Fourier dans 5’

Définition 11.5 On appelle distribution tempérée une forme linéaire conti-
nue sur S.

Définition 11.6 On dit que u; — u dans S’ ssi pour tout ¢ € S, (u;, ) —
(u, ).
Remarque 11.8 Siu € &', on peut restreindre u a S C E.

Sip; — 0 dans S, on a vu que p; — 0 dans € donc (u, ;) — 0 donc
uels.

D’autre part, siw € S’, on peut restreindre v a C3° et si ¢; — 0 dans
Cye alors pj — 0 dans S" doncu € D'.
Définition 11.7 Siu € S5, on définit Fu € S’ par (Fu, p) = (u, Fp).

F étend la transformation de Fourier sur S.

THEOREME 11.2 Soit u une forme linéaire sur S. Alors uw € S’ ssi il existe
C,k, N tel que pour tout p € S,

[(u, )| < C ||80||s(k,N)

Remarque 11.4 ||80||S(k,N) = SUP; g<N,a<k |$58a¢($)|-

Démonstration.
< Soit p, — 0 dans S. Pour tout k, N, [[¢nllgg ny — 0 done (u, pn)| —
0.
= Il faut passer par contraposée. [ ]

COROLLAIRE 11.1 Soit u € D'(R™). Alors uw € S’ ssi il existe C,k, N tel
que pour tout ¢ € C§°,

[(u, )| <C ||80||s(k,N)

Démonstration.
= Siu € 5, on a le résultat pour ¢ € S donc pour p € D.
< Soit ¢ € S. On pose ¢.(z) = x(ex)yY(x) on x € C§° valant 1 sut
ol < 1.
On sait que 1. — ¥ dans S et on définit (@, ) = lim._,o(u, ). Cette
limite existe car

(U, e — )| < Cllope — QOE’HS(IC,N)

Or ¢, converge dans S donc est de Cauchy, ainsi (u, ¢.) est de Cauchy
donc converge. [ ]
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CHAPITRE 11. TRANSFORMATION DE FOURIER

THEOREME 11.3 Pour tout 1 <p<oo, SCLP C S

Démonstration. S C L est claire (décroissance rapide)

Soit u € LP. On montre que (u,-) est bien défini est continue sur S.

C’est bien défini par Holder. Si p = oo, on veut ||¢||; < 0o, c’est bon car
pes.

Sip =1, ona (el < Jull, ol et I = IFlso0) Done u est
continue sur S par le théoreme.

Si ¢ < 0o, on peut écrire o(z) = (1 + ||z]|) "N (1 + ||z|)¥p(x) donc

1
_ q
liell, < ([ ll2l) )" sup (1 + el ¥ @)] < Cllplsom
des que Ng > n, ce qu’'on a le droit de choisir car N est arbitraire. [ ]

Lemme 11.3.1
Si g, € S alors (p, F) = (Fo, ).

Démonstration.

[ Pev = [[ g dudg = [[ e p@)p() dvd = [ Fup

Définition 11.8 Soit u € S’, on définit Fu € S’ par (Fu,p) = (u, Fp)
pour tout ¢ € S.

THEOREME 11.4 F : S — S’ étend les transformations S — S, L' — C°
et ' — C* analytiques.

11.5 Inversion de Fourier

THEOREME 11.5 F :S — S est bijective et F~! = (zi)nFOS = @#SOF.

F : 58" — 8" est aussi bijective et on a encore F'F = (2m)™S.

Démonstration. Tout repose sur F'1 = (27)"0.
Soit v = F'1 € S’. Pour tout j, v = F(D;1) = 0.

Soit ¢ € Cg°, par Taylor on a (&) = ¢(0) + > _&;g;(€).
k=1

Soit x € C§° valant 1 sur supp ¢.

PO = X(O90) + LEx(O55(6)

Donc (v, ¢) = ¢(0){(v, x)+0 donc v = ¢d dans D’ donc dans S’. On détermine
llel

c=(2m)" avec p =€~ 2 .
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11.6. FOURIER ET CONVOLUTION

Alors
(2m)"p(z) = (F1,T;) = (1, FT;p) = (1, eiF'p) = SFF(p)(2)

D’ou le résultat. On obtient donc les mémes formules sur S’ par transposition.

|
Proposition 11.1 Soit u € S’. Pour tout j, FD;u = &;Fu et F(z;u) =
—D]FU
THEOREME 11.6 PARSEVAL Soit o, € S alors
(0.9) = 5o (F, F)
()07 - (271')” 907
Démonstration. Fip = SF et
(Fp, F) = (Fo, SFY) = (p, FSFY) = (0, 9) m

)"

11.6 Fourier et convolution

THEOREME 11.7 S est stable par Fourier et par convolution : pour tout
P,V €S,

Flpxy) = (Fo)(F) el F(pyp) = (Fp) * (Fy)

1
(2m)"
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Chapitre 12

Solutions fondamentales

12.1 EDP linéaires

Définition 12.1 Une équation de la forme > ¢ (2)0%u = f avec ¢, une
lof<n
fonction sur R"™ telle qu’il existe a avec ¢, # 0 est appelée équation aux
dérivées partiellles linéaire d’ordre |a| avec second membre f.
On peut Décrire P(z,0)u = f avec P(z,0) = > co(z)0”. P est une

laj<m

opérateur différentiel linéaire.
La fonction

(z,8) = D cal)(i€)"

laj<m

s’appelle le symbole de I'opérateur P. La fonction P, (z,€) := > ca()(i€)*
|a)l=m

s’appelle le symbole principal de P.

Lemme 12.0.1
Si P est a coefficients constants alors pour tout u € S', F(P(0)u)(§) =

P(i&) Fu(§).
12.2 Solutions fondamentales
Définition 12.2 Soit P un opérateur différentiel. On appelle solution fon-

damentale de P une distribution E € D’ telle que PE = .
On dit aussi que E est une fonction de Green de P.

On suppose par la suite que P est a coefficients constants.

THEOREME 12.1 Soit E une solution fondamentale de P. Alors
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CHAPITRE 12. SOLUTIONS FONDAMENTALES

e Pourtout fe &', P(Exf)=f
o Pour tout u € &', u = E * (Pu).

Autrement dit, si on considere I’équation Pu = f alors si f est a support
compact, u = E X f est solution et si la solution u est a support compact
elle est unique car E x P(u) = E « f.

THEOREME 12.2 EHRENPREIS-MALGRANGE Tout opérateur a coefficients
constants admet une solution fondamentale.

12.3 Laplacien

Définition 12.3 Une distribution u € D'(X) est dit harmonique ssi Au = 0
dans D'.

THEOREME 12.3 Soit E définie pour x # 0 par

-1 ’
E(z) = {@—n)%uuw sin# 2

loglo] sinon
27

ot ¢, est le volume de S, Alors E € L}, est c’est une solution fondamen-
tale de A

12.4 Opérateur de Cauchy-Riemann 0

Lemme 12.3.1

La fonction z — i e Ll

e €st solution fondamentales de 0.

12.5 Hypoellipticité

Définition 12.4 On dit que P est hypoelliptique sur R" ssi pour tout ouvert
X et u € D'(X), le supposrt singulier de Pu est le méme que celui de u.

Remarque 12.1 Siu € C*(X), on a toujours Pu € C*(X) donc l'inclusion
C est claire. L’autre dit que si u est solution de Pu = f avec f € C™ alors
ue C.

On peut définir SSA(u) le support singulier analytique (le complémentaire
du plus grand ouvert ou u est analytique) et Uhypoellipticité analytique :
SSA(Pu) = SSA(u).

THEOREME 12.4 Si P admet une solution fondamentale, il est hypoellip-
tique. Si de plus cette solution est analytique en dehors de 0 alors P est
analytiquement hypoelliptique.
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12.5. HYPOELLIPTICITE

Démonstration. Siu € &', u=0*u = (PE)*xu = E x (Pu) donc SS(u) C
SS(E)+ SS(Pu) C SS(Pu).
Siu € D', on la remplace par yu. [ ]
COROLLAIRE 12.1
(i) Toute distribution harmonique est analytique.
(ii) Toute solution de Cauchy-Riemann est analytique.
(iii) Si f € C*, toute solution de Au = f est C™.
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