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Chapitre 1

Introduction et exemples :
maths à la physicienne

Soit f : I × U → Rn avec I un intervalle de R et U un ouvert de Rn.

Définition 1.1 Un équation différentielle d’ordre 1 s’écrit x′(t) = f(t, x(t)).
On dit que ϕ est solution ssi ϕ est C1 et vérifie ∀t ∈ I, ϕ′(t) = f(t, ϕ(t)) et
ϕ(t) ∈ U∀t ∈ I.

Remarque 1.1 On aurait pu prendre ϕ seulement différentiable, mais ça ne
change rien, car si ϕ est différentiable et solution, alors elle est C1 puisque
f et ϕ sont continues.

Exemples :
• La tractrice (Leibnitz, 1693).

On cherche la courbe telle que la distance entre tout point P de la
courbre et l’intersection de l’axe des abscisses avec la tangente en P est
constante égale à a.
Soit P de coordonnées (x, y) sur la courbe. La pente de la tangente au
point P est −y√

a2−y2
et aussi y′ donc on a :

y′ =
−y√

a2 − y2

C’est une équation à variables séparables donc on fait nos physiciens :
et puis on change de variable (v =

√
a2 − y2, v dv = −y dy) :

dx =
√

a2 − y2−y dy

Et puis on change de variable (v =
√

a2 − y2, v dv = −y dy) pour
calculer l’intégrale et on tombe sur :

x = −
√

a2 − y2 − a ln

(
a −

√
a2 − y2

y

)

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES
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• Brachistochrone : on cherche le moyen le plus rapide d’aller d’un point
à un autre dans un champ de pesanteur uniforme.
La méthode de Galilée (1683) est de prendre un quart de cercle de
A à B et d’y placer C, D, E et F (dans l’ordre). Il considère après
les trajets en ligne droite ACB, ACDB,. . . Il remarque que ACB est
moins bon que ACDB qui est moins bon que ACDEB,. . . Il conclut
alors faussement que l’arc de cercle est le chemin cherché.
Méthode de physicien de Bernoulli : On considère une portion élémen-
taire de la courbe ds. Sur cet élément, on peut considéré que la courbe
est droite. On a alors un triangle rectangle de côtés ds, dx et dy. On
a donc sin(α) = dx

ds
.

Le chemin le plus court entre deux points est celui que suivrait un
rayon de lumière. La courbe brachistochrone est donc simplement le
trajet suivi par la lumière dans un milieu où la vitesse augmente se-
lon une accélération constante (l’attraction terrestre g). La loi de la
conservation de l’énergie permet d’exprimer la vitesse d’un corps sou-
mis à l’attraction terrestre par v =

√
2gy. On peut alors utiliser le

principe de Fermat : v = K sin(α).
Donc K =

√
2gy ds

dx
. Or ds2 = dx2 + dy2 donc ds2

dx2 = 1 + dy2

dx2 .

On obtient alors :
√

1 + dy2

dx2

√
2gy = K donc dy

dx
=
√

c−y

y
.

On pose alors y = c sin2(u) et on a, en réinjectant dans dx =
√

y
c−y

dy,

on a dx = 2c sin2(u) du et on a x = cu − c sin(2u)
2

.
On a donc affaire à une branche de cycloïde retournée :
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1.1. QUELQUES TYPES D’ÉQUATIONS INTÉGRABLES
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1.1 Quelques types d’équations intégrables

1.1.1 Variables séparables

Forme

Ce sont les équations de la forme y′(x) = f(x)g(y(x)).

Résolution

On cherche une primitive de y 7→ 1
g(y)

notée G et F une primitive de f et
on a G(y) = F (x) + c et avec de la chance, on peut obtenir y en fonction de
x.

Dans le cas où g = Id, on parle d’équation linéaire homogène et on a
y = Ce

∫
f(x) dx.

1.1.2 Équations linéaires inhomogènes

Forme

y′ = f(x)y + g(x).

Résolution

On cherche y sous la forme u(x)v(x). On a u′v + uv′ = fuv + g et on
essaie d’identifier u′ avec fu et uv′ avec g.

On doit donc résoudre un équation linéaire homogène pour u : u =
Ce
∫

f(x) dx.
Si C 6= 0, u ne s’annule pas donc on a v′ = g

u
et on peut trouver v.

Donc y = x 7→ Cu(x) + u(x)
∫ x

0
g(t)
u(t)

dt.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

1.1.3 Équation de Bernoulli-Ricatti

Forme

Ce sont celles de la forme y′ = fy + gyn.

Première méthode

On cherche y sous la forme uv et on essaie comme précédemment d’iden-
tifier : on doit alors résoudre u′ = fu et v′ = gun−1vn.

On peut résoudre la première équation comme précédemment : u(x) =
Ce
∫ x

0
f(t) dt.

Et on peut résoudre la deuxième équation qui est à variable séparables.
On a alors :

y(x) = u(x)
(

c + (1 − n)
∫ x

0
g(t)un−1(t) dt

)1−n

Deuxième méthode

On pose y = vβ.
On a y′ = βv′vβ−1 = fvβ + gvnβ.
Donc βv′ = fv + gv(n−1)β+1 donc, avec β = 1

1−n
, on a v′ = (1 − n)fv +

(1 − n)g qui est une équation linéaire inhomogène.

1.2 Exemples en dynamique des populations

1.2.1 Cas d’une seule espèce

Modèle classique

Si N(t) désigne le nombre d’individus d’une population, on peut modéliser
l’évolution de N par l’équation N ′(t) = rN(t) (loi de Maltus) avec r une
constante représentant le taux d’accroissement de la population.

On a donc N(t) = N0ert.

Un meilleur modèle : celui de Verkult

On note n(N) le taux de natalité et m(N) le taux de mortalité.
On a N ′(t) = n(N(t))N(t) − m(N(t))N(t). On suppose que n et m sont

des fonctions affines de N avec n décroissante et m croissante.
On obtient que n − m est une fonction affine décroissante et on a N ′(t) =

(a − bN(t))N(t) avec b > 0.
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1.2. EXEMPLES EN DYNAMIQUE DES POPULATIONS

Si on suppose N ′(t) positif au voisinage de 0, on a a > 0 et si b 6= 0, on
obtient N ′(t) = aN(t)(1 − N(t)

c
).

N = c est solution. On dit que c est un point critique. Dans ce modèle,
on l’appelle capacité d’accueil.

Si N(t) > c, alors N décroît, sinon elle croît.

Solution

À part énoncer des propriétés dont l’intérêt reste à prouver vu ce qu’on va
faire, on va résoudre cette équation avec la condition initiale N(0) = N0 > 0.

C’est une équation de Bernoulli, donc gentille donc on la fait résoudre au
prof et on a :

N(t) =
c

1 +
(

c
N0

− 1
)

e−at

On obtient : lim
t→+∞

N(t) = c.

1

2

3

1 2 3 4

c = 2
N0 = 3

N0 = 1

1.2.2 Cas de deux espèces

Mise en équation

On s’intéresse à un système biologique avec des proies x(t) et des préda-
teurs y(t).

En l’absence de prédateurs, x′(t) = ax(t) avec a > 0 un taux de crois-
sance.

En l’absence de proies, y′(t) = −cy(t) avec c > 0 un taux de mortalité.
En combinant la présence des deux espèces, on obtient le modèle de

Lotka-Volterra : 



x′(t) = (a − by(t))x(t)

y′(t) = (dx(t) − c)y(t)

avec a, b, c, d positifs.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

Équilibres du système

On cherche les états du système tels que x′ = y′ = 0. On doit donc
résoudre : 




0 = (a − by0)x0

0 = (dx0 − c)y0

On trouve (0, 0) et ( c
d
, a

b
).

Ce sont les points stationnaires ou d’équilibre du système. Les fonctions
constantes associées sont des solutions stationnaires.

Existence d’un invariant/intégrale première

Définition 1.2 C’est une fonction I telle que I(x(t), y(t)) est constante
pour tout t et pour toutes solutions x et y du système.

Formellement, on a :

x′

y′
=

x(a − by)
y(dx − c)

donc
x′(dx − c)

x
=

y′(a − by)
y

donc dx′ − c
x′

x
= a

y′

y
− by′

donc dx − c ln(x) = a ln(y) − by + k

Posons alors I : (x, y) 7→ a ln(y) − by + c ln(x) − dx. On peut vérifier que
I est constante.
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Chapitre 2

L’arrivée des maths correctes :
théorèmes généraux, existence
et unicité des solutions

2.1 Préliminaires

2.1.1 Cadre général

Soit I un intervalle de R ouvert. Soit E un Banach et D ⊂ E un ouvert
connexe. On considère une application f : I × D → E continue et y0 ∈ E.

Définition 2.1 On appelle problème de Cauchy la recherche d’un intervalle
J tel que t0 ∈ J ⊂ I et d’une solution y : J → D telle que y soit dérivable
sur J et : 




y′(t) = f(t, y(t))∀t ∈ J

y(t0) = y0

Remarque 2.1 Le plus souvent, on considèrera souvent le cas où E = Rd.

Proposition 2.1 Une formulation équivalente du problème de Cauchy est :

y(t) = y0 +
∫ t

t0

f(s, y(s)) ds ∀t ∈ J

Démonstration.
⇒ f est continue et y est dérivable par hypothèse donc y′ est continue

et y est C1.
Ainsi, y(t) = y(t0) +

∫ t
t0

y′(s) ds.
On obtient la deuxième formulation en remplaçant y′(s) par f(s, y(s)).

⇐ Il suffit de dériver pour obtenir y′(t) = f(t, y(t)). Et on évalue en t0

pour avoir y(t0) = y0.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Définition 2.2 Un couple (J, y) est appelé solution locale du problème de
Cauchy ssi t0 ∈ J ⊂ I, y ∈ C1(J), J voisinage de t0 dans I et ∀t ∈ Jny′(t) =
f(t, y(t)).

Définition 2.3 Soit (J1, y1) et (J2, y2) deux solutions. On dit que (J1, y1)
prolonge (J2, y2) ssi J2 ⊂ J1 et y1|J2

= y2.

Définition 2.4 Une solution locale est dite maximale si tous ses prolonge-
ments lui sont égaux.

Définition 2.5 Une solution est dite globale si J = I.

Remarque 2.2

• Une solution globale est maximale.
• Soient (J1, y1), (J2, y2) deux solutions locales et t1, t2, t3, t4 tels que

t1 < t0 < t2 et t3 < t2 < t4 et [t1, t2] ⊂ J ⊃ [t3, t4] vérifiant :





y′

1(t) = f(t, y1(t))∀t ∈ J1

y1(t0) = y0





y′

2(t) = f(t, y2(t))∀t ∈ J2

y2(t2) = y1(t2)

Alors le couple (J, y) défini par J = [t1, t4] et y(t) = y1(t) sur [t1, t2] et
y(t) = y2(t) sur [t2, t4] est une solution locale qui prolonge ([t1, t2], y1).

Lemme 2.0.1
Si f est Ck sur I × D, toute solution locale (J, y) est de classe Ck+1 sur J .

Démonstration. Par récurrence sur k en utilisant l’équation différentielle.

2.1.2 Exemples

1. 



y′(t) = −2ty2(t)∀t ∈ R

y(0) = 1

a pour solution globale t 7→ 1
1+t2 .

2. 



y′(t) = 2ty2(t)∀t ∈ R

y(0) = 1

et là, on n’a qu’une solution maximale non globale sur ]−1, 1[ : t 7→ 1
1−t2 .
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2.1. PRÉLIMINAIRES

3. 



y′(t) = −y2(t)∀t ∈ R

y(0) = 1

Ce problème de Cauchy admet une unique solution maximale t 7→ 1
1+t

sur ] − 1, +∞[.

4. 



y′(t) = −y2(t)∀t ∈ R+

y(0) = 1

Ce problème a une unique solution globale t 7→ 1
1+t

sur R+.

5. 



y′(t) = y2(t)∀t ∈ R

y(0) = 1

a une unique solution maximale t 7→ 1
1−t

sur ] − ∞, 1[.

Remarque 2.3 Le temps d’existence de la solution ne dépend pas de manière
continue de f : 




y′(t) = y2(t) − εy3(t)∀t ∈ R

y(0) = 1

admet une unique solution sur un intervalle ] − Tε, +∞[ avec lim
ε→0

Tε = +∞
alors que pour ε = 0, la solution est définie sur ] − ∞, 1[.

Remarque 2.4 Si f est peu régulière, on peut perdre l’unicité de la solution.





y′(t) = 2
√

|y(t)|(1 + y(t))∀t ∈ R+

y(0) = 0

Les solutions maximales sont en fait pour tout a > 0, ya = 0 sur [0, a] et
tan2(· − a) sur [a, a + π

2
]. On en a une infinité.

2.1.3 Le lemme de Gronwall

Lemme 2.0.2
Soit t0 ∈ I, u, f, g ∈ C0(I,R+) telles que pour tout t ∈ I,

u(t) 6 f(t) +
∣∣∣∣
∫ t

t0

u(s)g(s) ds

∣∣∣∣

Alors, pour tout t ∈ I,

u(t) 6 f(t) +
∣∣∣∣
∫ t

t0

f(s)g(s) exp
(∣∣∣∣
∫ t

s
g(r) dr

∣∣∣∣
)∣∣∣∣
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Démonstration. On pose Y (t) =
∫ t

t0

g(s)u(s) ds.

• Cas t > t0.
Y (t0) = 0 et Y ′(t) = g(t)u(t) 6 f(t)g(t) + g(t)Y (t).
On calcule

(y(t)e
−
∫ t

t0
g(s) ds)

)′ = (Y ′(t) − Y (t)g(t))e
−
∫ t

t0
g(s) ds

6 f(t)g(t)e
−
∫ t

t0
g(s) ds

On a donc, en intégrant entre t0 et t,

Y (t)e
−
∫ t

t0
g(s) ds

6

∫ t

t0

f(s)g(s)e
−
∫ s

t0
g(r) dr

D’où le résultat, en remarquant que u(t) 6 f(t) − Y (t).
• Cas t 6 t0.

C’est pareil.

Corollaire 2.1 Dans le cas f = c > 0 et sous les hypothèses précédentes,
on a pour tout t ∈ I,

u(t) 6 ce

∣∣∣
∫ t

t0
g(r) dr

∣∣∣

Démonstration. On s’occupe du cas t > t0, l’autre étant similaire.
On remarque que :

g(s)e

∣∣∣
∫ t

s
g(r) dr

∣∣∣
= − d

ds

(
exp

(∫ t

s
g(r) dr

))

Donc on a le résultat.en réinjectant et intégrant la dérivée qu’on vient de
faire apparaître.

Remarque 2.5 Dans le cas f = 0, on a u(t) 6 0 donc u = 0.

Corollaire 2.2 Sous les mêmes hypothèses mais avec f = c1 et g = c2,
on a

u(t) 6 c1ec2|t−t0|

2.2 Le cas lipschitzien

On se place dans un Banach E. Soit D un ouvert connexe non vide de E,
I un intervalle ouvert non vide de R.

Soit f : I × D → E.

Définition 2.6
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

• On dit que f est lipschitzienne par rapport à x ssi il existe L > 0 telle
que pour tout x1, x2 ∈ D, et pour tout t ∈ I,

‖f(t, x1) − f(t, x2)‖E 6 L ‖x1 − x2‖E

• On dit que f est localement lipschitzienne par rapport à x ssi pour tout
(t0, x0) ∈ I × D, il existe un voisinage V de (t0, x0 et une constante
L(t0, x0) tels que f soit lipschitzienne sur V de constante L(t0, x0).

Remarque 2.6
• exp est localement lipschitzienne mais pas globalement.
• Une application lipschitzienne est continue.
• Une fonction globalement lipschitzienne l’est localement.
• Une fonction C1 est localement lipschitzienne.

2.2.1 Solution globale

Théorème 2.1 de Cauchy-Lipschitz On suppose D = E et f ∈ C0(I ×
E) globalement lipschitzienne par rapport à la deuxième variable.

Pour toute condition initiale y0, le problème de Cauchy y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0 possède une unique solution globale sur E.

De plus, toute solution locale est une restriction d’icelle.

Démonstration. On va utiliser le théorème du point fixe.
• Dans le cas où I est fermé borné [a, b], (C0(I, E), ‖·‖∞) est de Banach.

On utilise la norme équivalente ‖y‖ = max
t∈I

e−2L|t−t0| ‖y(t)‖E .

On pose :

T :





C0(I, E) → C0(I, E)

y 7→ y0 +
∫ t

t0
f(s, y(s)) ds

T est bien définie, continue.
Soit t > t0. Pour y1, y2 ∈ C0(I, E),

‖Ty1(t) − Ty2(t)‖E =
∥∥∥∥
∫ t

t0

f(s, y1(s)) − f(s, y2(s)) ds
∥∥∥∥

E

6

∫ t

t0

L ‖y1(s) − y2(s)‖E ds

6 L ‖y1 − y2‖
∫ t

t0

e2L|s−t0| ds

6
e2L|t−t0|

2
‖y1 − y2‖
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

On a la même chose pour t 6 t0. On obtient ‖Ty1 − Ty2‖ 6
‖y1−y2‖

2
.

Donc T est contractante. Elle a donc un point fixe.
• Cas où I n’est pas fermé borné.

On écrit ]a, b[=
∞⋃

n=0

[
a +

1
n + 1

, b − 1
n + 1

]
.

Si a = −∞, ] − ∞, b[=
∞⋃

n=0

[
−n, b − 1

n + 1

]
. Si b = +∞, c’est pareil.

Soit yn la solution sur In. Par unicité, yn+1|In
= yn.

On définit y comme l’application qui ) t ∈ In associe yn(t). D’où le
résultat.

Soit de plus (ỹ, Ĩ) une autre solution. On a Ĩ =
∞⋃

n=0

(Ĩ ∩ In) =
∞⋃

n=0

Ĩn.

Pour tout n, ỹ et y coïncident sur Ĩn donc sur Ĩ.

Proposition 2.2 Sous les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz,
soient y1 et y2 deux solutions de y′(t) = f(t, y(t)) sur I.

Alors, pour tout t ∈ I, ‖y1(t) − y2(t)‖E 6 eL|t0−t| ‖y1(t0) − y2(t0)‖E .

Proposition 2.3 Soient y1, y2 deux solutions de y′(t) = f(t, y(t)) avec f
lipschitzienne. Pour tout t ∈ I,

‖y1(t) − y2(t)‖E 6 eL|t−t0| ‖y1(t0) − y2(t0)‖E

Démonstration. y1(t) = y1(t0) +
∫ t

t0
f(s, y1(s)) ds et

y2(t) = y1(t0) +
∫ t

t0

f(s, y2(s)) ds

En soustrayant,

y1(t) − y2(t) = y1(t0) − y2(t0) +
∫ t

t0

(f(s, y1(s)) − f(s, y2(s))) ds

Donc :

‖y1(t) − y2(t)‖E 6 ‖y1(t0) − y2(t0)‖E +
∣∣∣∣
∫ t

t0

L ‖y1(s) − y2(s)‖E ds

∣∣∣∣

Et on applique le lemme de Gronwall.

Remarque 2.7 On retrouve donc l’unicité de Cauchy-Lipschitz : si (y, I)
est une solution globale et (ỹ, Ĩ) une solution locale, la proposition précédent
implique que ‖y(t) − ỹ(t)‖E 6 0 sur Ĩ.
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

2.2.2 Existence locale

On prend toujours I un intervalle non vide de R, t0 ∈ I et D un ouvert
connexe de E.

Théorème 2.2 (Théorème d’existence locale) Soit f ∈ C0(I×D, E)
et η, r,M et L tels que :

• V0 = [t0 − η, t0 + η] × B(y0, r) ⊂ I × D
• ∀(t, y) ∈ V , ‖f(t, y)‖E 6 M
• ∀(t, y1) ∈ V, (t, y2) ∈ V , ‖f(t, y1(t)) − f(t, y2(t))‖E 6 L ‖y1 − y2‖.
Alors, il existe (y, J) une solution locale avec J = [t0 − η′, t0 + η′] avec

η′ = min(η, r
2M

).

Démonstration. Soit h ∈ C1(R+) une fonction telle que h|[0, 1

2
] = 1, h|[1,+∞[ =

0 et |h[ 1

2
,1]| 6 1.

On définit F (t, y) par 0 si (t, y) ∈ [t0 − η, t0 + η] × (E \ B(y0, r)) et
h(‖y−y0‖

r
)f(t, y) si (t, y) ∈ [t0 − η, t0 + η] × B(y0, r).

On peut vérifier que F est globalement lipschitzienne sur [t0−η, t0+η]×E.
Par Cauchy-Lipschitz, le problème y′(t) = F (t, y(t)) avec y(t0) = y0 ad-

met une unique solution globale.
Par construction de h, ‖F (t, y)‖E 6 M .

Comme y(t) = y0 +
∫ t

t0

F (s, y(s)) ds, on a, pour t ∈ [t0 − η̃, t0 + η̃],

‖y(t) − y(t0)‖E 6 M |t − t0| 6
r

2

Comme F (t, y) = f(t, y) sur [t0−η̃, t0+η̃], on obtient que (y, [t0−η̃, t0+η̃])
est une solution locale.

Remarque 2.8 Si f est localement lipschitzienne sur I × D, alors les hypo-
thèses du théorème sont vérifiées.

2.2.3 Unicité locale

On prend f ∈ C0(I × D, E).

Lemme 2.2.1
Soit f localement lipschitzienne par rapport à x, J ⊂ I compact non vide,
K ⊂ D compact non vide.

Alors f est globalement lipschitzienne par rapport à x sur J × K.

Démonstration. Soit M = max
(t,x)∈J×K

‖f(t, x)‖E
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Pour tout (t, s) ∈ J × K, il existe L(t, x) et un voisinage Ut × Vx de (t, x)
dans J × D tel que pour tout (s, y1) ∈ Ut × Vx et (s, y2) ∈ Ut × Vx,

‖f(s, y1) − f(s, y2)‖E 6 L(t, x) ‖y1 − y2‖E

On peut suppose que Ut est un intervalle ouvert et Vx = B(x, r(x)
2

).

On a J × K ⊂
⋃

(t,x)∈J×K

(Ut × Vx) donc par compacité,

J × K ⊂
n⋃

i=1

(
Uti

× B

(
xi,

r(xi)
2

))

On pose alors L = max
16i6n

L(ti, xi) et r = min
16i6n

r(xi).

Soient (t, x1) et (t, x2) ∈ J × K.
Il existe i0 tel que (t, x1) ∈ Uti0

× B(xi0
,

r(xi0
)

2
).

– Si ‖x1 − x2‖E 6
r
2

alors x2 ∈ B(xi0
, r(xi0

)).
On a alors ‖f(t, x1) − f(t, x2)‖E 6 L ‖x1 − x2‖E.

– Sinon,

‖f(t, x1) − f(t, x2)‖E 6 2M 6
4M

r
‖x1 − x2‖E

f est donc globalement lipschitzienne par rapport à x sur J × K avec la
constante L0 = max(L, 4M

r
).

Théorème 2.3 (Unicité locale) Soit f ∈ C0(I × D, E) localement lip-
schitzienne pas rapport à x.

Soit (y1, J1) et (y2, J2) deux solutions locales. Alors y1 = y2 sur J1 ∩ J2.

Démonstration. Soit J ⊂ J1 ∩ J2 compact non vide.
K = y1(J) ∪ y2(J) est compact donc par le lemme, f est lipschitzienne

sur J × K.
On en déduit y1 = y2 sur J en utilisant

‖y1(t) − y2(t)‖E 6 eL|t−t0| ‖y1(t0) − y2(t0)‖E

Comme J1 ∩ J2 est l’union des compacts qu’il contient, on a l’unicité sur
J1 ∩ J2.

Corollaire 2.3 Sous les hypothèses du théorème d’unicité, si on a deux
solutions qui coïncident en un point, alors elles coïncident sur l’intersection
de leurs domaines de définition.

Démonstration. Il suffit d’appliquer les théorèmes précédents.
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2.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION MAXIMALE

2.2.4 Solutions maximales

Corollaire 2.4 (Existence d’une unique solution maximale) Soit
f ∈ C0(I × D, E) localement lipschitzienne par rapport à x. Il existe une
unique solution maximale (y, J) au problème de Cauchy y′(t) = f(t, y(t))
avec y(t0) = y0.

De plus, J est ouvert dans I et toute solution locale de P est une restric-
tion de (y, J).

Démonstration. Posons t+ = sup{t′, il existe une solution sur [t0, t′]} et t− =
inf{t′, il existe une solution sur [t′, t0]}.

On définit une solution y sur ]t−, t+[ en recollant les morceaux, ce qui est
possible par le théorème d’unicité locale.

Il reste à montrer que y est maximale.
Supposons que t+ soit dans l’intérieur de I et que y se prolonge en t+ alors

on peut résoudre le problème de Cauchy z′(t) = f(t, z(t)) avec z(t+) = y(t+).
Il existe alors une solution sur [t0, t+ + ε] en recollant y et z. D’où une

contradiction.
De même en t−. Donc c’est fini.

2.2.5 Retour sur Lotka-Volterra

f

(
t,

(
x
y

))
=

(
x(a − by)
y(dx − c)

)
est C1 donc il y a une unique solution maxi-

male sur un intervalle J(x0,y0).
Quand y0 = 0, on a la solution (x(t), y(t)) = (x0eat, 0) et quand x0 = 0,

on a (x(t), y(t)) = (0, y0e−ct).
Par Cauchy-Lipschitz, si deux solutions sont égales en un point, alors elles

coïncident partout sur leur ensemble de définition.
Donc, si x0 > 0 et y0 > 0, la courbe solution ne rencontre pas {0}×]0, +∞[

ni ]0, +∞[×{0}. Donc par le TVI, x > 0 et y > 0.

2.3 Explosion de la solution maximale

Sous les hypothèses de Cauchy-Lispchitz, soit (J, y) la solution maximale
du problème de Cauchy (P ).

On sait que J est ouvert : J =]T −, T +[. Si T + < sup I ou T − > sup I la
solution maximale explose au voisinage de T + et T −.

Théorème 2.4 Soit I un intervalle ouvert de R, D un ouvert connexe de
E et f : I × D → E. continue et localement lipschitzienne par rapport à la
seconde variable.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Soit (]T −, T +[, y) la solution maximale du problème P .
Si T + < sup I alors pour tout compact K ⊂ D, il existe TK ∈]T −, T +[ tel

que y(TK) /∈ K.

Démonstration. Par l’absurde : s’il existe un compact K et une suite crois-
sante (tn)n qui converge vers T + et telle que y(tn) ∈ K pour tout n.

(y(tn))n est à valeurs dans K donc elle possède une sous-suite qui converge
vers y+ ∈ K.

Il existe η, r, M, L > 0 tel que V =]T + − η, T + + η[×B(y+, r) ⊂ I × D,
‖f(t, x)‖ 6 M sur V et ‖f(t, x1) − f(t, x2)‖ 6 L ‖x1 − x2‖ sur V .

On pose η′ = min(η, r
2M

).
Soit n > 0 tel que |T + − tn| < η′

3
et ‖y(tn) − y+‖ < r

2
.

On a alors V ′ = [tn − η
2
, tn + η

2
] × B(y(tn), r

2
) ⊂ I × D, ‖f(t, x)‖ 6 M sur

V ′ et ‖f(t, x1) − f(t, x2)‖ 6 L ‖x1 − x2‖ sur V ′.
On applique Cauchy-Lipschitz local au problème ỹ′(t) = f(t, ỹ(t)) avec

ỹ(tn) = y(tn).
Il existe une unique solution locale ([tn − α, tn + α], ỹ) avec

α = min(
η

2
,

r

4M
) =

η′

2

En particulier, tn + α > T + − η′

3
+ η′

2
> T +.

On obtient un prolongement z de y à ]T −, tn +α[)]T −, T +[ donc le couple
(]T −, T +[, y) n’est pas solution maximale.

Corollaire 2.5 Si D = E = Rn, avec les hypothèses de Cauchy-Lipschitz.
Soit (]T −, T +[, y) la solution maximale du problème P .
Si T + < sup I alors lim

t→T +
‖y(t)‖E = +∞.

Démonstration. On prend K = B(0, R). Par le théorème, il existe TR ∈
]T −, T +[ tel que ‖y(t)‖ > R pour tout t ∈]TR, T +[.

D’où le résultat.

Remarque 2.9 C’est faux en général en dimension infinie.

Définition 2.7 Soit f : Rn → Rn localement lipschitzienne. On dit que
l’équation dfférentielle x′ = f(x) possède une fonction de Lyapunov ssi il
existe V ∈ C1(Rn,R) telle que pour tout x ∈ Rn, 〈−−→

grad V (x), f(x)〉 6 0.

Théorème 2.5 Si x′ = f(x) possède une fonction de Lyapunov et si pour
tout R, {x ∈ Rn, V (x) 6 R} est borné alors la solution maximale du problème
de Cauchy est globale ie T + = +∞.
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2.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION MAXIMALE

Démonstration. Soit (]T −, T +[, y) la solution maximale.

dV (y(t))
dt

= 〈−−→
grad V (y(t)), y′(t)〉 = 〈−−→

grad V (y(t)), f(y(t))〉 6 0

Ainsi, pour tout t ∈]t0, T +[, V (y(t)) 6 V (y(t0)).
On a donc pour tout t ∈]t0, T +[, y(t) ∈ {x ∈ Rn, V (x) 6 V (y(t0))}.
Donc ‖y(t)‖ est bornée au voisinage de T +. Donc y n’explose pas en T +

et T + = +∞.

Exemples :
• x′(t) = − −−→

grad V (x(t)), x(t0) = x0 avec V ∈ C1 et tel que {x, V (x) 6

R} borné.
V est une fonction de Lyapunov pour ce système donc T + = +∞.

• Système hamiltonien : p′ =
−−→
grad H(p, q) et q′ = − −−→

grad H(p, q).
L’énergie d’un système hamiltonien est conservée.
Donc si {(p, q), H(p, q) < R} est borné pour tout R, alors H est une
fonction de Lyapunov et la solution maximale est globale.

• Il existe une fonction de Lyapunov pour le système de Lotka-Volterra.

Théorème 2.6 (Explosion en dimension finie avec D 6= E) Soit
(J, y) la solution maximale du problème de Cauchy P .

On a l’alternative suivante pour J =]T −, T +[ :
• T + = sup I
• lim

t→T +
‖y(t)‖ = +∞

• lim
t→T +

d(y(t), ∂D) = 0

Remarque 2.10 On a la même chose en T −.

Démonstration. On suppose t+ < sup I.
Pour ε > 0, on pose Kε = {x ∈ D, d(x, ∂D) > ε} ∩ B(0, 1

ε
).

On a montré que y sort du compact K à partir d’un certain temps.
Si y est bornée, il existe T ∈]t−, t+[ tel que pour tout t ∈ [T, t+[, y(t) /∈ Kε

et y ∈ B(0, 1
ε
) pour ε assez petit.

Donc pour tout ε > 0, il existe T tel que pour tout t ∈ [T, t+[,

d(y(t), ∂D) 6 ε

Sinon, si elle ne tend pas vers +∞ en t+, alors il existe ε > 0 tel que pour
tout n, il existe tn tel que :

t+ − 1
n

< tn < t+ et ‖y(tn)‖ 6
1
ε

On pose η = 1
2

min(sup I − t+, t+ − inf I).
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Pour n assez grand, [tn − η, tn + η] ⊂ I et tn ∈ [t+ − η, t+ + η].
Il existe donc une solution locale au problème de Cauchy z′(t) = f(t, z(t))

avec z(tn) = y(tn) définie sur l’intervalle [tn −η′, tn +η′] avec η′ = min(η, 1
2M

)
et M = sup{‖f(t, x)‖ , x ∈ [t+ − η, t+ + η] ∗ K 1

ε+1

.

Pour n assez grand, tn + η′ > t+ donc contradiction.

Exemple : Si f vérifie ‖f(t, y(t))‖ 6 α(t) ‖y(t)‖+β(t) avec α et β positives
intégrables sur tout compact.

Toute solution maximale du problème de Cauchy associé à f est globale
(On majore y brutalement avec Gronwall et on la trouve bornée).

Corollaire 2.6 Si f vérifie ‖f(t, x) − f(t, y)‖ 6 L(t) ‖x − y‖ avec L
intgrable sur tout compact, alors la solution maximale du problème de Cauchy
associé est globale.

2.4 Continuité par rapport aux paramètres

Cas globalement lipschitzien

Soit f continue et globalement lipschitzienne par rapport à la deuxième
variable.

On note y(t, y0) une solution du problème de Cauchy associé à f avec
y(t0) = y0. Par Cauchy-Lispchitz, il existe une uique solution maximale qui
est de plus globale.

Proposition 2.4 Pour tout segment J ⊂ i, l’application y0 7→ y(·, y0) est
continue et pour tout y0, y′

0 ∈ E, on a :

∀t ∈ J, ‖y(t, y0) − y(t, y′
0)‖ 6 eL|t−t0| ‖y0 − y′

0‖

Démonstration. Soit J ⊂ I un segment.

Pour t ∈ J , y(t, y0) = y0 +
∫ t

t0

f(s, y(s)) ds.

Donc :

‖y(t, y0) − y(t, y′
0)‖ 6 ‖y0 − y′

0‖ + L
∫ t

t0

‖y(s, y0) − y(s, y′
0)‖ ds

Et on conclut par Gronwall.

Proposition 2.5 L’application (t, y0) 7→ y(t, y0) est continue.
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Démonstration. Soient t1, t2 ∈ J segment.

‖y(t1, y0) − y(t2, y′
0)‖ 6 ‖y(t1, y0) − y(t2, y0)‖ + ‖y(t2, y′

0) − y(t2, y′
0)‖

6 ‖y0 − y′
0‖ + L

∫ t2

t0

‖y(s, y0) − y(s, y′
0)‖ ds + sup y′|t2 − t1|

6 ‖y0 − y′
0‖ + sup y′|t2 − t1| + eL(b−a) ‖y0 − y′

0‖ (t2 − t0)

Cas localement lipschitzien

Proposition 2.6 Soit f : I × D → E continue localement lipschitzienne
par rapport à la seconde variable.

Pour tout y0 ∈ D, il existe un voisinage V de y0 dans D et η > 0 tel que
pour tout y′

0 ∈ V , il existe une unique solution sur Iη = [t0 − η, t0 + η], et de
plus, y′

0 7→ y(·, y′
0) est continue sur V .

Démonstration. On applique le théorème de Cauchy-Lipschitz local.
Pour y′

0 ∈ B(y0,
r
2
), on a vu qu’il existe une unique solution locale J ′, y′

sur J ′ = [t0 − η′, t0 + η′] avec η′ = min(η, r
4M

).
De plus, on a pour |t − t0| 6 η′, ‖y′(t) − y′

0‖ 6
r
4

et de plus y′ coïncide
avec la restriction de la solution du problème.

On pose V = B(y0,
r
4
). pour y′

0 ∈ V , V ⊂ B(y′
0,

r
2
) ⊂ B(y0, r).

Puisque B(y′
0,

r
4
) ⊂ B(y0,

r
2
), pour tout t ∈ Iη′ , y′

0 ∈ V et y(t, y′
0) est la

restriction de solutions globales de l’équation y′(t) = F (t, y(t)).
Pour conclure, on applique le résultat de continuité par rapport à y0 dans

le cas lipschitzien.

Continuité par rapport à un paramètre

Définition 2.8 On considère le problème de Cauchy à paramètre :




y′

λ(t) = f(t, y(t), λ)

yλ(t0) = y0

On se ramène à un problème de continuité par rapport aux données ini-

tiales : on pose x =

(
y
ρ

)
, F (t, x) =

(
f(t, y, ρ)

0

)
et x0 =

(
y0

λ

)
.

On considère le problème de Cauchy augmenté x′(t) = F (t, x(t)) et
x(t0) = x0.

La dernière équation différentielle du système est ρ′(t) = 0 sa solution est
ρ =Cste= λ.
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CHAPITRE 2. THÉORÈMES GÉNÉRAUX

Proposition 2.7 Si f : I × E × F → E est continue et globalement lip-
schitzienne par rapport à y et λ alors λ 7→ yλ est continue pour tout segment
J ⊂ I.
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Chapitre 3

Équations différentielles
linéaires

3.1 Systèmes différentiels linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.1 Un système d’équations différentielles est une équation dif-
férentielle du type :

∀t ∈ I, X ′(t) = A(t)X(t) + B(t)

avec I un intervalle ouvert de R, A ∈ C0(I, Lc(E)) et B ∈ C0(I, E).

Remarque 3.1 C’est le cas particulier f(t, y) affine en y. on a la continuité
de f sur I ×E, la lipschitzianité locale par rapport à la seconde variable avec
|||A(t)||| comme constante de Lipschitz.

On obtient par Cauchy-Lipchitz l’existence et l’unicité d’une solution
maximale et globale sur I.

Remarque 3.2 Si E = Rd, on peut identifier y ∈ E avec le vecteur de ses
coordonnées et A avec un arc continue de matrices d × d.

Exemples :
• 




y′

1(t) = ty1(t) + y2(t) − 1

y′
2(t) = cos(t)y1(t) + ety2(t)

est un système linéaire avec A(t) =

(
t 1

cos(t) et

)
et B(t) =

(
−1
0

)
.

• y′′(t) + q(t)y(t) = 0 se ramène à une équation différentielle d’ordre 1
via les méthodes habituelles (Y (t) =

(
y(t)
y′(t)

)
). Par Cauchy-Lipschitz, si
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on ajoute une condition sur Y (0) (ie sur y(0) et y′(0)) alors on a une
unique solution maximale globale.

3.1.1 Formule intégrale et résolvante

Systèmes homogènes

Théorème 3.1 L’ensemble des solutions avec b = 0 est un espace vectoriel
de C1(I, E) de dimension finie égale à dim(E).

Plus précisément, si t 7→ y(t, t0, y0) est la solution pour y(t0) = y0, alors
l’application :

ϕt0
:





E → V

y0 7→ y(·, t0, y0)

est un isomorphisme (continu).

Démonstration. Par Cauchy-Lipschitz, ϕt0
est bien définie.

La linéarité est claire (il suffit d’écrire l’équation différentielle).
La continuité en découle vu qu’on est en dimension finie.
Si ϕt0

(y) = 0 alors y(·, t0, y0) = 0 donc y0 = 0. D’où l’injectivité.
La surjectivité est débile par prise en t0.

Définition 3.2 On appelle système fondamental de solutions une base de
V .

Remarque 3.3 Le théorème est vrai pour tout t0 donc (y1, · · · , yd) est un
système fondamental de solutions ssi il existe t ∈ I tel que (y1(t), · · · , yd(t))
est une base de E.

Définition 3.3 On considère le Wronskien défini par :

w(t) = det(y1(t), · · · , yd(t))

Proposition 3.1 Pour tout s, t ∈ I, w(t) = w(s)e
∫ t

s
tr(A(σ)) dσ.

Démonstration. Soit Y (t) la matrice (y1(t), · · · , yd(t)). On a alors Y ′(t) =
A(t)Y (t).

Soit l1(t), · · · , ld(t) les lignes de Y (t) et ai,j(t) les cœfficients de A(t).

On a w(t) = det




l1(t)
...

ld(t)


.
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De plus, comme l′
i(t) =

d∑

j=1

ai,jlj(t), on a :

w′(t) =
n∑

j=1

det




l1(t)
...

l′
j(t)
...

ld(t)




=
n∑

i=1

n∑

j=1

ai,j(t) det




l1(t)
...

li(t)
...

ld(t)




=
n∑

i=1

ai,i(t)w(t)

= tr(A(t))w(t)

D’où le résultat.

Définition 3.4 On appelle matrice résolvante du système linéaire homogène
l’unique solution du système différentiel Y ′ = AY avec Y (t0) = Id.

On la note S(t, t0).

Proposition 3.2
• Pour tout t0, t1, t2, S(t, t0) = S(t, t1)S(t1, t2).
• Pour tout t0, t1, S(t0, t1) est inversible d’inverse S(t1, t0).
• La solution du problème de Cauchy y′ = Ay avec y(t0) = y0 est donnée

par S(·, t0)y0.

Démonstration. Soit Y (t) = S(t, t1)S(t1, t0).
On a Y (t1) = S(t1, t0) et Y ′(t) = A(t)S(t, t1)S(t1, t0) = A(t)Y (t).
Donc Y = S(t, t0).
On prend t = t0. Id = S(t0, t0) = S(t0, t1)S(t1, t0) d’où le résultat.
On vérifie y(t0) = y0 = S(t0, t0)y0 donc S(t, t0)y0 est aussi solution. Par

Cauchy-Lipschitz, on a le résultat.

Remarque 3.4 On en déduit que w = 0 ou w ne s’annule jamais. De plus,
si tr(A(t)) = 0 pour tout t alors w est une intégrale première.
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CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

Systèmes non homogènes

Théorème 3.2 Formule de Duhamel La solution du problème de Cau-
chy : 




y′(t) = A(t)y(t) + b(t)

y(t0) = y0

est donnée par :

y(t) = S(t, t0)y0 +
∫ t

t0

S(t, s)b(s) ds

Démonstration. On utilise la méthode de variation de la constante : posons
y(t) = S(t, t0)z(t).

On a alors :
z′(t) = S(t, t0)−1b(t) = S(t0, t)b(t)

Donc z(t) − z(t0) =
∫ t

t0

S(t0, s)b(s) ds.

D’où :
y(t) = S(t, t0)y0 +

∫ t

t0

S(t, s)b(s) ds

3.1.2 Systèmes à cœfficients constants

Théorème 3.3 On a S(t, t0) = e(t−t0)A.
Les solutions du système y′ = Ay et y(t0) = y0 s’écrivent y(t) = e(t−t0)Ay0.
La formule de Duhamel devient :

y(t) = e(t−t0)Ay0 +
∫ t0

t
e(t−s)Ab(s) ds

Théorème 3.4 Soit A ∈ Md(C). χa = (−1)d
l∏

j=1

(X − λj)mj .

Pour tout j, il existe mj solutions indépendantes de la forme yj,k =
etλj pj,k(t) avec pj,k un polynôme de degré inférieur à k − 1.

Ceci donne un système fondamental de solutions.

Démonstration. Via la décomposition de Jordan, l’équation différentielle se
découple en r systèmes indépendants qui possèdent une solution de la forme :

etλd

dq−k∑

n=0

tn

n!
zq,k+n, q ∈ J1, rK, k ∈ J0, dsK
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3.1. SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES

Proposition 3.3 Soit A ∈ Md(R) de spectre λk = ak + ibk.
Alors il existe un système fondamental de solutions de la forme :

t 7→ tretaj cos(bjt) et t 7→ tretaj sin(bjt)

3.1.3 Groupe à un paramètre

Définition 3.5 On appelle groupe à un paramètre un difféomorphisme de
groupes de (R, +) dans (GLn(K), ·).
Proposition 3.4 Les groupes à un paramètres sont les t 7→ etA avec A ∈
Mn.

Démonstration. C’en sont clairement.
De plus, si B en est un, alors B′(t) = B′(0)B(t) donc B(t) = etA avec

A = B′(0).

Exemples :
• A = In : C’est le groupe des homothéties à rapport strictement positifs

• n = 2 et A =

(
0 −1
1 0

)
, ce sont les matrices de SO2

3.1.4 Équations différentielles d’ordre supérieur

Existence et unicité de la solution

Toute équation différentielle linéaire d’ordre n :

z(n)(t) +
n−1∑

i=0

ai(t)z(i)(t) = g(t)

avec aj ∈ C0(I), g ∈ C0(I) peut se ramener à un système d’ordre 1 :

y′(t) = A(t)y(t) + b(t) avec y =




z
z′

...
z(n)




et A la matrice compagnon de Xn −
n−1∑

i=0

ai(t)X i et

b(t) =




0
0
...
0

g(t)
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CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

Par Cauchy-Lipschitz, pour toute condition initiale, il existe une unique
solution.

Théorème 3.5 Si g = 0, l’ensemble des solutions est un espace vectoriel
de dimension n de Cn(I). De plus,

ϕ :




Kn → Cn(I)

(z0, · · · , zn−1) 7→ z(t, z0, · · · , zn−1)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Si g 6= 0, l’espace des solution est un espace affine y + V de dimension n

de Cn avec y une solution particulière.

Wronskien

Définition 3.6 Soit z1, · · · , zn un système fondamental de solutions avec
g = 0. On appelle matrice wronskienne de z1, · · · , zn la matrice :

W (t) =




z1(t) · · · zn(t)
...

...
z

(n−1)
1 · · · z(n−1)

n




Proposition 3.5 On a par la formule de Liouville :

w(t) = w(s) exp
(

−
∫ t

s
an−1(s) ds

)

Remarque 3.5 Si an−1 = 0, alors le wronskien est constant. On sit que le
système conserve le volume.

Calcul des solutions dans le cas ai constants

Proposition 3.6 Si λ est racine de χA de multiplicité m, alors les fonctions
zr(t) = treλt avec r ∈ J0, m−1K sont des solutions indépendantes avec g = 0.

Démonstration. On cherche les solutions sous la forme z(t) = Q(t)eλt avec λ
une racine de multiplicité m de χA et Q de degré inférieur à m − 1.

Par Leibniz,

z(k)(t) =
k∑

j=0

(
j

k

)
Q(j)(t)(eλt)(k−j)

On a donc
n∑

k=0

akz(k)(t) = eλt
n−1∑

j=0

Q(j)(t)P (j)(λ) = 0.
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

De plus, les solutions sont bien indépendantes car si
m−1∑

i=0

λizi(t) = 0 alors

m−1∑

i=0

αit
i = 0.

D’où α0 = · · · = αm−1 = 0

Proposition 3.7 Sur K = R, soient λ1, · · · , λk les racines de χA de multi-
plicité m1, · · · , mk.

On décompose λj = αj + iβj .
On a alors le système fondamental de solutions :

t 7→ treαjt cos(βjt) et t 7→ treαjt sin(βjt)

avec 0 6 r < mj et 1 6 j 6 k.

Variation de la constante

Soit z1, · · · , zn un système fondamental de solutions.

On cherche une solution de la forme z(t) =
n∑

i=1

ci(t)zi(t).

On a :



c′
1(t)
...

c′
n(t)


 = W −1(t)




0
...
0

g(t)




Par la formule de Duhammel :

y(t) = S(t, t0)y0 +
∫ t

t0

S(t, s)b(s) ds

et comme, ici, S(t, s) = W (t)W (s)−1, on a :

y(t) = W (t)W −1(t0)y0 +
∫ t

t0

W (t)W (s)−1b(s) ds

Donc, avec c = W −1y, on a c′(t) = W (t)−1b(t).

3.2 Comportement qualitatif des solutions

3.2.1 Portraits de phase

On étudie les trajectoires des solutions du système y′ = Ay avec A ∈
M2,2(R). On cherche P inversible telle que x = P −1y soit sympathique.

χA = X2 − (a + d)X + ad − bc et ∆ = (a − d)2 + 4bc.
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CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

• Si ∆ < 0, χA a deux racines complexes non réelles α ± iβ.
On prend :

P =

(
−β

b
0

a−d
2b

1

)

et on obtient x′ =

(
α −β
β α

)
x.

Si α < 0,

Si α > 0,

Si α = 0,

• A a deux valeurs propres réelles distinctes donc A est diagonalisable de
spectre λ, µ.
Si λ > 0 et µ > 0,
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Si λ < 0 et µ < 0,

Si λ > 0, µ < 0,

• Si ∆ = 0, λ est racine double donc,

Si A ∼
(

λ 0
0 λ

)
, on a, si λ > 0 :

Si λ < 0,
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CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

Si A ∼
(

λ 1
0 λ

)
avec λ = 0,

Sinon, si λ > 0,

Et si λ < 0,

3.2.2 Stabilité asymptotique

Théorème 3.6 On considère x′ = Ax.
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Toute solution tend vers 0 en +∞ ssi Sp(A) ⊂ {z, ℜ(z) < 0}

3.2.3 Solutions bornées

Théorème 3.7 On considère x′ = Ax.
Toute solution est bornée en +∞ ssi Sp(A) ⊂ {z, ℜ(z) 6 0} et les va-

leurs propres de partie réelle nulle sont de multiplicité 1 dans le polynôme
caractéristique.

Démonstration.
⇐ On a deux méthodes : balancer l’expression des systèmes fondamen-

taux de solutions, ou utiliser la décomposition de Dunford.
A = P (D + N)P −1 avec D diagonale, N nilpotente et DN = ND.
etA = P etDetN P −1 donc

∥∥∥etA
∥∥∥ 6 ‖P ‖ ‖P −1‖

∥∥∥etD
∥∥∥
∥∥∥etN

∥∥∥.
Si pour tout λ ∈ Sp(A), ℜ(λ) < 0, alors on prend µ = − max ℜ(Sp(A)).
On a donc l’existence de c et c′ telles que

∥∥∥etD
∥∥∥ 6 ce−µt et

∥∥∥etN
∥∥∥ 6 c′td−1

pour t assez grand.
Donc

∥∥∥etA
∥∥∥ 6 Ctd−1e−µt → 0.

Donc ‖y(t)‖ =
∥∥∥etAy0

∥∥∥ → 0.
⇒ Soit λ ∈ Sp(A) de partie réelle positive ou nulle.

Il existe une solution de la forme p(t)eλt avec p un polynôme de degré
inférieur à d.
Cette solution est non bornée ssi p est non constant ou λ 6= 0.
Si λ = 0 et p constant, la solution converge vers une constante non
nulle en général.
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Chapitre 4

Stabilité des systèmes non
linéaires

4.1 Stabilité

Définition 4.1 Soit x0 un équilibre du système x′(t) = f(x(t)).
On dit que x0 est un équilibre stable ssi pour tout voisinage de x0, il existe

un voisinage U ′ ⊂ U de x0 tel que pour tout a ∈ U ′, la solution (x(·, a) soit
définie sur R+ et ne sorte pas de U .

Définition 4.2 On dit que x0 est asymptotiquement stable ssi x0 est un
équilibre stable et il existe un voisinage W de x0 tel que pour tout a ∈ W ,
x(·, a) soit définie sur R+ et lim

t→+∞
x(t, a) = x0.

Définition 4.3 On appelle système linéarisé autour de x0 associé à x′ =
f(x(t)) le système linéaire :

x′(t) = f ′(x0)(x(t) − x0)

4.2 Critères non linéaires de stabilité

On suppose que x0 est un équilibre de x′ = f(x).

Théorème 4.1 Si x0 est un équilibre asymptotiquement stable du linéarisé,
alors x0 est asymptotiquement stable.

Théorème 4.2 Si f ′(x0) possède une valeur propres à partie réelle stricte-
ment positive, alors x0 n’est pas un équilibre stable de x′ = f(x(t)).

Remarque 4.1 Le cas difficile est Sp(f ′(x0)) ⊂ {z, ℜ(z) 6 0}.

Définition 4.4 Soit x0 un équilibre de x′ = f(x).
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CHAPITRE 4. STABILITÉ DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES

On dit que V ∈ C1(Rd,R) est une fonction de Lyapunov stricte ssi il
existe r > 0 tel que :

• x0 est un minimum strict de V sur B(x0, r)
• pour tout x ∈ B, 〈−−→

grad V, f(x)〉 6 −α(V (x) − V (x0)) avec α > 0 fixé.

Théorème 4.3 Soit x0 un équilibre de x′ = f(x).
S’il existe une fonction de Lyapunov associée, alors x0 est asymptotique-

ment stable pour x′ = f(x).

Démonstration. Quitte à remplacer f par f(x+x0)−f(x0), on peut supposer
x0 = 0.

Soit Dη = {x ∈ B, X(x) − V (0) < η} avec η > 0 fixé.
Dη est un ouvert non vide car 0 est un minimum strict de V sur B.
On montre que pour η assez petit, Dη ⊂ B.
En effet, sinon, il existerait (xn)n tel que 0 6 V (xn) − V (0) < 1

n
avec

xn ∈ ∂B.
Comme ∂B est compact, on extrait une sous-suite et on a V ( lim

n→+∞
xn) =

V (0), ce qui contredit la strict minimalité de 0.
Soit B′ ⊂ Dη ⊂ B avec B′ une boule ouverte de centre 0.
On considère le problème de Cauchy :





x′(t) = f(x(t))

x(0) = a

Par le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une solutions maximale x
sur [0, T +[.

On pose ϕ(t) = V (x(t)) − V (0) > 0.
En dérivant,

ϕ′(t) =
−−→
grad V (x(t))x′(t)

=
−−→
grad V (x(t))f(x(t))

6 −α(V (x(t)) − V (0))

6 −αϕ(x(t))

avec α > 0.
Par Gronwall, ϕ(x(t)) 6 e−αtϕ(x(0)).
Donc V (x(t)) − V (0) 6 e−αt(V (a) − V (0)) 6 V (a) − V (0) 6 η.
Si T + < ∞, pour tout t ∈ [0, T +[, V (x(t)) − V (0) 6 η
Donc x(t) ∈ Dη ⊂ B et T + = +∞.
Quand t → +∞, on a lim

t→+∞
V (x(t)) = V (0).

Il reste à montrer que lim
t→+∞

x(t) = 0.
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4.2. CRITÈRES NON LINÉAIRES DE STABILITÉ

Soit (tn)n qui tend vers l’infini avec x(tn) convergente vers l.
On a alors V (l) = V (0) donc l = 0 puisque 0 est minimum strict. On a

donc x(t) → 0 puisque B est compacte.

Remarque 4.2 Dans le cas où V (x) = ‖x‖2, on obtient que x0 est asympto-
tiquement stable avec convergence exponentiellement rapide.

Démonstration du théorème de stabilité en première approximation. Soit x0

un équilibre de x′(t) = f(x(t)).
Les valeurs propres de f ′(x0) sont à partie réelle négatives strictement.

On suppose x0 = 0 (ce qui est licite par le même changement que tout à
l’heure).

• On considère le cas où f ′(x0) est diagonalisable à spectre réel.
On se place dans une base adaptée, et on pose V (x) = ‖x‖2.
0 est un minimum strict de V . Il reste à montrer que

〈−−→
grad V (x), f(x)〉 6 −αV (x)

On a supposé f C1 donc par Taylor :

f(x) = f ′(0)x + o(‖x‖)

Donc 〈−−→
grad V (x), f(x)〉 = 〈2x, f ′(0)x〉 + o(‖x‖2)

f ′(0) est représenté par D = diag(λ1, · · · , λn).

Dans ce cas, 〈−−→
grad V (x), f(x)〉 = 2

n∑

i=1

λixi + o(‖x‖2).

Donc on a bien 〈−−→
grad V (x), f(x)〉 6 −alpha ‖x‖2 pour tout x ∈ B avec

B boule ouverte de rayon suffisamment petit.
Donc V est une fonction de Lyapunov stricte.

• On va utiliser :

Théorème 4.4 de la base adaptée Si une matrice A a toutes ses
valeurs propres à partie réelle négative alors il existe une base telle que
le produit scalaire correspondant vérifie :

〈Ax, x〉 6 −α〈x, x〉

On refait le raisonnement précédent avec V la norme au carré associée
à ce produit scalaire.

Théorème 4.5 Cetaev, 1934 Soit x0 un équilibre de x′ = f(x).
On suppose qu’il existe une boule ouverte de centre x0 et V : Rd → R de

classe C1 et Ω un ouvert tel que :
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CHAPITRE 4. STABILITÉ DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES

• x0 ∈ ∂Ω
• V > 0 sur Ω
– V = 0 sur Ω
– ∀x ∈ Ω ∩ B,

−−→
grad V (x)f(x) > 0

Alors x0 est instable.

Démonstration. On va montrer que la définition de la stabilité est violée pour
a ∈ Ω ∩ B aussi proche qu’on veut de x0.

On considère le problème de Cauchy :




x′(t) = f(x(t))

x(0) = a ∈ Ω ∩ B

On veut montrer que x(t) ne tend pas vers x0 en +∞.
Soit x la solution de maximale sur [0, T +[. On suppose par l’absurde que

x0 est stable.
On pose ϕ(t) = V (x(t)) en dérivant, on a ϕ′(t) =

−−→
grad V (x(t)))f(x(t)) >

0.
Ainsi V (x(t)) est croissante par rapport à t et on a V (x(t)) > V (a) tant

que x(t) ∈ Ω ∩ B.
On considère aussi x la solution maximale sur [0, +∞[ qui est globale car

x0 est supposé stable.
On a donc un prolongement de x, donc comme x0 est stable, pour ‖a − x0‖

assez petit, on a x(t) ∈ B pour t ∈ [0, +∞[.
Montrons que x ne traverse jamais ∂Ω.
On a V (x(t))′ =

−−→
grad x(t)f(

−−→
grad x(t)) > 0 et V (x(t)) > V (a) > 0 pour

tout t ∈ [0, t0[ avec t0 = inf{t > 0, x(t) ∈ ∂Ω}.
Or, sur ∂Ω, V = 0 donc si t0 < ∞, on a 0 = lim

t→t0

> V (a) > 0.

Donc x ne traverse jamais ∂Ω.
Par le TVI, pour tout t > 0, x(t) ∈ B ∩ Ω.
D’où T + = +∞ et x(t) ∈ B ∩ Ω pour tout t > 0.
Or V (x(t)) est croissante donc V (x(t)) > V (a).
Soit K = {y ∈ B ∩ Ω, V (y) > V (a)} compact.

On pose α = inf
y∈K

−−→
grad V (y)f(y) > 0 qui est atteint en y0 ∈ K.

Si ϕ = V ◦ x, on a ϕ′(t) > α et ϕ(t) > ϕ(0) + αt → +∞.
Donc V (x(t)) → +∞ donc ne peut pas être borné. D’où la contradiction

et l’instabilité de x0.

Démonstration du théorème d’instabilité. On suppose x0 = 0.

Pierron Théo Page 36 Tous droits réservés



4.3. RETOUR SUR LA STABILITÉ DES SYSTÈMES HAMILTONIENS

• Dans le cas f ′(0) diagonalisable avec spectre réel, on décompose Rd =
E+ ⊕ E− avec E+ l’espace propre des valeurs propres > 0 et E− celui
des valeurs propres négatives.
On pose V (x) = ‖x+‖2 − ‖x−‖2.
On pose Ω = V −1(]0, +∞[). C’est un ouvert non vide.
Il reste à trouver une boule ouverte B de centre 0 telle que, sur Ω ∩ B,
〈−−→
grad V (x), f(x)〉 > 0 avec le produit scalaire associé à une base qui

diagonalise f ′(0).
Donc

〈−−→
grad V (x), f(x)〉 = 2

∑

i tq λi>0

λix
2
i − 2

∑

i tq λi60

λix
2
i + o(‖x‖2) > 0

• Dans le cas général, on utilise :

Théorème 4.6 de base adaptée, deuxième version Soit A une
matrice. On décompose χA en P+P− associés aux valeurs propres posi-
tives ou négatives.
On pose E+ = Ker(P+) et E− = Ker(P−).
Il existe un produit scalaire tel que 〈Ax, x〉 > 2α〈x, x〉 pour x ∈ E+ et
〈Ax, x〉 6 α〈x, x〉 avec α > 0 fixé.

On refait alors comme dans le cas précédent.

Remarque 4.3 Les théorèmes de base adaptée 4.4 et 4.6 se démontrent via
la décomposition de Jordan.

4.3 Retour sur la stabilité des systèmes ha-
miltoniens

On considère le système q′ = p et p′ = −V ′(q).
On a vu que l’hamiltonien H(p, q) = p2

2
+ V (q) se conserve.

Proposition 4.1 Si V est minorée, alors les solutions sont globales.

Démonstration. Soit p, q la solution maximale sur [0, T +[.
On a H(p, q) = cste donc

p2(t)
2

6 H(p0, q0) − V0

donc p est bornée par M donc :

|q(t)| =
∣∣∣∣q0 +

∫ t

0
p(s) ds

∣∣∣∣ 6 |q0| + tM 6 |q0| + T +M

Par majoration a priori, T + = +∞.
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CHAPITRE 4. STABILITÉ DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES

4.3.1 Étude des équilibres

Proposition 4.2 (p, q) est un équilibre du système ssi p = 0 et V ′(q) = 0.
Le système linéarisé s’écrit :





q′ = p

p′ = −V ′(q)q

Si V ′′(q) < 0, on a deux valeurs propres réelles ±
√

−V ′′(q) (instable).
Si V ′′(q) > 0, les valeurs propres sont imaginaires pures et on ne peut pas

conclure pour l’instant.

Proposition 4.3 Soit q tel que V ′(q) = 0.
Si V ′′(q) > 0 alors l’équilibre est stable.

Démonstration. q est un minimum local de V . Comme H(p, q) est constant,
V (q) 6 H(p0, q0) donc on a la stabilité.
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Chapitre 5

Méthodes numériques

5.1 Flot exact

On considère le problème de Cauchy :




y′(t) = f(y(t))

y(0) = y0

avec f globalement lipschitzienne de constante L.

Définition 5.1 On appelle flot de l’équation différentielle y′(t) = f(y(t))
l’application ϕt(y0) = y(t, y0).

Proposition 5.1 y 7→ ϕt(y) est bien définie.

Remarque 5.1
• ϕt1

◦ ϕt2
= ϕt1+t2

• ϕ0 = Id
• ϕ−1

t = ϕ−t

5.2 Flot numérique

Définition 5.2 On appelle flot numérique de l’équation différentielle y′ =
f(y) une application Φh : Rd → Rd avec h dans un intervalle ouvert contenant
0 telle que Φh soit une approximation de ϕh(y).

Exemple : La méthode d’Euler explicite Φh(y) = y + hf(y).
Résolution numérique du problème de Cauchy sur [0, T ].
On subdivise en N intervalles [ti, ti+1]. On définit par récurrence yn+1 =

Φh(yn) de sorte que y(tn) ≃ yn.
Exemple de méthode explicite : (Heun) Φh = y + hf(y + h

2
f(y)).
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5.3 Ordre local et global d’approximation

Définition 5.3 On dit que le flot numérique Φh est d’ordre local p s’il
existe ε : I ×Rd → Rd (avec I ouvert contenant 0) telle que Φh(y) − ϕh(y) =
hp+1ε(h, y) et ε bornée sur les compacts.

Proposition 5.2 Si f est de classe C2, la méthode d’Euler est d’ordre local
1.

Proposition 5.3 Si f est C3, la méthode de Heun est d’ordre local 2.

Démonstration. On développe en série de Taylor :

y(h) = y(0) + hy′(0) + O(h2)

Donc ϕh(y) = y + hf(y) + O(h2) = Φh(y) + O(h2).
Pour Heun on fait pareil.

Définition 5.4 On dit que Φh(y) est d’ordre global p ssi |yN −y(tN)| 6 chp

pour tout h 6 h0 avec c indépendante de h.

Remarque 5.2 Pour l’ordre local p, on peut écrire :

|Φh(y) − ϕh(y)| 6 chp+1

Théorème 5.1 Si f est C2, la méthode d’Euler est d’ordre global 1.

Démonstration.

Lemme 5.1.1
ϕT −tn

est lipschitzienne de constante e(T −tn)L.

Démonstration. Utiliser Gronwall

yn − y(tn) = Φn
h(y0) − ϕyn

(y0)

= −
n−1∑

k=0

ϕ(n−k)h(yk) − ϕ(n−k−1)h(yk+1)

Donc

|yn − y(tn)| 6
n−1∑

k=0

|ϕ(n−k−1)h(ϕh(yk)) − ϕ(n−k−1)h(yk+1)|

6

n−1∑

k=0

e(n−k−1)Lh|ϕk(yk) − yk+1|

6

n−1∑

k=0

e(n−k−1)Lhch2
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On majore :

n−1∑

k=1

e(n−k−1)Lh
6

∫ T

0
e(T −t)L dt =

eLT − 1
L

Donc :

|yn − y(tn)| 6 c
eLT − 1

L
h

Remarque 5.3 Si f est localement lipschitzienne, on peut étendre ces résultats
en travaillant sur un voisinage compact de la solution exacte.

5.4 Autres méthodes numériques

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :






Y0 = yn

Y1 = yn + h
2
f(Y0)

Y2 = yn + h
2
f(Y1)

Y3 = yn + hf(Y2)

yn+1 = yn + h
6
(f(Y0) + 2f(Y1) + 2f(Y2) + f(Y3))

Méthode d’Euler implicite :

yn+1 == ΦEI
h (yn) = yn + hf(yn+1)

Proposition 5.4 Si hL < 1, alors cette méthode est bien définie.

Démonstration. On considère G(Z) = yn+hf(Z). |G(Z1)−G(Z2)| 6 hL|Z1−
Z2| donc G est contractante donc possède un unique point fixe.

Méthode du point milieu :

ΦM
h = Φh

2

◦ ΦEI
h
2

Proposition 5.5 La méthode du point milieu conserve exactement toute
intégrale première quadratique I(y) = ytBy de l’équation différentielle.
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Démonstration. 0 = (I(y(t)))′ = 2f(y(t))tB(y(t)) donc pour tout y, on a
f(y)tBy = 0.

I(yn+1) = yt
n+1Byn+1

= (yn + hf(Y ))tB(yn + hf(y))

= yt
nByn + yt

nBhf(Y ) + hf(Y )tByn+1

= I(y) + 2hf(Y )tB
(

yn+1 + yn

2

)

= I(y) + 2hf(Y )tBY

= I(y)
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