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Chapitre 1

Introduction

1.1 Equations aux dérivées partielles

Une EDP est une équations dont I'inconnue est une fonction et fait in-
tervenir les dérivées partielles de cette fonction. L’ordre de 'EDP est I'ordre
maximal de dérivation de la fonction. En premiere approche, on peut classifier
les EDP en trois grandes familles :

e les EDP elliptiques, dont le prototype est ’équation de Laplace : f =

—Vu.
e les EDP hyperboliques, dont les prototypes sont 1’équation de transport

ou " Ou

i=1

et I’équation des ondes

0%u
o
e les EDP paraboliques, dont le prototype est I’équation de la chaleur
ou
ou=—
T

1.2 Un peu de modélisation

L’équation type qui va nous intéresser est I’'équation de Laplace dans un
domaine 2 C R™. Cette équation ne sera jamais examinée seule (sinon on
n’a aucune chance d’avoir I'unicité) mais on lui adjoindra une condition aux
limités au bord 02 de (2.

La condition u = ug sur 0€) s’appelle condition de Dirichlet. Si ug = 0,
on dit qu’on impose la condition de Dirichlet homogene.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

n

. . . . \ u
La condition aux limites % =y ou & = > —v; et v(z) est le vecteur

o £ axi
normal sortant a d€2 au point z € 0f2 s’appellle éondition de Von Neumann.

Du point de vue de la modélisation les EDPE décrivent des phénomenes
stationnaires, des situations d’équilibres indépendantes du temps.

En thermique, pour décrire la température a 1’équilibre dans un corps 2
thermiquement conducteur, f = —Awu avec u = ug sur 2. Ici, u désigne la
température, f les sources et ug les thermostats au bord.

Si on pose une condition de Neumann, c¢’est le flux de chaleur qu’on fixe.
Si on la fixe a 0, le flux est nul signifiant une isolation parfaite.

En mécanique du solide, I’équation de Laplace intervient pour modéliser
la position d’équilibre d’'une membrane élastique. Si n = 2 u désigne le dé-
placement vertical de la membrane. f désigne les forces verticales exercées
sur la membrane et ug représente le fait que la membrane est fixée au bord.

En mécanique des fluides, u désigne la fonction courant ou le potentiel
des vitesses.

En électrostatique, u désigne le potentiel, f la densité des charges, la
condition de Dirichlet décrit une interface avec un conducteur parfait et la
condition de Neumann un champ électrique dont la composante normale est
imposée.

Un modele plus généraliste consiste a remplacer le Laplacien par une
somme de dérivées partielles secondes : Lu = f ou

n n 82’&
Lu = _Zzamm =f

i=1j=1

ou les fonctions a; ; sont données, avec des conditions aux limites.

Définition 1.1 IL’équation précédente est dire (uniformément) elliptique
dans 'ouvert €2 C R" ssi il existe une constante o > 0 telle que

Ve e QVE RS S ai 68 > all¢]?

i=1j=1
Exemple 1.1 Avec L = —A, on a a;; = ¢;; donc clairement coercif.
. 2
Si Lu=—Au—e:2% ona
0x10xT2’

S>3 ais = 1€l + ebis

i=1j=1

avec (1 — %) I1€]12 < |66 < % Donc on garde une équation elliptique
pour € < 2.
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1.3. UN EXEMPLE SIMPLE

1.3 Un exemple simple

1.3.1 Sans terme d’ordre 0

On se place en dimension 1, on prend u : [0,1] — R linconnue, f :
10, 1[— R la donnée et on consideére

[ =—u"avec u(0) =u(1) =0
Proposition 1.1 Cette équation admet une unique solution C? donnée par

si0<y<

z(l—y) sinon

u(w) = [ Gla0)7w) dy ot Gz y) = {yf Y

est la fonction de Green.

Démonstration. Pour l'existence on vérifie que ¢a marche. Soient u; et uy
deux solutions. Posons v = uy — us.
On a v” =0 donc v(z) =ax + b donc a =b =0 et u; = us. n

De cette expression, on peut tirer plusieurs propriétés qualitatives :
e La solution dépend de fagon continue de f. (On peut majorer la norme
de f — u (linéaire) par 1)
e Principe du maximum faible : si f > 0 alors u > 0.
e Principe du maximum fort : si f > 0 et f # 0 alors u > 0.
Ces propriétés sont en fait tres générales pour les problemes elliptiques. On

ne disposera que treés rarement d’une formule explicite pour les montrer.

1.3.2 Meéthode de tir
On veut résoudre
f=-u"+bu
avec u(0) = u(1) = 0.

Proposition 1.2 On suppose f et b continues avec b > 0. Il existe une
unique solution.

On va résoudre le probleme annexe donné en remplagant u(1) = 0 par
u'(0) = a. Par Cauchy-Lipschitz, on a une unique solution pour tout c.

Lemme 1.0.1
U est solution du systeme de départ ssi u,(1) = 0. L’application o — u, ()
est continue et strictement croissante. De plus

up(r) 2 ua(z) + (6 — @)z
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Démonstration. On a ug — u;, = b(ug — ua), us(0) — ua(0) = 0 et uj(0) —
ul(0) =5 —a>0.

La fonction ug — u, est positive dans un voisinage de 0 épointé. Comme
b> 0, ug —uy > 0donc uy —u;, >3 —a>0eton a le résultat.

La continuité découle des théoremes de continuité d’une solution d’une

équation a parametres. [ ]

COROLLAIRE 1.1 II existe un unique « tel que ua(1) = 0 et donc notre
probléme admet une unique solution u € C?([0,1]).

Démonstration. a +— u,(1) est continue strictement croissante avec l'inéga-
lité, on trouve
ug(1) = up(0) + B pour a =0

Ua(1l) <up(l) + a pour =0
Donc 511111 ug(l) = oo donc o+ u, (1) est une bijection de R — R.
— 00

0 admet donc un unique antécédent. [ ]

Remarque 1.1

e Pour ce probleme elliptique en dimension 1, on n’a pas besoin de mé-
thodes sophistiquées, les théorémes classiques d’EDO suffisent.

e La méthode en paramétrant le probléme par u'(0) (dite méthode de tir)
fournit une méthode numérique de calcul d’une approximation de la
solution implémentable sur ordinateur.

e La méthode ne se généralise pas da la dimension supérieure. On a utilisé
ici que le probléme de Cauchy était bien posé.

Exemple 1.2 Probléme mal posé On considére —Au = 0 sur 2 =|0, 7[?
avec u(0,y) = u(m,y) =0, u(z,0) = up(x) et g—;(x, 0) = uy(z,0).

Il n’existe pas d’application (ug, u1) — u continue.

Prenons (au hasard!) wo(x) = sin(kz) et ui(z) = 0 avec k € N. Le
probléme admet une unique solution de la forme u(z,y) = A(y)B(z).

Les conditions initiales en y = 0 permettent de prendre B(z) = sin(kx),

A(0) =1 et A(0) = 0. On trouve alors A(y) = ch(ky) et enfin
u(zx,y) = ch(ky) sin(kz)

On a donc une application ® : ug, u; — u qui est linéaire et elle est continue
ssi il existe ¢ > 0 tel que ||u|| < ¢ ||uo]|.

Or ||lug|| = 1 et ||u|]| = ch(km) — oo. Le probléme est donc mal posé.

En conséquence, il existera des suites ug qui convergent ettelles que ®(ug)
ne convergent pas et méme des données initiales pour lesquelles le probleme
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1.3. UN EXEMPLE SIMPLE

n’a pas de solution. Par exemple, soit ug(z) = z(r — ) = >_ay sin(kz) avec
k=1
cvn. On aurait donc u(z,y) = Y _aysin(kz) ch(ky) mais ¢a ne converge pas.
k=1

Définition 1.2 Un probleme est dit bien posé au sens de Hadamrd ssi il
admet une ungiue solution qui dépend contintiment de ses parametres.

1.3.3 Vers la formulation variationnelle

Montrons directement la propriété d’unicité de la solution. Supposons en
avoir deux : uq et uy. u := uy — Uy est solution de

—u" +bu=0,u(0) =0,u(l) =0

On a .
0= /O (@) (b(@)u(z) — o (z)) de
Or, par IPP, X X
—/0 u'(z)u(x) dz :/0 (u'(z))*dx 40
Ainsi

[ (@) + bau@)?) de =0

et I'intégrade est positive donc «'(x) = 0 donc u = cste = 0. Ainsi u; = us.
En poussant plus loin la méthode, on peut en faire un théoreme d’exis-
tence.
On cherche u solution de —u” 4+ bu = f avec u € V' ou

V = {v e C*[0,1]),u(0) = u(1) = 0}

. On cherche une formulation faible de I’équation. Si v € V, on a (—u” +
bu)v = fv donc en intégrant et par IPP,

/01 u'(2)v'(x) do + /01 b(x)u(x)v(x)de = /01 v(z) f(z) de

Les deux formulations sont équivalents (il suffit de remonter les calculs).

Or cette équation est de la forme : trouver u € V tel que pour tout
v €V, alu,v) = I(v) ou a(u,v) = [fu'v' + [y buv et I(v) = [} vf. On
I’appelle formulation variationnelle.
THEOREME 1.1 LAX-MILGRAM Soit V' un Hilbert, a une forme bilinéaire
continue, | une forme linéaire continue.

Sous Uhypothése de caercivité : Icg > 0,Yu € V, alu,u) > co ||ul|?, il existe
un unique u tel que pour tout v, a(u,v) = (v).

PIERRON Théo Page 5 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ce théoreme permettrait presque de conclure sauf qu’on n’est pas dans
un Hilbert. On voudrait donc se placer dans H'. Mais sur un tel espace il
faut pouvoir parler de dérivée seconde.

e Soit on prend un espace le plus régulier possible

e Soit on prend un espace de fonctions moins régulieres qui soit un espace

de Hilbert

On va étudier dans le prochain chapitre les espaces de Sobolev et le dis-

tributions.
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev et
distributions

2.1 Eléments de distributions

2.1.1 Définitions

Définition 2.1 Fonctions tests Soit 2 un ouvert et D(£2) 'ensemble des
fonctions qui sont C*> sur R™ de support compact inclus dans €.
On notera D(Q) I'ensemble des restrictions a  d’éléments de D(R").

Exemple 2.1 La fonction 6(z) = e 1+ (z) est C* sur R donc 6, (z) =
0(1 — ||z|?) est C* sur R™.

Définition 2.2 On dit que 0. est une famille régularisante ssi supp(6.) C

B(0,e),0. >0, [0. =1et 6. € D(R").
Proposition 2.1
e Soit u € C°(R™) a support compact dans R™. Alors 0. x u € D(R") et
0. * u — w uniformément sur R".
e Soit u € LP(R™) avec 1 < p < 00. Alors 0. x u € C*(R").
De plus, si p < o0, 6. x u — u dans LP. Si supp(u) est compact,
0. xu e D(R"™).

Définition 2.3 On dit que u est une distribution sur €2 si u est une forme
linéaire continue sur D(£2), au sens ou pour tout K compact, il existe kg et
une constante Ck telle que pour tout ¢ € B(2) avec supp(¢) C K, on a

[(u, p)| < Cr max [|0%¢||
laf<kr

On note D’(Q2) I'espace vectoriel des distributuons sur €2.



CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

Remarque 2.1 Dans la plupart des exemples qu’on rencontrera, [’entier kg
peut étre pris indépendamment du compact K. Dans une telle situation, on
dira que a distribution est d’ordre fini. La plus petite valeur de k qui convient
est l'ordre de la distribution.

2.1.2 Exemples importants

Les fonctions f localement intégrables définissent une distribution d’ordre
0 par ¢ — [ fo.

Les masses de Dirac sont des distributions d’ordre 0.
Lemme 2.0.1
D(9) est dense dans L*(9).

Si u € D'(Q2), on suppose qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ € D();
(u,0) < e Il

Grace au lemme, on peut prolonger uniquement le forme linéaire u en une
forme linéaire continue @ sur L?.

Par Riesz, il existe une unique f € L? tel que u(g) = [ fg pour tout
g € L?. EN particulier, pour tout g € D(Q), (u, g) = u(g).

Plus généralement, si u € D'(Q) telle que

de > O,VSO S D(Q)7 |<U, 90>| < CHSDHp

avec 1 < p < oo. Alors on peut identifier v & une fonction de L4(Q2) avec
=1
C’est faux pour p = o0, il suffit de prendre par exemple la masse de Dirac.

2.1.3 Convergence

Définition 2.4 On dit qu'une suite de distributions w,, converge vers u ssi
pour tout ¢ € D(£2),

(Un, ) = (u, )
On notera u,, — u.
Remarque 2.2 On a nécessairement unicité de la limite dans D'($2).
Proposition 2.2 Si f,, — f dans L' alors f, — f dans D'(Q).

Démonstration. Soit ¢ € D(Q),

[ tae = [t =| [ = De| < [15a = £llel <t = S lipll = 0 m

Proposition 2.3 Si f,, — f dans L? alors f, — f dans D'(Q).
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Démonstration. Par Cauchy-Schwarz,

7= 1] < = Fll ol

Proposition 2.4 Toute suite régularisante converge vers dy dans D'(2).

2.1.4 Dérivation des distributions

Définition 2.5 Soit u € D'(2). On note £ - la distribution définie par

Ju B Oy
Vo € D(Q), <8—xi790> = — <u 8—xi>

De méme, si a est un multientier, on note 0“u la distribution définie par

Wy € D(Q), (0%u, @) = (=1)1*N(u, 9%¢)

Proposition 2.5 Si f € C'(Q), alors g—é coincide avec la dérivée de f au
sens usuel.

La dérivation est une opération continue sur D’(£2) au sens ou su u,, — u
alors 0%u,, — 0“u.

Démonstration. Soit f € C'(Q), notons provisoirement 8%% la dérivée par-
tielle de f dans D'(€2). et (%CL_ la dérivée partielle usuelle.
On montre que pour tout ¢ € D(2),

of \_ rof
(%ci’gp N anigp

O
- L[ o g‘;d ) da!

PP b(a’) , | Of
// 8:132 pdr;de _<8:ci’(p>

Siu, = u, et ¢ € D(Q),
(0% un, ) = (=1)1Nup, 0%p) = (=1)1*(u, 8%¢) = (9*u, ¥) m

On a

PIERRON Théo Page 9 Tous droits réservés



CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

Exemple 2.2 Fonction de Heaviside : H(x) = 0siz < 0Oet 1siz >0
(distribution car L).
La dérivée au sens des distributions de H est dy. En effet, si ¢ € D(Q),

(H' ) = —(H, @) = = [~ ¢'(@) dw = o(0) = (30,¢)

2.2 L’espace de Sobolev H!(Q)

2.2.1 Définition et structure

Définition 2.6 Soit 2 un ouvert de R™. On dit que u € H*(Q) ssiu € L*(Q)
et pour tout i € [1,n], 2% € L*(Q) au sens des distributions.
On considere sur H 1(Q) le produit scalaire :

)= fue > [ S 0

2
lull = J lll

THEOREME 2.1 (’est un espace de Hilbert.

et la norme

illg

Démonstration. 1l suffit de montrer la complétude. Soit w,, une suite de Cau-
chy dans H!.
Alors u, est de Cauchy dans L? et % aussi pour tout ¢ donc u,, — u

dans L?. De méme, pour tout 7, il existe v; tel que 3 ‘9“" — v; dans L2,

Il reste a montrer que v; = %. On aura alors
7

2

—0
2

8un

2
ln = ullyy = llun — ull; - U

Or on sait que u,, — u dans L? donc dans D’(f2) et idem pour les dérivées.

Par continuité de la dérivation des distributions, % — &B , d'ou v; =

du
oz, | |

2.2.2 Le cas H'(R")
Soit u € L*(R™). On pose

P1ERRON Théo Page 10 Tous droits réservés
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Siue L'NL? alorsu € L®NL? et ||t||, = |Jull,- Ceci permet de prolonger
la définition de @ depuis L' N L? sur L? entier.
i est donc bien définie sur L2

Définition 2.7 Définition équivalente de H'(R")

HY(R™) = {u € L*Vj,&u € L?}

Démonstration. On va utiliser que pout tout ¢ € D(R") et j € [1,n], 8;\@ =
i€;@. Notons H = {u € L*Vj,&;u € L*}.
H' C H Soit u € L? telle que d;u € L? et p € D(R™).

(87, 8) = (Dyu, ) = —{u. Oye) = —(@.050) = — [ @GP ds

Comme d;u € L* et D(R") est dense dans L2, on peut identifier &,
avec —i0ju en tant que fonction L? donc u € H.
H C H' Soit u € L? tel que &u € L*. Le méme calcul donne

<ajuv 90> = ’i(fjﬂ, 95)

Par auchy-Schwarz, [(9;u, p)| < €, (|7
Donc d;u € L? donc u € H'. n

Remarque 2.3 On étend ici toutes les définitions des ditributions a valeurs
réelles pour des distributions a valeurs complexes en prenant des formes ses-
quilinéaires.

Proposition 2.6 L’espace D(R™) est dense dans H!(R").

Démonstration. Soit H! = {u € H' supp(u) compact}. Montrons que H!
est dense dans H'.

Soit X € D(R") telle que x(z) = 1 sur B(0,1] et nulle sur B(0,2[¢. Si
n € N¥, on pose u,(z) = X (Z)u(z).

On a u, — u pp. et |uy(x)] < || X |u(z)|. Par convergence dominée,

u, — u dans L2.
2

. Soit ¢ € [1,n]. Pour tout ¢ € D(R"),
2

Oun N 92N [ (), 99N T\ O
<8:cl-’g0>_ <u"’8xi>_ <X(n)u’8xi>_ <U’X(n)8xi>
ou T 10X [z
- <a7X (3) *0> * <;axi () W>
ou

Oun Y (z\Ou 4 10X (x : Ou
Done g2 X (%) 5 + 555 (F)u converge bien vers 7.

ou
31’@-

2 2
On a [fullg = [lully + >

n
i=1
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

On a donc bien u,, — u dans H'.

Montrons maintenant que D(R") est dense dans H!. Soit 6. une identité
approchée paire a support dans B(0, ].

Soit u. = 0. xu € D(R™). Il faut montrer que u. — u dans H1 On a déja
la convergence L? de u,.. Il suffit de montrer que a;‘j =0, *x a . Pour tout

v € DR"), on a

<g—;bj,g0>:—< > / b.(x —y dyg‘p()dx

= —/u(y)/@s(y—x) (SC) drdy = —/u(y) 54172 (y) dy

ou 8u
(gt e) = {0 )

Donc 2= —y 2u dang 2, n
ox; ox;

COROLLAIRE 2.1 Soit u € HY(R™). Alors Hquq1 = [(L+[€P)]al*(&) d¢

Démonstration. On procede par densité. Si u € H!, il existe u,, € D(R") tel
que u, — u dans H'.

6u "
2 n ~ 2 —~ 112 —
lunllzn = el = llaally + X Itll; = /(1 + 117w (&) d€
Zjllg j=1
On passe ensuite a la limite (preuve a terminer). [ ]

2.2.3 L’espace H} ()
Définition 2.8 Si Q2 est un ouvert de R”, on n’a pas en général la densité
de D(2) dans H'(2). On pose donc H}(2) = D(2) au sens de la norme H'.

Lemme 2.1.1
H'(]0, 1) s’injecte dans C°([0, 1]).

Démonstration. Soit u € H'(]0,1[). Montrons qu’il existe a € R tel que pour
presque tout x €]0, 1], u(z) = o + [y w/(t) dt.
Soit f(x) = [y «/(t) dt. Pour tout ¢ € D(]0, 1]),

(o) =—{he) == [ F@d @ =— [ [T dig(e
:—/ / x)dzdt = (u', )

Donc f’ =« au sens des distributions et f = u + cste.
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Pour presque tout x et y avec y < x, on a

ju(e) = u(o)| = | [ )] < [

. @W < VEy |,

Donc u s’identifie a une fonction continue sur [0, 1].

Il reste & montrer que 'injection est continue. Soit v € H(]0, 1[). Il existe
a € R tel que a = u(x) — [/ (t)dt.

On a |a| < Ju(x)] + /||, done [af* < 2|u(z)* + 2 |lul;

1
2
of? = [ laf® < 2ullf

Done [a] < vZ|jul 1.
Finalement

x
ju(a)| < lal +| 0/ (0)dt] < Jol + ', < €l
donc l'injection est continue. ]

Remarque 2.4 En dimension 1, une fonction u € H' a naturellement une
valeur au bord car elle est continue sur ().
En dimension > 1, une fonction H' n'est plus nécessairement continue.

2.3 Traces des fonctions H'(()

2.3.1 Lecas Q=R'
On pose Q =R} = {(z1,...,2,),x, > 0}.
Définition 2.9 On pose H} (R)) = D(Q)”'”H1 et on a H} C HY(Q).

Lemme 2.1.2
D(Q) est dense dans H'(Q).

Démonstration. On prouve que H! est dense dans H' comme quand on a
montré que D(R™) est dense dans H*(R").

Soit u € H*(2) a support compact dans . On a g9 = d(supp u, 9Q) > 0.
Soit 0 < € < gq et #. une fonction régularisante sur R".

Posons 4 = ulg et u. = 6, * u. On a u. — @ dans L? donc u.|q — u.
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

On doit montrer la convergence dans L?(Q2) de d;u. vers d;u. Si on montre
que Oju. = O;u * 0, on a fini. Soit p € D(R™).

gﬁ‘pdx - //ﬁ(y)gifi (= y)p(r)drdy = - /ﬂ(y)gzj (y) dy

= <8Zﬁv 90€>
= (O, pe) = [ due)e(x) da = (G x0..0)

ou p. = px 0. € D(R™). -
Il reste a montrer que 0;u = d;u. Soit K = supp(u). Il existe § € D(Q)
valant 1 sur K.

(O, p) = — /RN ud;(0p) dr = —/Qu&'(ego) de = /Q(aiu)ﬁgo dx

car O;u € L*(Q).
Soit ¢ fixée. On prend une suite de compacts K, et les 6, associées telles
que pour tout z, 6,(x) — 1 et 0 < 6, < 1. Par convergence dominée

/Qaiuﬁngo — /Qaiugo = /RN dyup

Dot dyu = yii.
On pose Tpu(z) = u(x + he,) ou z € Qy, ssi x + he, € ). Montrons que
Tht|o — u dans H'(€2). On approche u dans L? par une suite u. € C%(Q).

Ihe = ully = lmnw = mhuel| + [ 7ue = uell + llue = ull

< 2Jue — uH2 + || Thue — Us”z

Soit 7 > 0 et ¢ tel que ||u — uc||, < 7. Pour ce ¢, il existe hy tel que pour
tout h < hg, ||Thus — uc|l, < 4 et ca marche. La convergence des dérivées est
facile car 0;(Tpu) = 1,(J;u).

en — Ompu dans HY(Q,) et oo nlo — Ompulq dans HY(Q).

Pour h — 0, on a dmulq — Ou = u. n

Lemme 2.1.3
H&(Q) ={u e Hl(Q),ﬁ € Hl(]RN)}.

Démonstration. Soit H 'espace de droite.
C Soit u € H}(Q). Par définition, il existe ¢. € D(Q), v. — u dans
HY(Q).
7. € DRY) avee |Gl = lpell -
L’application ¢ — ¢ est linéaire et continue par rapport aux normes
H'. Or D(2) est dense dans H}(Q) et p. — u dans HJ (). @. est donc
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2.3. TRACES DES FONCTIONS H'(Q)

de Cauchy dans H'(RY™) qui est complet donc converge vers v € H!
donc dans L?.
Or ¢. — u dans H' donc dans L? donc v =t et u € H.

D Soit u € H, on veut approcher u par ¢. € D(Q2) au sens de la norme
HY(Q).
On sait que @ € H*(RY). Soit vy, = 7_,u avec h > 0. v(2', xy) =
u(x',xn — h).
Si zy < h, u(z’',zny —h) = 0 donc v,(x) = 0. On refait comme dans la
preuve précédente : il existe une suite ¢, , € D(Q) telle que ¢, — vy,
quand A — 0 en norme H'.

loen = ull gy < lpan — vnll + llon — @ .

Tout repose sur un calcul pour ¢ € D(0Q).

© Jp(x', xN)
(ol 00 = — [T P gy o [ 92 1 ol o)
890 890 ! / o a()OQ 2
<2 2|5 < 0
72 <2 @)] Il [7 2+ o

Done [l¢(a', ) gy < ol

Comme D(RY) est dense dans H*(RY) Iapplication 7o : v(2/,zy)
v(2’,0) se prolonge par continuité de maniere unique en une application li-
néaire continue de H'(RY) dans L*(RV~1).
Définition 2.10 Soit u € H'(Q) avec Q@ = RY. On appelle trace de u sur
0% la fonction you € L2(RY"1). On a [[yoully < [[ull g ga-1y-

Remarque 2.5 Par construction, si u € D(Q), sa trace coincide avec sa
valeur usuelle au bord. C’est vrai aussi si u € C°(Q2) N HY(Q).

2.3.2 () borné régulier

Domaines réguliers

Définition 2.11 Régularité du domaine Soit 2 un ouvert de RY, 9Q sa
frontiere.

L’ouvert 2 est dit de classe C* pour k > 0 ssi pour tout oy € 9Q on
peut trouver un voisinage ouvert wg, une boule B(0,r), unr bijection & :
B(0,7) — wy et une application continue ¢ : B(0,r) N (R~ x {0}) = R
tels que

o &(0) =0y, D, 71, sont C*

e ONwy = B(B(0,7)N(RY L xRT)) et 90Nwy = ®(B(0,r)N(RY 1 x{0}).
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

e Il existe Ry matrice de rotation et by € R tels que

QNwo C Ro{(v,yn) €RY, yn > ()} + bo

et
IV Nwy C Ro{(y,yn) € RN ,yn = o(y/)} + by

Définition 2.12 Mesures de surfaces Dans le cas ou 2 = {(v/,yn),yn =

p(y')} avec p € C*

o = {(y yn),yn = ©¥)} = {(&',¢(y'))}. Alors pour toute fonction
u € CY(0Q,R), on définit

/aQU(U) do = /RN_1 u(F(x))y/det(F/(x)* F'(x)) da

= u(@, () 1+ [Ve(r)? dz

RN-1

—do
La propriété importante démontrée dans le poly est que do est intrinseque
a df) et indépendante du choix de paramétrisation de 0f2.
THEOREME 2.2 Soit Q borné de classe C*. Alors
(i) D(Q) est dense dans H*(Q)
(i) H}(Q) ={ue€ H(Q),u € H (RM)} ou u = ulg.
(iii) L’application u v+ ulsq de D(X) muni de la norme H' dans L*(92)

est continue (et linéaire) : elle se prolonge en une application linéaire
continue vy de H'(Q) sur L*(99Q) appelée trace.

Eléments de preuve. On adapte la preuve Rﬂ\: en traitant juste le cas 2 =
{(@;zn), 2Ny = @(2)}, ¢ et Vi bornées.
On fait pareil apres rotation.

On introduit une partition de I'unité et un recouvrement fini de la fron-
K

tiere (qui est compacte). Siu € H'(Q), u =Y uthy avec uyyy, déja traités par
k=0
ce qu’il y a avant. [ ]

Intégration par parties

THEOREME 2.3 Soient u,v € H'(Q). Alors pour tout i € [1, N,

/@uv dr = —/ uo;v dx+/ Youyoun; do
Q Q a0

ot n(o) est le vecteur normal unitaire sortant a 052 en o.
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2.3. TRACES DES FONCTIONS H'(Q)

Exemple 2.3 Si localement, Q Nwy = Ro{yn > ¢(¥')} + bo, alors n =
(VSO7_1)

O V/1HIVel?

Démonstration. On va appliquer le résultat énoncé dans le poly : si u,v €
CHQ), JoOi(uwv)dz = [4q uvn,; do.

Siu,v € HYQ), il existe u,, v, € D(Q) qui les approchent en norme H.
On a D(Q) c C1(Q) donc on a I'égalité pour les u,,v,. On veut passer a la
limite dans chacune des intégrales, ce qui est possible car la convergence H*
assure la convergence L? de u, et Ou, et grace a la continuité de 7, et de
o~ n(o). u

COROLLAIRE 2.2 On se place dans le cas ou €2y et Qg sont deux ouverts de
RY de classe C%' avec 0 NQy = @, Oy et Qy ayant une partie de fronticre
commune.

On pose Q Uintérieur de Q; U Qy supposé de classe C*. A une fonction u
définie sur 2, on associe ulq, et u|q,.

Alors w € HY(Q) ssi u; € H' () et youi|r = youa|r-

Remarque 2.6 C%1, c’est comme C mais avec lipschitzien da la place de C*.

Démonstration.
= u, € D(Q) qui converge H! vers u. u|o, = limu,|q, sur H(€;).
Soit w;, = Uplg,;, ON & Uy ,|p = Ug,|r car u, est continue sur I'. En
passant a la limite, on obtient v o uy|p = 7 0 us|p.
< Soit u = uylg, + uslg, avec u; € H'(€);). Montrons que d;u € L*().
Pour cela, posons v = d;uilg, + duslg,. Soit ¢ € D().

<U790> = _<Uaai90> = _/ u10;¢ —/ u20;p
N Qs
:/ 8,~u1g0+/ aiu2tp—/ 70U170<Pni1 doy —/ 70”270@”? do,
951 Q2 o 00

— /91 Ourp + /92 Diugp = (Oyu, )

1 2 _
car n; = —n; et You|r = Youa|r- n

Identification de H{(Q)
Proposition 2.7 H}(Q2) = Ker .

Démonstration. Soit H = Ker 7.
C Pour tout ¢ € D(Q), y0 = 0 et v est continue sur H! donc v annule
tout élément de H;.
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

D Soit u € H'(Q) telle que you = 0. Soit £’ un ouvert contenant . On

pose v = ulg définie sur Q. Le corollaire précédent dit que v € H(Q)

ssi you = 0.
Comme u € Ker~yy, v € H*(€') donc le prolongement @ de u a 1'espace
entier appartient a H'(RY) ie u € Hj(RY) u

2.4 Compacité, inégalité de Poincaré

2.4.1 Théoréme de prolongement

THEOREME 2.4 Soit Q un ouvert borné de RY, de classe C'. Il existe un
opérateur P linéaire continu de H'(Q) — HY(RYN) tel que pour tout u €

HYQ), Pu|q = u.

Idée de la preuve. On se place dans le cas Q = RY = {(2/,zn), 2y > 0},
Soit u € H'(R).

Si zny < 0, on pose Pu(z/,xy) = u(a’, —zn) et si zy > 0, Pu(a’,zyn) =
u(2’, xy). On a facilement que Pulq € H'(Q) et Pulg: € H'(Q°).

De plus, les traces coincident car 'hyperplan {zy = 0} est invariant par
symétrie.

Dans le cas général, on recouvre la frontiere de {2 par un nombre fini de
boules, on introduit une partition de 'unité associée a ce recouvrement et
dans chaque boule on est dans la situation précédente modulo un difféomor-
phisme. [ ]

2.4.2 Compacité

Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application linéaire A :
X — Y est dite compacte si ppour toute suite u,, € X bornée il existe une
sous-suite uy(,) telle que Aug(,) converge dans Y.

THEOREME 2.5 Soit Q ouvert borné de RN de classe C. Alors 'injection
canonique de HY(Q) dans L*(Q2) est compacte.

Autrement dit, de toute suite bornée dans H', on peut extraire une sous-
suite convergeant dans L*(§2).

Remarque 2.7 L’hypotheése de bornitude est fondamentale.

Démonstration. Soit u, bornée_par Co dans H'(Q). Soit v, = Pu,x avec
x € D(RY) telle que x = 1 sur Q.

v, € HY(RY). Comme P est linéaire continu, ||Pu,|; < Ci ||un]l;n <
CoCh.
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2.4. COMPACITE, INEGALITE DE POINCARE

Il existe donc Cy > 0 tel que ||Puyx|| ;1 < Ca. Si v,|g converge dans L2
alors u,, converge dans L2. On se concentre alors sur v,,.
On pose v, = vy, * 0..

Une(@) = val) = [ 0()(0n(a = ey) — (@) dy
= —¢ /B /01 O(y)Vu,(x — ety)y dt dy

ou B est une boule B(0, R) telle que supp(d) C B.

(ncle) = va(e)? < 2 [ [Tl ayae [ [ 190t — ety

On integre
9 1
lone = vall} < [ wPew)dy [ [ ] Von(w —ety)? dedtdy
B BJO JR™
<ae? ol

On va appliquer Ascoli aux v, € D(R"). On a besoin d’une borne uniforme
dans L*> et de I'uniforme continuité.
Avecr =00 et ¢ =2, 0n a

1f % glle < cllfllz gl

Done [Jvnell,, < ellfelly lonll g < ce

Une() = Une(y) = /0 1 Ve (y +tz —y))(r —y)dt

donc

|Un,6(x) - Un,&(@J)‘ < o —y van,EHOO

Or Vv, . = 0. x (Vv,) donc par I'inégalité précédente,
IVunelloo < cllOelly lvnll g

On peut donc appliquer Ascoli donc on a une sous suite qui cvu sur Ky donc
converge en norme L2. On fait ensuite une extraction diagonale en prenant
des g, = %. On construit donc une suite extraite de v,, qui est de Cauchy

dans L?. Donc ca marche. [ ]
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV ET DISTRIBUTIONS

2.4.3 Inégalité de Poincaré

Proposition 2.8 Soit Q) borné de classe C. 1l existe une constante cq > 0
telle que pour tout u € H} (L),

lully < co HVUHQ

Démonstration. 11 existe § tel que Q C] — 2, [xR"~![. On montre I'inégalité
de poincaré pour ¢ € D(Q2). Par densité, ca marchera pour Hi. On a

N
ol 2') = /__ o () de

Donc par Cauchy-Schwarz,

On integre sur Q ie sur | — 2, $[xR"! :

O ?
lelly < & [ 57 do <8Vl .

Autre démonstration. Par 'absurde, on suppose que pour tout n, il existe
n € HY(9) telle que [[uall, > n [V

Posons v, = p#a-. On a [Vu,|| < . On a donc [ vn |51 < 2.

Comme Q2 est borné et C!, par Relhch, on a, a une extraction pres, v, — v
en norme L% Ainsi, ||v]|, = 1 et Vv, = 0 dans L? donc dans D'

De plus, v, — v dans L? donc dans D’ donc Vv, — Vv dans D’ donc
Vv = 0 et v est constante sur chaque composante connexe.

On sait que v, € H}, v, — v et Vv, — Vv donc v, — v dans H'(Q). H}
est un fermé de H' donc v € H} et v est constante sur chaque composante
connexe de §2. Ainsi, v = 0 (nulle sur 09).

D’otu la contradiction avec |v||, = 1. n

Remarque 2.8 L’inégalité est fausse sur H'(SY), par exemple en prenant
u=1 sur Q borné, Vu =0 mais ||u|, < Cq||Vull,.

COROLLAIRE 2.3 Si Q) est borné de classe C*, u — ||Vul|, est une norme
(sur HY(Q))) qui est équivalente a la norme H'.

Démonstration. Si |[|[Vull, = 0, Vu = 0 donc u est constante (et de trace
nulle) donc nulle.
Si u € H} (), par Poincaré,

IVally < Jlulf < (Ca+1)?[[Vul, m
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Chapitre 3

Problemes elliptiques linéaires

3.1 Un probleme de minimisation

On cherche une fonction u € H} qui minimise la quantité

J(u):%/Q|Vu\2dx—/qu

ou € est un ouvert fixe borné de classe C*! et f € L*().

Proposition 3.1 Il existe un unique u tel que J(u) soit minimal. De plus,
on a —Au = f au sens D'(Q2) et u =0 sur J2 au sens des traces.

Lemme 3.0.1
J est C! sur H! et sa différentielle en v est définie par

dJ,(v) :/VuVde—/ fu
Q Q
Démonstration. On a
1
J —J :/v v —/ —/ Vol
(u+v) (u) |, VuVe va—|—2 Q\ v|
La continuité s’en déduit par Cauchy-Schwarz :
1
[J(u+v) = J()| < [Vull, [Voll, + £l lvll; + 5 V7]l

2
< Mol + Mol (AFVully + 1 £ll2)

La différentiabilité est claire puisque [, |[Vv|? = o(||v]| ;1)-
La différentielle est continue par Cauchy-Schwarz :

|Lu(v) = Lo (v)] = ‘/Q V(u — ')V

Donc || Ly — Lol < [Ju— | 1. .

< =l g [[ol] 0

21



CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

Démonstration de la proposition.
e J est minorée par l’inégalité de Poincaré :

J(u) = CQ ull; = / fuz—- || ully = 11£1 lull,
Le polynome P(\) = €222 — || ||, A admet un extremum en ”f”2 .On a
finalement
sy > 1B
= CQ

J admet donc un infimum j. Montrons que c’est un minimum. Soit
u, € H} telle que j < J(u,) < j+ %
e On montre que u, est de Cauchy.

J(U)+J(w)—2j<v+w> 2/ <|VU|2+|VM|2—2‘V <U-|—w)

2

Or 2|V(=2) > = 3(|Vv|? + [Vw|* + 2VoVw) donc
v+ w 1 9
J(v)+J(w)—2J( ) 4/ V-0 > gy v = vl
par Poincaré. On applique ca pour v = u,, et w = u,, :
1 9 1 1

- _ < =
4(1 + Cq)? 1t = tpllpr < n o p
Donc u, est de Cauchy donc converge dans H' vers u. Comme H{ est
fermé, u € H}. Par continuité de J, J(u) = j.
e [l reste a montrer I'unicité de u. Soit v qui marche. On a
1 u+v
4(1+4 C3) 2

Donc v = v.

Ju = vl < Tw) + () =27 (“52) <+ —2) =0

e On a dJ, = 0 puisque J(u +tv) > J(u) donc si t > 0, M >0
donc dJ,(v) > 0etsit <0, M < 0 donc dJ,(v) < 0.
On a donc pour tout v € H&,
/ VuVu = / fo
Q Q
On passe aux distributions : pour tout ¢ € D(£2), on a
du Oy
=0
> (S 9E) -t
et <aa;‘i, g;i> —(Au, ) donc —Au = f. n
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3.2. SOLUTIONS FAIBLES POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

3.2 Solutions faibles pour le probleme de Di-

richlet
3.2.1 Equation de Laplace
On s’intéresse au probléeme de Dirichlet pour le laplacien f = —Auwu avec
u =0 sur 0.

Définition 3.1 Une fonction u est dite solution faible ssi u € Hj et f =
—Awu au sens D'

En passant aux distributions et en utilisant les propriétés des crochets,
on obtient que si u est une solution faible alors pour tout ¢ € D(€),

/QVqu:/Qfso

Par densité, on peut méme prendre ¢ € H} (). Ainsi, étre solution faible est
équivalent a vérifier la fomulation variationnelle (on a montré une implica-
tion, l'autre se fait en remontant les calculs)

/QVqu:/va

Définition 3.2 Une formulation variationnelle est la donnée :

e d’un espace de Hilbert V|

e d’une forme bilinéaire continue a,

e d’'une forme linéaire continue L
et consiste a rechercher la solution de u € V' et pour tout v € V, a(u,v) =
L(v).
THEOREME 3.1 LAX-MILGRAM Si a est bilinéaire continue coercive sur un
Hilbert alors le probleme précédent admet une unique solution.

De plus, si a est symétrique, alors u est l'unique minimiseur de v +—>

J() = La(v,v) — L(v).

2

Démonstration. Par Riesz, on a pour tout y € V, z — a(z,y) € V' donc il
existe un unique Ay tel que a(z,y) = (Ax,y) pour tout = € V.

Par unicité dans Riesz, A est linéaire. Donc pour tout z,y € H, a(z,y) =
(x, Ay). En écrivant | € H' comme (-, f), résoudre a(x,y) = I(z) revient a
résoudre (x, Ay) = (z, f) ie Ay = f.

A est continue car
IA@)|* = a(v, A(v)) < cljv]| |A(v)]]

donv [|A(v)[| < v fvf]
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CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

Il faut montrer que A est bijective. Soit T'(v) = v — M A(v) — up) ou ug
provient de 'application de Riesz a L : L(z) = (uy, 2).
IT(0) = T(w)|* = l[v = w]” + N [|A(v) = A(w)||* = 2\ (v — w, A(v — w))
<1+ o —w|® = 2Xa(v — w, v — w)
< (14X —2xa) v — w|

On a gagné dés que A%¢? — 2Aar < 0 donc on prend A < 25
T est contractante donc elle a un point fixe et c’est gagné. [ ]

Remarque 3.1 La théoréeme de Lax-Milgram fournit en plus de [’existence
et ['unicité de la solution, une estimation a priori de cette solution, ie une
borne sur la norme de u. En effet

o lull* < a(u,w) = L(u) < JL|| ||l

Donc ||u|| < @

THEOREME 3.2 Le dual de H}(QY) s’identifie @ un sous-espace de D'(Q).
On le note H~1(Q). De plus, on a

-1 _ / o Nafl 2
H = uED,U—f0+Z ,fiEL
izla.ﬁlfi

Démonstration. On note H 'espace de droite.

N .
D Soit u = fo+ 0f;
i—1 &r,

. On définit la forme linéaire sur H} :

Yo, (u, v) —/fv—%/f-@dx
N Vyg-1 gl = 0 2 Jo laxi

C’est une forme continue car on la majore par

N
[oll g (Hfo”z + ||fi||2>
i=1
Cette forme prolonge u sur Hj}.

C On utilise Riesz sur (L?)Y*1. On pose

Ov v

o ov ov 1
G—{(v,axl,...,axn),veHO}

Lapplication T : G = R : g := (v, g1,...,9n8) = (U, V) g1 1
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3.2. SOLUTIONS FAIBLES POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

g est continue car
Tyl < llull g gl zaynss

On utilise Hahn-Banach pour prolonger T en T sur (LA)N+L. On ap-

N
plique alors Riesz pour trouver fy, ..., fy tel que Tg = Z / figi-
i=0 7€

En particulier,

ov ov N v
PP RN R
<U7U>H JHy ('U, axla 7axn> Qfov + Zzzlf 8372

N 8 )
et u s'identifie & la distribution fo — > 8fl .
i=1 9%i

THEOREME 3.3  Soit Q un ouvert C* borné. Soit f € H=().
11 existe un unique u € H}(Q) tel que —Au = f au sens D'. De plus, il
existe une constante ¢ ne dépendant que de ) telle que

lull g < e[ Fll-

Démonstration. On met sous forme variationnelle : Si —Awu = f, pour tout
p € D(Q)
a(u, @) = (f, 90>H*1,Hé
Par densité, on a le résultat pour ¢ € H{.
Réciproquement, si pour tout v € Hj, a(u,v) = <f,v>H_17Hé, comme
D(Q) C H},on a —Au = f au sens D'.
On applique Lax-Milgram.

2

< lull g 1ol
2

2 N

ov
8x,~

ou
8@-

Nl ou
<
ofu)] < 3| £

ov
KA xz

0

N5

2 2 21=1

L(v) = (f,v)g-1,m est continue par définition de H
a est coercive car par Poincaré :

0522 9 1 2
a(,u) > 2l + 5 1Al

Donc il existe un unique u solution de la formulation variationnelle et on a
en prime :

1
allzre < = 1 Fll - u
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CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

3.2.2 Problemes elliptiques d’ordre 2

On s’intéresse maintenant a () :

NN 9 8u N ou
;jz:l ( ax ) + ;bl(a:) o, + ag(x)u = f
u € H}

sous les hypotheses
e () borné C*
® a;;, b et ap dans L™
o feHT(Q)

e Uniforme ellipticité :
Jep > 0,Vz € Q,VE € RY ZZ% 2)&&5 = coléf?
i=1j5=1

THEOREME 3.4 Les propositions suivantes sont équivalentes
(i) uw € H} vérifie la formulation (x)

(ii) u € Hy et pour tout v, a(u,v) = L(v) avec

Oou Ov

a(u, v) ZZ/ ”8—@6:61 Z/b&cz /aouv

i=1j=1

et L(v) = (f, 'U>H717Hé.

Démonstration. On adapte la preuve du méme résultat pour I’équation de
Laplace :

ov
8.’172‘

ou
61’@-

v

2 i=1

2 2

afu (zz ou ol + lfull, va)

i=175=1 axj
< CM ||ufl g [Vl g
avee M = max{ai; .o, 101 ool
Si u est solution de (%) dans D', soit ¢ € D. On passe toutes les dérivées

sur ¢ et on trouve a(u,p) = L(p). Par densité, on a le résultat dans Hj.
L’autre sens est encore une fois clair puisque D C Hj. [ ]

Remarque 3.2  On vérifie que a est coercive.

a(u, u) /ZZawa +Z/b u—l—/aou

i=15=1
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3.2. SOLUTIONS FAIBLES POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

/zzga/wza

i=1j=1
par uniforme ellipticité. Les autres termes sont dits d’ordre inférieurs.
e On prend b; € L™ et pour tout j, ng € L. On dit que b; € WH>(Q).
J

Alors on peut démontrer que pour tout u € Hj,

Z/ b; 8$Zde: —/Q(+b)u2d:p

et on supposera b < 0 pp sur €.
Sous ces hypotéses, on a a(u,u) > co||Vuls donc la coercivité par
Poincaré. On a donc l’existence et ['unicité de la solution
e Dans un autre cas, le probleme peut étre mal posé, par exemple avec
Q=]0,1], —u’" — 7?u =0 et u(0) = u(1) = 0.
Iciay = 1, ag = —7% et b = 0. L’ensemble des solutions est alors
{Asin(7z), A € R}.
THEOREME 3.5 Sous 'ensemble d’hypothéses Q borné C', a; ;, b; et ag dans
L*, f € H et uniforme ellipticité,
o Si de plus ag = 0 pp, et pour tout i, by € WH avec +b < 0 alors (x)
a une unique solution
e Sinon il existe \g = 0 tel que le probleme Lu + Au = f et u = 0 sur
00 soit mal posé.

ot NN g
b= 33 (gt ) + S0+
i=1j= 1a 7 a
Démonstration. Dans le cas favorable, les hypothéses entrainent que
NN Ju Ou
alu,u >/ a; — x/Vqux>ozu
( )/ szljzl ’]&Ej@'/ OQ| | = || ||H1

par Poincaré. Lax-Milgram assure alors l'existence et l'unicité d’une solution

faible.
Dans le cas défavorable, on remplace le probleme par (L + AId)u = f et
u = 0, ce qui s’écrit sous forme variationnelle : u € H} avec pour tout v,

a(u,v) + A fuv = L(v).
a(u,u +)\/ co/|Vu|2+)\/u2+ a traiter

|faou | < ||ao||
ou
8x,~

ou Y
- u|dz < max 1Bill o >

i=1

[ully
2

ud:p

<3/
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CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

2

Pour tout a, b, ab = (\/_a)% €% + g On a alors

ud:c

1
< s max ol [ 1Vul? + 5 max o, [ 2

Soit ¢ tel que % =% Ona

a(u,u)+)\/ CO/|VU\2+)\/u —
202—0/\Vu|2+()\—>\0)/u

S e
8.’172‘

— ’/CLQUQ

_ (max|lbi|

pour \g = o " 4+ llaoll .-
Si A > A alors a(u,u) + X [u® > 2L [|Vul* >« [E
La coercivité est donc assurée et LaX-Mllgram conclut. [ ]

3.2.3 Régularité H>

Soit u solution faible de —Vu = f (ou Lu = f avec u = 0 sur 0f.

Si f € H™!, on ne peut espérer u € H? sans hypotheses supplémentaires.
Si f € L2, la régularité optimale attendue sur u est H2.

En dimension 1, il est évident que u € H?. L est élliptique donc

0 ou ou
Lu:—a—x< 8:10) ba—+a0u

avec pour tout z, a(x) = ¢y > O
2
aGCl(Q)donCLU——a + (b—a)%* + agu = f donc 8—;;:5—
b=d'9u _ a0y donc u € H?
a Ox a !
Si N > 1, c’est moins évident, mais le résultat reste vrai :

THEOREME 3.6 Soit u solution faible et Q de classe C?. Si f € L* alors
u € H? et il existe ¢ > 0 tel que

[l < e[l 1l

Démonstration partielle. Le plus compliqué est de montrer que si f € L?
alors u € H% On construit alors 'application T : u +— —Au. de H* N H} —
L2

L’existence et 1'unicité de la solution faible ainsi que la premiere partie
du théoréme assure que c’est une bijection. Or T' est continu car

N 52
[Tully, = [[Aull, < 2 a2,

< ull g
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3.2. SOLUTIONS FAIBLES POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET

Le théoréme de l'application ouverte de Banach dit que 77! est continue
donc il existe ¢ tel que |[ul|;2 < c||f]|,- Le reste se fait en trois étapes :

i) Régularité intérieure : pour tout y € D(), uy € H? ie u|x € H? pour
(i) Rég p X , uX p
K compact de 2

(ii) Régularité pres du bord quand le bord est plat

(iii) Cas général.

(i) Soit x € D(Q?). f = —Awu donc v := ux satisfait au sens D’ :

—Av = fx —2AulAx — uAy

Donc —Av € L? et supp v est inclus dans un compact K de Q. On pose
v=uwlq. 0 € H' et —AD € L2
On renote u la fonction 0. Si —Au = f € L? et uw € H', alors u € H?.
Lemme 3.6.1

e Soit u € H'. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout h, ||Dyull, < c||Vul,.
e Si u € L?, on suppose qu’il existe ¢; > 0 tellle que pour tout i, h,
| Dpully, < ¢ alors u € H et ||Vull, < ¢1.

Démonstration. On montre l'inégalité pour u € D.

/(Dhu)Q < /RN /01 <§;(gg+th€i)>2 dt dz

ou '\’
ey (8@) dz

2
< [[Vully

Dans l'autre sens, on raisonne par dualité. Soit ¢ € D.

ou B Op \ Oy
(ane) =) =[5
L o(x + he;) — p(x)
= —}lllir(l)/u . dx
L u(x — he;) — u(x)
- _}lg% 3 o(z)dx

Alors [(2~, )| < c1 ||¢]l,- Donc la distribution 2 se prolonge par conti-

nuité en une forme linéaire continue sur L? identifiable & une fonction
L2, m
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CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

On pose v = D_,Dyu € H'. On a alors

8Dhu
8l‘i

N ou '\’
> [ (ige) e <l ID-uDsal, < 111,
i=1 J

2

par le lemme.

Comme HD’L% , < | f]l5, on applique le lemme et on a pour tout 1, j,

2
Ou_ = 12 donc u € H?.
Ox;0x;

(ii) Q@ =RY, 9Q = RV x {0}. On refait la méme preuve pour 1 < < N.

. z . / 2
Il manque juste la dérivée gx—%,

qu’on récupere avec ’équation

0u = oPu
o3~ how !

i=1

Donc u € H?.
(iii) Admis (il suffit de combiner les points précédents en regardant des
difféomorphismes). u

THEOREME 3.7 Soit Q borné de classe C* et f € L%, a;; € CY(Q), b; € L™,
ag € L.

Soit u une solution faible de Lu = f avec u = 0 sur 0. Alors u € H? et
il existe cq > 0 telle que

lull gz < ca llFll,

3.3 Autres conditions aux limites
ou

0
Dans cette partie Lu = =) — | a; j =
%8@ < " Ox;

) + agu avec ag = 0 et I’hypo-

these d’uniforme ellipticité.

On sait que Lu = f avec u = 0 sur 02 admet une unique solutions ou {2
est borné de classe C! et f € H™1(Q).

3.3.1 Condition de Dirichlet non homogene

On remplace la condition v = 0 sur 92 par u = g sur 0f2 ie yu = g.

Ici, a;; € L™, ap € L. Au minimum, il faut avoir pris f € H*(Q),
9 € (H'(2)).

En fait, vo(H(2)) est un sous-ensemble strict de L2 noté Hz (99).
THEOREME 3.8 Sous les hypothéses ci-dessus, le probléme admet une unique
solution.
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Démonstration. Soit G € HY(Q) tel que 7G = g. Une telle fonction existe
1 . .. . 1

car g € H2(02) (pas unique car on peut lui ajouter une fonction de H' sans
changer sa trace).

u est alors solution ssi v :=u — G est solutionde Lv = f — LG et v =0
sur 0S).

Ce probléme admet une unique solution car LG € H~(Q) donc on a une
unique solution au probleme de départ. [ ]

Lemme 3.8.1
SiaeCHQ),be HY(N) et Q borné, alors ab € H' et pour tout i

dab B ob n da

Si on suppose de plus qu’il existe G € H* telle que g = v,G alors u — G €
H? donc u € H?.

b

3.3.2 Le probleme de Neumann pour le laplacien

On cherche a imposer des conditions aux limites sur les dérivées de u de
sorte que le probleme —Au = f admette une unique solution.

Remarque 3.3 Remplacer uw =0 par Vu = 0 n’est pas une bonne idée car on
remplace une équation par N équations.
La condition de Neumann est la nullité de la dérivée normale.

Un probleme avec condition de Neumann est —Au = f et a“ = 0 sur 0S2.

Si on sait seulement que u € H! alors pour tout 7, 8“ € L2 et on ne sait
pas définir la trace de 8“2 Si en revanche u € H?, au E H ! donc 2
défini (dans L*(09)).

On prendra systématiquement f € L2. On ne peut espérer avoir 1'uni-
cité de la solution car on peut ajouter une constante sans rien changer. On
considere donc le probléme

b % est bien

—Au—l—u:feta—u:Osur@Q
on

Soit u € H2 et v € H'.

Jaw= S G S e Lo

Si u est solution de notre probléme alors pour tout v € H'(Q)

/Vqu+/uv—/fv

a(u,v)
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CHAPITRE 3. PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

Ce qui donne la formulation variationnelle u € H? et pour tout v € H',
a(u,v) = L(v).

Le probléme variationnel avec v € H' admet une unique solution par
Lax-Milgram mais on ne peut pas remonter si on ne sait pas que u € H2.

THEOREME 3.9 Soit Q borné C* et uw € H' tel que —Au € L% Alors
u e H?.

a(u,v) = L(v) implique [ —Vuv — [5q $4vdo + [uv = [ fv. Donc

ou
/a —vda—/ﬂ(—AujLu—f)vdx—O

Q On

On admet que H2(99) est dense dans L2(992). Donc 9u = 0 (en tant que
fonction L*(99).

3.4 Approximation variationnelle et introduc-
tion aux éléments finis

3.4.1 Approximation interne d’un probléme variation-
nel

Soit V, a, L une formulation variationnelle telle que le théoréeme de Lax-
Milgram s’applique. Soit V}, un sous-espace de V de dimension finie. L’ap-
proximation interne de la formulation variationnelle consiste a rechercher

up, € Vi, tel que Yo, € Vi, a(up, vn) = L(vy)

Lemme 3.9.1
(F'V},) admet une unique solution wuy, et sa résolution est équivalente a la
résolution d’un systeme linéaire A, U, = Bj, ou Aj, est inversible.

Démonstration. L’existence et I'unicité de uj;, découlent de Lax-Milgram ap-
N
pliqué sur Vj,. Soit ¢; une base de V}. On cherche ), = Zung, solution de

i=1
FV,,. Par linéarité, a(up, ¢;) = L(¢;).
On décompose uy, et on trouve AU;, = By, avec A = (a(¢;, ¢i))ij- ]

Lemme 3.9.2 Céa
Sous les hypotheses ci-dessus, on a

M
_ < _
o= unll < = inf flu = v
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3.4. APPROXIMATION VARIATIONNELLE ET INTRODUCTION
AUX ELEMENTS FINIS

ou u est solution de F'V, uy, solution de F'V},, M = ||a|| et « la constante de
coercivité de a.

Démonstration. Pour tout v, € Vj, a(up,v,) = L(vg) et Vi, C V donc a(u —
up, vp) = 0. Soit wy, € Vj, et vy, = up, — wp.

ollu—upl]* < alu — up, v — up)
= a(u — up,u — wp, +wp, —up) = a(u — up, u — wp,)

< M [Ju = up| flu = wa|
On passe a l'inf et c’est gagné. [ ]

Structurellement, des qu’on a une formulation variationnelle, on dispose
d’une méthode d’approximation interne qui est bien posée et qui se résoud
par inversion de systeme linéaire et associée a une estimation d’erreur via le
lemme de Céa.

3.4.2 La méthode des éléments finis

On suppose la formulation variationnelle associée ) une EDP elliptique
avec des conditions aux limites posées sur un domaine borné 2.

V}, doit étre une sev de H'. On introduit un maillage de €, le parameétre
h s’interprétant comme la taille maximale d’'une maille. La base de V), est
alors constituée de fonctions simples (polynoémiales par morceaux) a supports
localisés sur quelques mailles seulement.

Exemple 3.1 On considére le probleme —u” + agu = f sur ]0,1] avec
u(0) = u(1) = 0 ot ap € L™ positive pp et f € L%
On sait que ce probleme admet une unique solution v € Hj N H?.
Prenons un maillage uniforme de [0, 1] en N parts et h = % On prend W},
I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] telles que chacune des restrictions
a [+, £tL] soient affines. W, ¢ H'.

N+1> N+1

Soit Vi = W), N Hj. C’est un sous-espace de dimension N de Hj. Une
base de W), est constituée des fonctions nulles sur tous les ﬁ sauf en un
seul. .

Si ag = 0, F'Vj se ramene a réoudre AU, = B avec U, = (u(§57));,

1 0  sili—j|>2
Aij=alo0) = [ oii={-1 sili-jl=1

2 .
n S1mon

et B; = /Olf(x)gb](:p) dz.
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Ainsi, hA est une matrice bande avec des 2 sur la diagonale et des —1 sur
la sur-diagonale et la sous-diagonale.
Dans le cas ag # 0, ce sont d’autres intégrales a calculer.
N+1
Définition 3.3 Soit v € H'(0,1). On pose myv(z) = > v(z;)¢;(x), I'inter-
=0

polée de v aux points du maillage.
Proposition 3.2 Soit v € H'(0,1). Alors flzli% lv — (V)| = 0.

Si de plus, u € H?(0,1), il existe ¢ > 0 indépendante de h telle que
[0 = ol g < ch o]l

THEOREME 3.10 Soit f € L* et uw € H} solution (faible) de ’équation
—u" + apu = f, u(0) = u(1l) = 0.
Alors si uy, est solution de F'Vy,, on a

lv = unl| g < e[l
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