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Chapitre 1

Théorie des courbes

1.1 Courbes de R"

1.1.1 Définition

On munit R™ de sa structure d’espace affine réel euclidien.

Définition 1.1 Une courbe paramétrée est une application ¢ : I — R"
indéfiniment différentiable (a droite ou a gauche pour le bord) avec I un
intervalle de R (souvent ouvert).

On a donc :

- R
< {t — (@1(t), ., za(t)
avec x; des fonctions I — R C'°.
Exemple 1.1 Soit h > 0 et ¢ : t — (cost,sint, ht) (hélice).

Définition 1.2 Une courbe paramétrée est dite réguliere ssi pour tout t € I,
lt) = (1) = (#1(0), ... (1)) £ 0.
Exemple 1.2 ¢~ (£2,83) :




CHAPITRE 1. THEORIE DES COURBES

On a ¢ =t (2t,3t?). ¢(1) = (2,3) et ¢(0) = (0,0) donc la courbe n’est
pas réguliere.

1.1.2 Reparamétrisation

Exemple 1.3 Les courbes paramétrées :

{[0,1] —~ R? et{[o,;] & R

t = (£,0) t — (2t,0)

ont méme représentation (le segment [0, 1]).

Définition 1.3 Un difféomorphisme ¢ (sous-entendu C*°) entre deux in-
tervalles de R est appelé changement de paramétrage.

Soit ¢ : I — R™ une courbe paramétrée et ¢ : J — [ un changement de
paramétrage. Alors la composée co ¢ : J — R™ est une courbe paramétrée
appelée reparamétrisation de la courbe paramétrée c.

Exemple 1.4 Les deux paramétrages suivants donnent une courbe iden-
tique mais de sens de parcours contraires :

01 - & [0 - R
s 0t s (1-40)

On passe de I'un a l'autre par ¢ : t — 1 — ¢t. On remarque que 9'(t) < 0.

Remarque 1.1  Un changement de paramétrage ¢ : J — I a une réciproque
dérivable donc pour tout s € J, ¢'(s) # 0. Par le TVI, soit ¢' > 0, soit
¢ < 0.
Définition 1.4 Une courbe de R" est une classe d’équivalence de courbes
paramétrées pour la relation de reparamétrisation.

Une courbe orientée de R™ est une classe d’équivalence de courbes pa-
ramétrées pour la relation de reparamétrisation par des ¢ qui conservent
I'orientation (¢' > 0).

Définition 1.5 Une courbe paramétrée (a vitesse unitaire) par la longueur
d’arc est une courbe paramétrée (réguliere) ¢ : I — R™ tel que pour tout
tel, ()] = 1.

Proposition 1.1 Toute courbe réguliere C' admet un paramétrage par le
longueur d’arc.

Démonstration. Soit ¢ : I — R™ une courbe paramétrée réguliere qui repré-
sente C'.
On cherche un paramétrage ¢ tel que, en notant ¢ = coy, on ait HEH =1
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1.1. COURBES DE R¥

Soit tg € I on considere I'application

I - R
v {t S el ds

C’est une primitive de la fonction (strictement positive) ||¢||, donc ¢ est
continue strictement croissante, bijective et a réciproque dérivable. Soit p =
P

© est un reparamétrage. Posons ¢ = co ¢.

5 : . ! ' .
)] = les DY = leeoNIe () = el D s =1

Remarque 1.2 Deux paramétrages par la longueur d’arc différents différent
par un reparamétrage de la forme s — sg £ s.

1.1.3 Longueur d’une courbe

Définition 1.6 La longueur d’une courbe paramétrée ¢ : [a, b] — R™ est

£l = [ e ai

En particulier, si C' est paramétrée par la longueur d’arc, L[c| est la
longueur de l'intervalle de départ de c.

Proposition 1.2 La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramétrage
choisi.

Démonstration. Soit C' une courbe et ¢; : [ — R" ¢ : J — R" deux para-
métrages de C'.
Il existe un reparamétrage ¢ : J — I tel que co = ¢1 0 .

Lieo = [ Nlea(s)ll ds = [ fleale(o)ll,9'(s), ds = [ llas(®)] dt = Liea] m

1.1.4 Approximation par une ligne polygonale

Définition 1.7 Une ligne polygonale P de R" est la donnée d’un k+ 1-uplet
(ag, ..., ax) de points de R™.

Les a; sont appelés sommets de P et supposés consécutivement disjoints
(a; # a;y1 pour tout 7). Les segments [a;, a;41] sont appelés les cotés.

k-1
La longueur de P est L[P] =Y ||a; — a;41]|-
i=0
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CHAPITRE 1. THEORIE DES COURBES

Proposition 1.3 Soit ¢ une courbe paramétrée (c : [a,b] — R™). Alors,
pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que pour toute subdivision s = (t1,..., )
de [a, b] de pas inférieur & ¢, on ait, avec Ps(c) = (c(to), ..., c(tx)), L[Ps(c)] <
Lic] < L[Ps(c)] + &.

1.2 Courbes planes

On considére R? muni de sa structure d’espace affine euclidien orienté.

Une courbe plane est une courbe dans R2. Si ¢ : I — R? est une courbe
plane paramétrée par la longueur d’arc, on définit le vecteur normal n(t)
4 ¢ au point c(t) = (a(t),b(t)) par (=b(t),a(t)). (¢(t),n(t)) est une base
orthonormée directe.

1.2.1 Courbure

Définition 1.8 Si ¢ : I — R? est une courbe plane, alors on a ||é(t)]* = 1
. En dérivant (¢(t), ¢(t)), on obtient :

0= 2(c(t), (b))

Donc é(t) est orthogonal a ¢ donc s’écrit k(t)n(t). x est appelée fonction
courbure.

FI1GURE 1.1 — Courbure

Remarque 1.3 Si la courbe n’est pas paramétrée par la longueur d’arc, on
considére un changement de paramétrage ¢ : J — I tel que ¢ = c o ¢ soit
paramétré par la longueur d’arc, avec la méme orientation que c.

8n a égt) = ¢((1))'(t) et c(s) = é(2(5))¢' () + e(p(3))" (5).

k((s)) = det(c(s), c(s)) = ¢'(t)° det(c(p(s)), é(p(s))) = ¢'(5) w(p(s))
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1.2. COURBES PLANES

Or ||le(s)|| = 1 = ||é(e(9))]| ¢'(s) donc pour une courbe réguliere,

_ det(é(t), (1))

S PP

1.2.2 Formules de Frenet

Pour une courbe ¢ : I — R? paramétrée par la longueur d’arc, le repére
orthonormé direct (¢(t),n(t)) s’appelle repére de Frenet. Il varie suivant :

Démonstration. La premiere équation a déja été vue.
n est unitaire donc 7 lui est orthogonal. Donc n(t) = a(t)¢é(t). En dérivant
(¢(t),n(t)) =0, on trouve (t) + a(t) = 0. D’ou le résultat. n

THEOREME 1.1 Soit I un intervalle de R et k : I — R une fonction de
classe C°. Alors il existe une courbe plane réguliére orientée paramétrée par
la longueur d’arc dont la fonction courbure est k.

De plus cette courbe est unique a déplacement prés dans R2.

Exemple 1.5 Pour x = 0, on obtient une droite.

Pour k =Cste, on obtient un cercle de rayon ﬁ

1.2.3 Nombre de rotation

Proposition 1.4 Soit ¢ : [a,b] — R? une courbe paramétrée par la longueur
d’arc. Alors il existe une fonction 6 : [a,b] — R de classe C* telle que pour
tout t, ¢(t) = (cos(6(t)),sin(A(t))). Cette fonction est unique a translation de
2T pres.

Démonstration. La difficulté réside dans le caractere C*° de 6.

On sépare la courbe en ouverts ou & ne s’annule pas, et ceux ou ¢ ne
s’annulent pas.

Ces ouverts pavent la courbent et deux ouverts consécutifs s’intersectent
en ouverts non vides. Quand y # 0 on peut prendre 6 = Arccotan(%) et
quand & # 0, on prend # = arctan(%).

On peut bien recoller par le choix des ouverts, d’otu le résultat. [ ]

Définition 1.9 Une courbe paramétrée ¢ : R — R" est dite périodique de
période L ssi pour tout z, c(x + L) = ¢(z). L doit étre la plus petite période.
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CHAPITRE 1. THEORIE DES COURBES

Une courbe qui admet un paramétrage régulier périodique est dite fermée.
Si de plus le paramétrage est injectif de [0, L[— R, cette courbe est dite
fermée simple.

Exemple 1.6 Une ellipse est fermée simple. Un huit est fermé non simple.

Définition 1.10 Nombre de rotation Soit ¢ : R — R? une courbe paramétrée
par la longueur d’arc et périodique de période L. Alors, avec la fonction 6
précédente, le nombre de rotation de ¢ est

0(L) — 6(0)

Ne =
2T

THEOREME 1.2 HOPF Une courbe fermée simple plane a un nombre de ro-
tation égal a +1.

1.2.4 Convexité et courbure

Définition 1.11 Une courbe réguliere plane est dite convexe si en chaque
point, elle est contenue dans un des demi-plans délimités par sa tangente.

Remarque 1.4 Une reformulation est : ¢ est convexe ssi pour tout ty € I,
t— (n(ty),c(t) — c(to)) est de signe constant.

THEOREME 1.3 Soit ¢ : R — R? une courbe réguliére fermée simple. c est
convexe ssi k est de signe constant.

Démonstration.
= Si ¢ est convexe, pour tout to,t € I, (n(ty),c(t) — c¢(ty)) = 0 (ou
toujours < 0).
On écrit le DL de ¢(t) :

c(t) — cty) = é(to)(t —to) + (t—10)? + O((t — t)?)

&(to)
2
Comme n(ty) L é(tg) et é(ty) = r(to)n(to).

Ainsi pour tout tg, x(ty) = 0.
< Si kK > 0 (par symétrie), on raisonne par I’absurde en posant :

‘{1 — R
PNt s (o), elt) — elto))

On supposer qu'il existe to,t1,ts tel que ¢y (t1) = ming,, < 0 et
1, (t2) = max ¢y, > 0 (atteint car continue sur un compact).

Pio(t1) = 0 = (n(to), ¢(ta)) et @iy (t2) = 0 = (n(t), é(t2))-
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1.3. COURBES DANS L’ESPACE

Parmi les vecteurs ¢(ty), ¢(t1) et ¢(t2), deux sont égaux (ils sont tous
les trois égaux ou opposés). On note ¢(sg) = é(s1) avec s < 1.

On a donc 0(sg) = 0(s1) + 2km et ¢(s1) = ¢(so + L) donc O(sg + L) =
9(81) + 2.

Comme x(t) > 0,ona6(t) >0.Donck > 0etl>0.0rn, = k+l = £1
par Hopf. Donc k =0 oul =0. Si k =0, x(t) = 0 sur [sy, s2], donc ¢
est un segment de droite, ce qui contredit ¢y, (s1) < @4, (S2)-

On a donc ¢ convexe. n

THEOREME 1.4 Soit ¢ : R — R? une courbe fermée plane de période L,
paramétrée par la longueur d’arc. Alors le nombre de rotation n. de ¢ vaut

1
o

/0 Y K@) dt

Ne

% ou 6 est C™ telle que ¢ =

Démonstration. Par définition, n, =
(cos o, sin of).
On exprime 'accélération
. o . .
&t) = o, = 0(t)(=sin(6(2)), cos(6(t))) = n(t)n(t)

Donc 0 = k.
L, 1 L
Dot n. = == [ 6(t)dt / K(t) dt. n
0

2 Jo 2

1.3 Courbes dans ’espace

On se place dans R? affine euclidien orienté.

1.3.1 Courbure et torsion

Soit ¢ : I — R?® une courbe paramétrée par la longueur d’arc. On pose
v(t) = ¢(t) le vecteur vitesse et k(t) := ||é(t)|| la courbure. Si é(t) # 0, on
pose n(t) = ”283” le vecteur normal.

On pose b(t) = v(t) An(t) le vecteur binormal. Il est tel que (v(t), n(t), b(t)
est un repere orthonormé direct appelé repere de Frenet.

On a v = ¢ = kn. De plus, [|[n(t)|| =1 donc i L n. Ainsi, n = av + 70.

Or a = (n,v) =—(n,v) = —(n,kn) = —k. D’ou n = —kv + 7b.

T est appelé torsion de la courbe.

Exemple 1.7 Une courbe de R? qui reste plane a une torsion nulle.
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CHAPITRE 1. THEORIE DES COURBES

1.3.2 Formules de Frenet

Soit ¢ une courbe de R? paramétrée par la longueur d’arc et £ son repére
de Frenet.

Alors
0 k() 0
F'it)y=1|-k(t) 0 7(t)| F(t)
0 —7(t) 0

THEOREME 1.5 Soit I un intervalle de R, K : I —]0,4oc0[ et T : [ — R
deuzx fonctions C*.

Alors il existe une courbe de 'espace ¢ : I — R3. paramétrée par la lon-
gueur d’arc et telle qu’en tout point de I, k=K et7=T.

De plus, la courbe est unique a déplacement pres.

1.3.3 Courbure totale

Définition 1.12 La courbure totale d’'une courbe de R3 fermée de période
L est

K(c) = /OL K(t) dt = /OL 1E(®)]| dt

Définition 1.13 La mesure de 'angle extérieur & un polygone (aq, ..., a,)
en un sommet a; est le nombre a € [0, 7] tel que

<ai—1aia aiai+1>
ai—vail| [|asai1|

cos(ar) =

\>\

FIGURE 1.2 — Angles extérieurs a un triangle

THEOREME 1.6  Soit ¢ une courbe fermée réguliére de R3. Alors k(c) =
sup k(P) ou le sup porte sur les polygones simplement inscrits dans c.
On rappelle que k(P) est la somme des angles extérieurs de P.
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1.3. COURBES DANS L’ESPACE

Définition 1.14 Soit ¢ : R — R?® une courbe paramétrée réguliére de R3
fermée de période L. Soit e € R? un vecteur unitaire. On considére la fonction

{[O,L[ - R
Pe :

Eoe (e oclt)

On note p(c, e) le nombre de maxima locaux de .

:U’(Ca 61) -
,u(c, 62) =00
p(c, es) =

FIGURE 1.3 — Calcul de p

THEOREME 1.7 Soit ¢ une courbe réguliére de R3. Alors
K(c) 1
= d :
or ~ Ame(S) /6682 pi(c, e) do(e)

Démonstration. Ici, S* est la sphere unitaire de R? qui parameétre les vecteurs

e de R?,, ott do est la mesure d’aire sur cette sphere (Aire(S?) = Je do = 4n).
On démontre le théoreme sur les polygones :
B
A | C

FIGURE 1.4 — Zone d’atteinte des maxima

Sauf pour trois directions, les maxima locaux de ¢, sont atteints aux
sommets A, B et C'. Pour quels vecteurs e, le sommet A est-il un maximum
local de . 7 Ce sont les vecteurs e de la partie rouge.

Soit P = (ay, .. .,a,) un polygone de R3.

{e € S?, ¢, atteint un max ou un min local en a;}
= {e, (e,a;1a)) et (e, W) sont de signe différents}
laicaasl]  llaiaidl]

= {e € S? orthogonaux a la géodésique reliant
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CHAPITRE 1. THEORIE DES COURBES

qui est de mesure 2 Aire(S?). On obtient alors :

/S2 M(C, 6) + ,U(C, —6) dO'(e) = il% Aire(SQ)

donc )
K
2 [ nlee) dofe) = 2 Aire(s®
. wu(c,e)do(e) = ire(S?) u
COROLLAIRE 1.1 DE FENCHEL Pour une courbe régulicre fermée ¢ de R?,

k(c) = 2m.

Démonstration. Comme c est une courbe compacte, pour tout e unitaire, @,
admet au moins un maximum local donc pour tout e € S?, u(c,e) > 1.
Par le théoreme précédent,

k(c) = ﬁ?@) /S2 w(e,e)do(e) = 2w
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Chapitre 2

Théorie classique des surfaces

On munit R? de sa structure d’ev euclidien affine orienté canonique.

2.1 Swurface réguliere

2.1.1 Définition

Définition 2.1 Un sous-ensemble S de R? est appelé surface réguliére ssi
pour tout p € S, il existe un voisinage ouvert V de p dans R?®, un ouvert
U C R? et une application F' € C°(U,R?) tel que SNV = F(U), F réalise
un homéomorphisme de U dans SNV et dFp-1() : R? — R? est de rang 2.

On dit alors que F' : U — V est un paramétrage local de S au voisinage
de p.

Exemple 2.1 Un plan affine est une surface réguliere. La réunion de deux
plans 'est ssi les plans sont paralléles.

Le graphe d’une fonction C*°(R? R) est une surface réguliere puisque
(z,y) — (z,y, f(x,y)) a pour image le graphe de f et a une réciproque

1 0
(z,y,2) — (x,y) continue, d’ott un homéomorphisme. On a dF,,) = [0 1
a b

qui est de rang 2.

2.1.2 Constructions implicites

Proposition 2.1 Soit V un ouvert de R? et ¢ une fonction C*. Soit S =

{(ZE, Y, Z)v (p(:E, Y, Z) = 0}
Si pour tout p € S, dg, : R* — R est surjective alors S est régulicre.

11



CHAPITRE 2. THEORIE CLASSIQUE DES SURFACES

Démonstration. Soit p € S. On sait par hyptohese que dy, # 0 et on cherche
a écrire localement S au voisinage de p comme le grapje d'une fonction f.
On a soit g—i(p) # 0, soit g—‘;(p) # O soit g—f(p) # 0. On supposera étre
dans ce dernier cas. Par le TFI, f est bien un graphe donc S est réguliere au
voisinage de p. [ ]

Exemple 2.2 ¢ : (7,y,2) — 25+ ¢ + 2% — 1 définiti une surface régulicre
par ¢ = 0. Mais ¢ = —1 ne définit pas uen surface réguliere.
Proposition 2.2 Soit S une surface réguliere de R3, W un ouvert de R"
et f: W — R? d'image incluse dans S.

Alors f est C au voisinage de w € W ssi pour une paramétrisation
locale F': U — V de S au voisinage de f(w), F~'o f: f71(V) = R est de
classe C'*° sur un voisinage de w.

Démonstration. Si F~' o f est C® alors F o F~'o f = f est C*. Réci-
progiement si f est C°, on prend wy € W tel que sg = f(wo) € F(U)
(uo = F~(s0))-

On écrit F(z,y) = (X(z,y),Y(z,y), Z(x,y). Quitte a changer 'ordre des
variables, on peut supposer que

9X 90X

0. 0 _

rg (i i) =2
ox oy

On cherche & prolonger F en un difféomorphisme local U x I — R3 avec
I un intervalle de R.
On considere 'application

o UxR — R3
(z,y,t) = (X(2,9),Y(z,y), Z(2,y) +1)

qui est C*° Sa différentielle en (xg, y,0) a pour matrice

%_f(%,yo) %_X(nfo,yo) 0
%(xo,yo) %(xoayo) 0
* * 1

de rang 3. Par le TIL, G est un difféomorphisme local. En particulier, G*
est C'*° au voisinage de sg.
Ona Flof=G"1 o fcar F=Gsurt=0.Dot le résultat. [ ]

COROLLAIRE 2.1 CHANGEMENT DE CARTES Les changements de paramé-
trage Fy ' o Fy sont de classe C™ et sont donc des difféomorphismes.
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2.2. ETUDE AU PREMIER ORDRE

Démonstration. Fy : Fy ' (ViNVaNS) — R? est C® donc F; ' o Fy est O
par la proposition précédente. Ce sont de plus des homéomorphismes. ]

Proposition 2.3 Différentiabilité Soit S C R? une surface réguliere, p €
S, f S — R"” une application continue. Il y a équivalence entre :
e Il existe un voisinage V de p dans R?® sur lequel f s’étend en une
application C'*° f .
o [l existe une paramétrisation ' : U — V de S au voisinage de p telle
que f o F soit C'*
e Pour toute paramétrisation F' : U — V de S au voisinage de p, fo F
est O

Démonstration.
3 =2 OK
2 = 3 Dans la démonstration précédente en utilisant rgdF = 2 et le
théoreme d’inversion locale on a montré 'existence de G. On pose alors

fw) = fFpuG™.
La fonction f prolonge f de SNV a V tout entier, f étant de classe
C* par composition de fonctions C*°. ~
1 = 3 On suppose 'existence d’un prolongement f de f a V. On prend
une paramétrisation locale F': U — V C R?® de S au voisinage de p et

foF = fo F
est C'°° par composition. [

Définition 2.2 Une application continue f : S — R sur une surface régu-
liere S est dite C'™° (ou bien réguliere) sur S si elle vérifie en tout point p
I'une des conditions précédentes.

Remarque 2.1 En pratique on vérifiera plutot 2).

Définition 2.3 Soit S et S’ deux surfaces régulicres de R3 et f : S — S".
On dira que f est réguliere (ou de classe C'™) si en tout point p de S, il
existe une paramétrisation F' : U C R? — R? de S au voisinage de p et une
paramétrisation F’' : U’ — R3 de S’ au voisinage de f(p) tel que (F') 1o foF
sont de classe C* sur U.

2.2 Etude au premier ordre

Définition 2.4 Plan tangent & une surface réguli¢re en un point Soit S C R3
une surface réguliere et p € S. Le plan tangent a S en p est par définition

T,S={X €R’ 3 >0,3c >0, ] —¢&,¢[— S CR? courbe tq ¢(0) = X}.
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CHAPITRE 2. THEORIE CLASSIQUE DES SURFACES

Proposition 2.4 Si F': U — V est une parmétrisation de S au voisinage
de p alors T,S = Im d,,, F' ot F(ug) = p (C’est en particulier un sev de R? et
il est de dimension 2).

Démonstration. Soit X € Imd,, F. Soit Y € R? tel que X = (d,,, F)(Y). Soit
¢ :] — e, e[— R3 définie par c(t) := F(ug + tY). On obtient alors

oF ty
(o) = I,y = x
ot 0

donc X € T,S.

Réciproquement, si X = ¢(0) € 7,5, montrons que X € d,,F. On consi-
dére ¢ = F~'oc:]—¢,e[= U CR? qui est une courbe C.

Soit Y = ¢(0) € R2.

(du(Y) = (duo)((0)) = do(F o ') = doc = é(0) = X n

Proposition 2.5 Soit S C R? une surface donnée localement au voisinage
de p € S par une équation p(x,y,2) = 0 ou ¢ : V — R est une application
C* avec d,p # 0.

Alors T),S = Ker(d,p) = (gﬂi o)t

Démonstration. Soit X € T,S. 1l existe ¢ : | — ¢,e[— S courbe paramétrée
avec ¢(0) = X et ¢(0) = p. Alors Vt €] — e,¢[, (poc)(t) = 0. Donc

dpoc
ot

=0 = (de)|0)¢(0) = (dpp)(X).

t=0

Donc X € Kerd,p. Or dim7,S = 2 et dimKer d,p : R®> — R. Donc T,,S =

Kerd,p. Par définition, grad, ¢ est 'unique vecteur de R3 tel que VX € R3,
— o

(dpp)(X) = (grad, ¢, X) donc Ker(d,p) = (grad, ). n

Définition 2.5 Différentielle d’une application entre deux surfaces régulieres
de R? Soit f: S — S une application régulie¢re entre deux surfaces régulieres
de R3. Soit p € S.

La différentielle d,f est définie sur 7,5 a valeurs dans Ty,)S" par le
procéde suivant : soit X € 7,9, il existe ¢ : | —¢,e[— S tel que ¢(0) = p et
¢(0) = X. Alors

(dpf)(X) := f o c(0) € Ty S’
car (f o c)(0) = f(p)-
Remarque 2.2 Montrons que dans le procédé, le résultat ne dépend que du

vecteur tangent X et pas de la courbe c choisie pour réaliser ce vecteur tan-
gent. Montrons aussi que dp,f : T),S — TS est linéaire.
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2.2. ETUDE AU PREMIER ORDRE

Démonstration. On considére f = (F')™' o f o F arrive dans U' quitte a
restreindre U. On considére ¢ = F~!oc. On a déja vu que (d,, F)(¢(0)) = X.

_Odfoc _OfoFoc
(dpf)(X) - at —o - at —0
OF' o foc ,on e
= HETOC o o flagil0)
=0

= d(F, © f)UO(dqu)_l(X)

¢ n’apparait plus, d,f est linéaire comme composée. On a d,; F'od,, f o
dy F' =d,f. [ |

Remarque 2.3 De la méme fagon, on peut contruire la différentielle d,f
d’une fonction f : S — R définie sur une surface réguliére S d,f : 1,5 — R
ou encore la différentielle d,G d’une application C* G : R" = § et d,G :
R™ — Tg(m)S.

Définition 2.6 Premiére forme fondamentale Soit S C R3 une surface ré-
guliere et p € S. La premiere forme fondamentale de S en p est la restriction
& T,,S du produit scalaire de R?

Soit S C R? une surface réguliere, p € S, F : U — V un paramétrage
local de S au voisinage de p.

T,S = Imd,F = Vect {(d,F)(e1), (d,F)(e3)} avec (&1, e3) la base cano-
nique de R2.

La premiere forme fondamentale Is est décrite par la matrice

9ij = IS((dpF)(e_l>)> (dpF)(€_2>))
Exemple 2.3 F(r,0) = (rcosf,rsinf) donc
Tr(r9) = Vect {(cosf,sind,0), (—rsind,rcosd,0)}

et la premiere forme fondamentale Ig est décrite dans la paramétrisation F

par la matrice
1 0
r

Définition 2.7 Une isométrie f entre deux surfaces S et S’ régulieres de R3
est un difféomorphisme de S sur S’ qui conserve les formes fondamentales :

Vp € S, Vv, w € T,S, I (v,w) = I, (D, f(v), Dy f(w))
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CHAPITRE 2. THEORIE CLASSIQUE DES SURFACES

Exemple 2.4

— Une isométrie conserve les longueurs des vecteurs tangents donc des
courbes. En effet, soit S une surface réguliere, ¢ : [a, b] — S une courbe
de S. Sa longueur est

2l = [ et de = [T (E0, o) ar

— Une isométrie conserve les mesures d’angles. En effet, soit S une surface
réguliere, p € S, v,w € T,S. Une mesure « de I’angle non orienté (v, w)
vérifie

I,(v,w)
Vo0, 0) L (w, w)

On montrera qu’'un difféomorphisme local f entre deux surfaces S et
S’" conserve les mesures d’angle (ie f est conforme) ssi

Ccosa =

Vp € S,3c(p) > 0,Vv,w € T,S, I14,)S"(Dy f(v), Dy f (w)) = c(p)]f(v,w)

Calcul d’aires

Définition 2.8 Soit S une surface réguliere de R®, p € S. Soit F': U — V un
paramétrage local de S au voisinage de p. On note (e, €2) la base canonique
de R? et (u1,us) les coordonnées cartésiennes centrées en 2 € R% On note
X1(F(u)) = D,F(e1) = g—fl(u) et Xo(F(u) = g—i(u) qui est une base de
TrawS. Pour 1 < i,j < j, gi;(F(u) = Ipu(Xi(F(uv)), X;(F(u))) sont les
coefficients de la matrice de I, dans (X7, X5).

L’élément d’aire sur (S, 1,) dans le paramétrage F' est par définition

det g; ;(F(u)) duy dus.

Lemme 2.0.1

Soit S une surface réguliere de R3, F : U — Vet I/ : U — V' deux
paramétrages de S au voisinage d’un point p. Soit f : S — R une fonction
C® a support compact dans SNV NV’. Alors

//U foF(us, “2)\/det(9m(F(u)))z‘,j duy duy
— //Uf o F/(u,l,ug)\/det(ggvj(F’(u/)))m du'l du;
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Démonstration. On note p = (F')"' o F'. On a

00 (F(0) = (P X5 (Pl) = { G-t 5 o)

OF o 8@;‘;“‘)<u>>
_ < OF () 228 (), 32 (o) 22 <u>>

/!
ou; = Ouy, Ou,

- 3 S P ) G )

En notant G' = (g;;), G' = (g;;) et J la jacobienne de ¢ : (g%’:)m, on

obtient G = J'G’J. La formule de changement de variables conclut. |

On notera alors
/ fds= / f o F(u)y/det G(F(u))du; dus
s U

Si la fonction f n’est pas a support dans un seul ouvert de paramétrage,
on écrit f comme somme de fonctions C'*°, chacune a support dans un ouvert
de paramétrage. On pieut oublier les parties de mesure nulle.

Les isométries conservent donc les mesures d’aires.

2.3 Etude au second ordre

2.3.1 Orientabilité

Définition 2.9 Une surface réguliére de R? est dite orientable ssi elle admet
un recouvrement ouvert (S NV, ).ca par des ouverts de paramétrage F,, :
Uo — Vi tel que pour tout o, 8, pga = F5'Fo : F;H(SNVoNV3) —
F3 1 (SNVaNVp) vérife que pour tout u € F 1 (SNVaNVj), det(Dygsa) > 0.

Définition 2.10 Soit S une surface réguliere de R*. Un champ de vecteurs
normaux C* sur S est une application C* N : S — R? tel que pour tout
peS, N(p) € (TpS)L-

Proposition 2.6 Orientabilité dans R3 Une surface réguliére de R3 est
orientable ssi elle admet un champ de vecteurs normaux unitaires C* global.

Exemple 2.5 Une sphere est orientable, de méme qu’'un ellipsoide.
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CHAPITRE 2. THEORIE CLASSIQUE DES SURFACES

Démonstration. Si S est orientable, alors on choisit une recouvrement (V, N

S) par des ouverts de paramétrage sur lesquels on choisit N%(F(u))
DuFa(e1)ADuFa(e2)
[ DuFa(er)ADuFa(e2)]

Sur SNV, N Vs, on a deux bases directes (D, Fy(€1), DyFu(es), N¥) et

(Dw Fj(e1), DwFs(ez), N) et N, NP sont orthogonaux a T,S et unitaires
donc égaux ou opposés. Comme les deux bases ont méme orientation, N* =
NB.

Réciproquement, si on a un tel N, pour chaque paramétrisation F': U —
V', on choisit (u,v) — F(u,v) ou (v,u) — F(u,v) de sorte que la base
obtenue soit directe. |

2.3.2 Seconde forme fondamentale

Soit S une surface réguliere orientable de R? avec un champ global C*
de vecteurs normaux unitaires N : S — S? (appelée application de Gauf3).

On considere d,N : TS — TN(p)82 mais Ty = 1,5 donc d,N est un
endomorphisme. On appelle alors W, = —d, /N I'endomorphisme de Weingar-
ten.

Proposition 2.7 Soit S C R? une surface réguli¢re orientable avec champ
de vecteurs normaux N. Alors W, est auto-adjoint pour la premiere forme
fondamentale 1,,.

Démonstration. On prend F : U — V un paramétrage local, X; = g—£ et

Xy = g—i base de T,,S (uy,us coordonnées cartésiennes centrées en p).
W,X; = —d, NX; et on peut écrire X;(p) comme le vecteur vitesse d'une

courbe2 bien choisie : X;(p) = W\t:@ —W, X, appartient donc a
Pour tout ¢, (X;(u + te;), N(F(u +te;))) = 0 donc, en redérivant,

(X(p), =W, X;) + <3Si0};j (u),N(p)> =0

Par Schwarz, (X;, W,X;) = (W, X;, X;). Cette égalité est vraie sur une base,
donc partout :
Vo,w € T,S, IL,(v, Wyw) = L,(W,v, w)

Définition 2.11 On appelle seconde forme fondamentale de S en p la forme
bilinéaire symétrique associée a W), :

Yo, v € T,5,1,(v,v") = L,(W,(v), )
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Comme W, est auto-adjoint dans l'espae euclidien (7,5, 1,), 7,5 admet une
base orthonormée pour I, de vecteurs propres de W,. Les directions corres-
pondantes sont appelées directions principales.

On appelle courbure de Gauss de S en p le nombre x(p) = det W, cour-
bure moyenne le réel H(p) = % et vecteur de courbure moyenne le vecteur

€ (p) = H(p)N,, qui ne dépend pas du choix de £N comme champ de vec-

teurs normaux.
Exemple 2.6 X;(p) = %(u). Notons G la matrice ((X;(p), X;(p)))i; la
matrice de la premiere forme fondamentale en p = F(u). En notant F' =
(X,Y,Z),ona X; = (5>, 5x 52

L’application N : S — S* est donnée par u — (Nx(u), Ny (u), Nz(u)).

W, est un endomorphisme de 7,S.

. 8NF(u+tel )

W, (X1(p)) = —(d,N,)(Xi1(p)) = ot

eT,S
t=0

Notons H la matrice de L, dans (X;(p), X2(p)). Si X, X' € T,S avec X =
(21, 22), X' = (27, 25) dans la base (Xi1(p), Xa(p))-
L(X, X') = X'GX et

L(X,X")=X'"HX' = [,(W,(X),X") = WX)'GX' = X'W'GW
Donc H = W'G. Comme [,(W,(X), X") = L,(X,W,(X’)), on a aussi H =
GW.

2.3.3 Courbure normale

Soit S une surface réguliere orientée de R3 et ¢ : | —,e[— S C R3.
On a défini la courbure de la courbe ¢ par x(0) = ||¢(0)|| et si £(0) # 0,
#(0)

on définit le vecteur normal a c en 0 par n.g = EGIE
On cherche a décomposer la courbure et le vecteur accélération de la
courbe ¢ en deux contributions : le courbure de la surface S et la courbure

de c dans S.

Définition 2.12 On définit la courbure normale de ¢ en 0 par Kyom,(0) =
(¢(0), N,y = £(0)(ny, N,) avec n, la composante de n.q sur (7,5)*.
THEOREME 2.1 Kporm,(0) = (€(0), N,,) = I5(¢(0), ¢(0)) qui ne dépend que
de la surface S et de la direction tangente ¢(0), mais pas vraiment de la
courbe c.

Définition 2.13 On peut donc définir la courbure normale de la surface S
dans la direction v € 7,5 par Knorm,c(P; V) = Knorm.c(p) pour n’importe quelle
courbe tracée sur S avec direction v en p.
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Démonstration. Pour tout t €] — e, e[, (¢(t), Newy) = 0. En dérivant en t = 0,

(E(0), Ny) + <¢<o>, W;;<t>> 0

Donc
Fnorm,e(0) = (¢(0), Wy (¢(0))) = L3(¢(0), ¢(0)) u

Remarque 2.4 FEn fait, si c est la courbe formée par l'intersection de S et
du plan affine engendré par Ny, v et passant par p, alors Ko s(p,v) est la
courbure de la courbe plane ¢ car Ny est en tout point normal a la courbe
c.

THEOREME 2.2 DESCRIPTION LOCALE DES SURFACES COMME GRAPHE
SUR LEUR PLAN TANGENT Soit S une surface réguliére (orientée) de R3,
p €S, X1, Xy une base orthonormée de T,S et N, = X; A Xs.

Alors il existe une paramétrisation F' : U — V de S au voisinage de p
telle que

e 0cU, F(0)=

o 2L(0) =X, (zeG Id)

. dg”((]) 0

o Au voisinage de 0, F(u) = p+uy X1 +us Xo+ (1 > hij(0)uy u]) N,+

O(|ul), ot H est la matrice de I, dans la paramétrisation F : h; ; =
I (BF 8F)

P aui’auj :

Démonstration. On va choisir une premiere paramétrisation F' et la modifier
par difféomorphismes locaux. On choisit F': U — V avec 0 € U et F(0) =p
en translatant U dans R2.

Il existe une base fi, fo de ToR? telle que (doF) fi = X et (doF) fo = Xy
car doF est un isomorphisme de ToR? sur 7,,S.

On prend (uy, us) les coordonnées cartésiennes sur R? associées au repére
(0, f1, fo). Alors fi = 52 et 2 —(0) = dOFa%1 = X;. En particulier, G =

Le développement hmlte de F : U — R3 par rapport aux coordonnées
(u1,uz) al'ordre 3 est

oFr oF 1 O*F
by O+ 5O b5 3 5y + Ol

aul 2 1<,57<2

1 O*F
=P + U1X1 + u2X2 + 5 Z <7<0>, Np> uiuij

1<i,j<2 Oulauj

F(Ul,UQ) = F(O) +

- . 3
Z <8ulauj Xk> Xiuuj + O(|ul?)

zgk
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On considere

U — R?
O*F
1
E oy — X
P w e 2%%% <8ui8uj (0); 1>
u ~ L PF
2 U9 + EZuzuj <m(0),X2>
(2% v

¥(0,0) = (0,0), ¥ € C* et dpnt = Id. Par le théoreme d’inversion
locale, ¢ est un difféfomorphisme local au voisinage de (0,0). On peut donc
poser F' = F o~! qui est une nouvelle paramétrisation de F' au voisinage
de p.

Ona F(0) = F(0) = p et §7 = doF (%7 (0)) = 55(0) = Xu.
On a aussi
*F
U = % : u;u; <8u’0u( (0)’X1>
Oy, uh) = " Rp +O(Jul?)
= 3350l o 0). % )
Tt 8u’0u;
1,7 1

Ainsi, le développement limité de F’ au voisinage de 0 par rapport a u}, ub
est de la forme souhaitée. ]

Toute surface réguliere peut d’onc s’écrire au voisinage de tout point p
comme graphe d'une application f : 7,5 — R de la forme

T,S —  (T,9)*
f: (ul,u2) — % Z hz7j(0)ulujN+O(|u|3)
1<4,5<2

ol (hi;)i; est la matrice de IS relativement & F.
En effet, on a trouvé une paramétrisation F' : U — V de S au voisinage
de p de la forme

1
F(U,l, U,Q) =P + U1X1 + UQXQ + = Z h%](O)U/ZU‘]N —+ O(‘U/P)

1<i,j<2

Si ]Ig est définie positive ou définie négative, la surface est localement isomé-
trique & une surface d’équation z = ax? + by? ie un paraboloide elliptique.

Si ]Ig est non dégénérée mais de signe variable, elle est localement isomé-
trique a z = ax® — by? ie un paraboloide hyperbolique. On dit que p est un
point selle.
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(a) Paraboloide elliptique (b) Paraboloide hyperbolique

THEOREME 2.3 (ADMIS) Soit S une surface réguliére orientable de R3. Si S
est compacte alors il existe un point p de S ot la courbure de Gauss k(p) > 0.

L’idée de la démonstration est de prendre les points a distance maximale
d’'une certaine origine de R? affine.

Définition 2.14 Une surface réguliere orientée S de R? est dite minimale
ssi en tout point p € S, H, = 0.

Exemple 2.7 Un disque est une surface minimale.

THEOREME 2.4 Soit S une surface réguliére orientée et d’aire finie, ¢ :
S — R3 un champ de vecteurs normaux.

Pour tout t on considére Sy = {p+1tp(p),p € S. Pourt assez petit, S; est
une surface réguliére et on a

0 Aire(S;)

5 = —2/S<¢,,%”>dAire

t=0

(avec 7, = H(p)N,).

Démonstration. On choisit une paramétrisation réguilere F' : U — V de S
au voisinage de p. On choisit un champ de vecteurs normaux unitaires N et
on écrit ¢(F(u)) = f(u)N(F(u)) pour f: U — R € C*.

Une paramétrisation de S; est donnée par Fi : (uy,u2) — F(uy,us) +
to(F(uy,us)). d, F est de rang 2 donc pour ¢ assez petit et v dans un compact
de U, (d,F};) est de rang 2. Donc S; est réguliere. On cherche la variation
par rapport a t de I’élément d’aire sur .S;. On cherche donc la premiere forme

PIERRON Théo Page 22 Tous droits réservés



2.3. ETUDE AU SECOND ORDRE

fondamentale de S;. T, (,)S; est engendré par g—i et 2—5;. On a

or; 0
Fur = u, (Flun,uz) + ()N (F(u))
oF 0 OF
— 8—u1(u) + ta—i(u)N(F(u)) +tf (w)(d,N) (a_m>
= Xi(u) 4t N, () (N
—— 0wy
€S T —W,(X1)€ET,S
€(T,8)+
On a R
<8—uj’ 8—uj> = (X1, X1) — 2t f (u)[p( X1, WpXa) + O(tQ)

Donc g4 = g7, — 2tf(u)hy, et = 925 — 2t f(u)h?; + O(?). Ensuite,

4y

det(gt) = det(gy; — 2t f(w)h; + O(t?))
= det(g>;) (1 4 2tr(—tf ()W) + O(?)

27.]

=det(g7)(1 — 4tf(u)H) + O(t?)

27.]

On a enfin d Aire = |/det(g; ;) dus dus donc

dA% = dAS\/1 —4tf(u)H = dAS — 2t f(u)H dA®

= dAY — 2t(p, ) dA® + O(t?)

Dot le résultat (¢ = fN et 7 = HN). n
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Chapitre 3

Géomeétrie intrinseque des
surfaces

3.1 Géométrie intrinseque

Définition 3.1 Soit S; et Sy deux surfaces régulieres de R?. Une isométrie
locale ¢ : S; — S5 est une application C'*° telle que

¥p € S1,YV, W € TS0, I3, (dg,V, dg,W) = I%(V, W)

Remarque 3.1 La différentielle d’une isométrie locale entre deuz surfaces est
partout de rang 2. Une isométrie locale est un difféomorphisme local.

Définition 3.2 Une isométrie ¢ : S; — S5 est une isométrie locale bijective.
C’est donc en particulier un difféomorphisme.

Définition 3.3 Une quantité intrinseque Q(p) en p € S surface réguliére
est une quantité telle que pour tout isométrie locale ¢ : S — S5 et pour tout

p € 51, Q% (p(p)) = Q% (p).

3.2 Champ de vecteurs sur les surfaces

Définition 3.4 Un champ de vecteurs v sur une surface réguliere S est une
application v : S — R? telle que pour tout p € S, v(p) € T,,S.

Un champ de vecteurs est dit C* ssi lu dans une paramétrisation F' :
U — Vil est de classe C*°, ou de fagon équivalente, si on note X;(u) = g—i(u)

et v(F(u)) = v (u) X1 (u) +v*(u) X2(u), v est de classe C™ ssi v! et v? le sont.

Exemple 3.1 On considere une application f : S — R de classe C*°. Pour
pe S, df, : T,8 — R est une forme linéaire.
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I,, est un produit scalaire non dégénéré suﬂ,)S . 11 existe donc grji fe
T,S tel que pour tout X € 1,5, df,(X) = [,(grad f, X).

p +— grad f, est un champ de vecteurs sur S.
Exemple 3.2 S = {2? +4* + 22 = 1}. Si p = (w0, Y0, 20), TpS = {zc X +
yoY + z0Z = 0}.

Prenons f : (z,y,2) — 2. Ona d,f : (z,y,2) — 2z = (7,(0,0, 1), (z,v, 2))
avec 7, la projection orthogonale sur 7,,S. Alors

—
grad f, = m,(0,0, 1) = (—20%0, —20Y0, 1 — zg)

—
Montrons que si f : S — R est une fonction de classe C*, grad f est C'*°
sur S. On pose f = fo F.

o

6u1

oF
U1

— . OF
8—(’&) = [F(u) (grad fp7 8—u1<u)>
oF . — 4
On note X; = 5~ et a; les coordonnées de grad f,, sur (Xi(u), Xo(u)). L'équa-
tion précédente devient

of
8ui
On note g* les coefficients de G~*(u). Alors

(u) = a191,; + a2g2;

qui sont donc C*°.

Définition 3.5 Soit S une surface réguliere de R3 et ¢ : I — R3 une courbe
paramétrée tracée sur S.

Un champ de vecteurs sur S le long de ¢ est une application v : I — R3
telle que pour tout ¢ € I, v(t) € Tew)S.

Exemple 3.3 ¢+ ¢(t) est un champ de vecteurs sur S le long de c.
t — ¢(t) n'est en général pas tangent a S en c(t).

Définition 3.6 La dérivée covariante %v(t) d'un champ de vecteurs C'*°
sur S le long de ¢ est par définition

o(t) = 7 (6(0)

avec T la projection orthogonale sur 7T, )S.
¢+~ Yo(t) est alors un champ de vecteurs C* sur S le long de C.
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3.3. CALCUL EN COORDONNEES

Proposition 3.1 L’opérateur % est additif et ona, si f : I — Ret ¢ :

J — I changement de paramétrage :

Vfu Vo :

« ()= f(tga(t) + f()v(t)
Vovop v, Vv

° P (s) = g(s)g(w(s))

o S0 w) = Lo (0. 0) + Lo (40, 5 0)

3.3 Calcul en coordonnées

Soit F' une paramétrisation locale de S, ¢: I — V C S une paramétrisa-
tion de la courbe C NV, X; = g—i.
Le champ de vecteurs v : I — R3 sur S le long de C' est donné par
u(t) = v ()X (F7H (1) + 0* () Xa(F 7 (e(t))
= 0! () X1(c(t)) + v*(t) Xa(c(t))
On a pour i, j € {1,2},
0X;
Ou,
Par les relations de Schwarz, T'}; = T ..

Vo V ~ 2 =
= = 3V OX(E(0) + v () Xa(e(1))

= ]; (@’“(t) + T E)e () (t)) Xi(e(t))

ij=1

(u) = T ;(u) X (u) + 7 (u) Xa(u) + aq N (u)

Les I'} ;(u) sont appelés symboles de Christoffel. On les calcule par

1. [ 9g; 09; 09; ;
Fk _ 7,n Lno %,J m,k
ZJ(U) 22 ( ou; + Ou, Ouy, g

n=1

qui ne dépendent que de la premiere forme fondamentale Ip(,).

Définition 3.7 Soit S une surface réguliére de R? et v un champ de vecteurs
sur S. Soit p € Set V, € T,S.
On définit la dérivée covariante de v dans la direction V,, de la facon

suivante : on choisit une courbe ¢ : | —e,e[— S tel que ¢(0) = p et ¢(0) =V,
et on pose
Vvoc
Vy,v =
Ve dt  li=o

Cette définition ne dépend pas du choix de la courbe ¢ choisie.
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CHAPITRE 3. GEOMETRIE INTRINSEQUE DES SURFACES

Remarque 3.2 Siv etV sont deur champs de vecteurs C* sur S alors Vv
est un champ de vecteurs C* sur S.

Définition 3.8 Soitp € S,V € T,,S, v : S — R? un champ de vecteurs. La
dérivée covariante de v dans la direction V est

t
Vo = YD) g
e |,_,
ouc:|—ee[— S est une courbe paramétrée avec ¢(0) = p et ¢(0) = V.

Proposition 3.2
(i) Vy et V.v sont linéaires.
(ii)) Si f: 9 > Rest C®sur S, on a

VV<fU) = fVyv + (dvf)v et vav = fVyv

(111) vav = fVVU
(iv) dyl(vy,v) = I(Vyvl,ve) + I(vy, Vyv2)

(v) Sip: Sy — Sy est une isométrie locale
dpp(Viio) = Vi, (de(w1))

Démonstration. On démontre (ii) et (v). Soit p € SNW, V3 € T,S et V5 €
T,S. On note X;(u) = g—i(u).

On a Vi = a'X1(0) + a®X3(0) et Vo = o' X1(0) + 0*X5(0). ¢; : t —
F(a't,a®t) est un chemin sur S avec ¢;(0) = p et ¢;(0) = V.

ey o t = F(b',0%t) vérifie co(0) = p et é3(0) = V. Enfin, ¢3 : t —
F((a' +bY)t, (a® + b*)t) vérifie c3(0) = p et ¢3 = V; + Va. Alors

Vou(ei(t))  Vu(F(a't,a?t))
R T dt

Ov(F (a't,a’t))
i ot
= a'm,(d,vX,) + a*m,(d,vXy)

= a'Vx,v+ a’Vx,v

Par linéarité de la formule, on a (ii). Pour (v), on écrit le champ v sur SNW
comme

v(F(u)) = o' (F(u)) X1 (u) + v (F(u) Xo(u)

On avait noté
0X;
Ou,

(u) = F},in (u) + F§Z<U)X2<u) + ;N (u)
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3.4. DERIVEES COVARIANTES ET COURBURE

Donc

B 82}1(F(t, 0))X1(t,0) + UQ(F(t, 0))Xs(t,0)
— ot

En remettant des symboles de Christoffel, on trouve

Vv = dpv! (X1)X1(0) + dpo*(Xo) X2(0) + > F’iika"

1<4,k<2

Soit ¢ : S7 — S une isométrie locale. On choisit alors comme paramétrage
de Sy N Wy la composée ¢ o F. Dans Sy,
oF oF

= Xjet— =X
8u1 Le 8u2 2

forment une base de Tr(,)S1. Dans S, agjf = dyrw(X1) et dppu(Xs)

est une base de Tiop(u)S2. Les coordonnées v! (F(u)) et v*(F(u)) de v(F(u))
dans la base (X;(u), Xs(u)) sont exactement celles de dp(,)p(v(F(u))) dans
la base (dp@)(X1(uw)), dp@p(Xa(u))). Puisque ¢ est une isométrie locale,

Les matrices de 19 et 12 sont les méme das les bases précédents. Donc les
symboles de Christoffel sont les mémes/ Comme Vyv ne dépend que des

coordonnées v*, v? et des I'¥ j» la formule (v) est démontrée. |

3.4 Dérivée seconde covariante et endomor-
phisme de courbure

Remarque 3.3 Dans une paramétrisation locale, on écrit V = V11X, +V?2X,.

On a

VW(VVU) = Vw(V1VX1U + V2vx2v)
= (AVH(W)Vx,v + (AVH(W)V x,v
+ Vlelev + VvaVXQU

Ve, vv a la méme partie différentielle en V' et V2, a4 savoir :

(AVH W)V x,v + (dV2)(W)V x,v
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CHAPITRE 3. GEOMETRIE INTRINSEQUE DES SURFACES

Définition 3.9 On définit la dérivée seconde covariante d’un champ de
vecteurs v sur S dans les directions V' et W par :

V%/VV'U = Vw(VV’U) — vavv

qui est bien linéaire en V et W.

Définition 3.10 On définit ’endomorphisme de courbure par

R(W, Vv = Vv — Vi

Pour tout f: S — R C®, R(W,V)(fv) = fR(W,V)v.
Pour tout V,,, W, € T,,S, R(W,,V,) est un endomorphisme de 7,,S.

THEOREME 3.1
e [L’endomorphisme de courbure est une quantité intrinseque (qui ne dé-
pend que de la premiére forme fondamentale) comme les dérivées cova-
riantes.
e Equation de Gauss :

R(V,W)v =IL(W,v)Wein(V) — I(V,v)Wein(W)

THEOREME 3.2 EGREGIUM Soit S une surface réguliére de R3, p € S,
(V.W) une base orthonormée de T,S. La courbure de Gauss K(p) en p se
calcule par

K(p) = I(R,(V, W)W, V)

C’est donc une quantité intrinséque.

Démonstration.
IRV, WYW, V) = I(I(W,W)Wein(V) — I(V, W)W ein(W), v)
= I(W, W) I(Wein(V),V) — L(V, W) (Wein(W),V)
— W(W, W)LV, V) — L(V, W)L(W, V')
= det(Wein) = K(p) u

Proposition 3.3

(i) Ry(v,u)xr = —Ry(u,v)w

(i) I(Ry(u,v)w,x) = —I(w, Ry(u,v)x)

(iii) (Bianchi) R(u,v)w + R(v,w)u + R(w,u)v =0
) R, 0)w = w(p)(I(o, w)u — I(u, w)0)

(iv
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3.4. DERIVEES COVARIANTES ET COURBURE

On prend F': U — V un paramétrage local de la surface réguliere S de
R3. On pose X;(u) = 25 (u) base de Ty,)S.

Il suffit de connaitre R(X;, X)X} pour connaitre R(u,v)w pour tous
(u,v,w) € T,S puisque R(-,-)- est linéaire par rapport a chaque argument.
On écrit

R(X;, X;) X} = ZRM &

Si G est la matrice de la premiere forme fondamentale et G™! = (¢"7), ;,
les symboles de Christoffel sont donnés par

agz m ag j,m agz j
k _ 7, _ ¥ k,m

ou,,

et vérifient Vy, X; = fo X}, ce qui suffit pour connaitre V,v.

Les coefficients de courbure R! i ik sont donnés par

ort . ort. 2
= £y Z (Flm,z‘FZ,Lj - an,jrzi)

m=1

gk 8ul an

R
qui vérifient

Vi, Xe — Vi, x, Xk = R(Xi, X)X = ZRH X
1=1
Finalement, on trouve aussi

Zgj kRz 7k

zgk
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Chapitre 4

Métriques riemanniennes

Définition 4.1 Soit S C R3 une surface réguliére. La donnée d’une mé-
trique riemannienne g sur S est la donnée en tout point p de S d’un produit
scalaire g, sur 7T},S dont les coefficients dans la paramétristation F' dépendent
de maniere C'*° de u.

On peut alors pour tout champ de vecteurs définir V,v la dérivée co-
variante, I’endomorphisme de courbure, la courbure de Gauss, et toutes les
grandeurs intrinseques.

Exemple 4.1
e La premiere forme fondamentale est une métrique riemannienne.
e On parametre un tore par

(0, ) — (cosB(3 + cos p),sinB(3 + cos ¢), sin )

En tout point Xy et X, sont indépendants. On peut définir une mé-
trique riemannienne sur ce tore en posant g(Xg, X,) = 0, g(Xy, Xg) =
9(X,, X,) = 1. L’endomorphisme de courbure du tore est alors nul, de
méme que la courbure de Gausse en tout point.

Remarque 4.1 Pour les surfaces compactes de R® avec la promiére forme
fondamentale comme métrique riemannienne, il y a toujours un point avec
courbure de gauss strictement positive.

4.1 Géodésiques

Soit S une surface réguliere munie d’une métrique riemannienne g et c :
[a,b] — S une courbe paramétrée tracée sur S. La longueur de ¢ est définie

par
Lid = / ' e (E(0), e(t)) dt
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CHAPITRE 4. METRIQUES RIEMANNIENNES

qui ne dépend pas du paramétrage. L’énergie de c est définie par

— %/b le(t)|? dt = %/@bgc(w(c‘(t),c'(t))dt

qui dépend du paramétrage.

Proposition 4.1 Pour ¢ tracée sur S munie de g, on a
(L[e)* < 2(b— a)Eld]

Démonstration.

Lle)* = < ’ Ve (€(1), ¢(1)) dt>2
/ab 1 ' Ger)(€ (t))dt

<(b—a ><2E[]

avec égalité ssi ¢ — go)(¢(t), ¢(t)) est proportionnelle & 1 ie est constant ssi
¢ est paramétrée proportionnellement a la longueur d’arc. [ ]

Lemme 4.0.1
Soit S une surface réguliere de R avec une métrique g. Soit

C'{Ix[a,b] ~ 8
(s, 1) = s, t) = cs(t)

(s, t) = %(s,t) = ¢,(t) et V(s,t) = 5(s,t). On a

Vi(snCs(t) = Ve,mV (s, t)

Démonstration. Comme c arrive sur S, on peut définir ¢(s,t) = F~1(c(s, t)).
On a alors ¢(t,s) = (F o ¢)(s,t). On a

de e _ e, 05

)= g 9 %y
ot 81 = i gy = 5 X1+ 50X
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4.1. GEODESIQUES

Vis,t) = ach + 8C2X2 On a

06 %)
V(s c(t) = VV( Trx+ 02X2>

ot ot
= dy (a;;) X+ %clval + dy (%?) X, + %CQVVXQ
- % L+ %t (%Cl Vi, X1 + %CQ VX2X1>
+ gzgixg % (%Cl Vi, Xo + %VX2X2>
)
i T ¥ Bl

La formule précédente est symétrique en ¢, 7 donc Vy ¢ est symétrique en
settet Vyc=V.V. [

THEOREME 4.1 FORMULE DE VARIATION DE L'ENERGIE Soit S une surface
régulicre de R® munie d’une métrique riemannienne g. Soit (p,q) € S? et ¢ :
| —e,¢[x[a,b] = S une famille de chemins a extrémités fixées p et q.

Alors
8E

= _/ Yeo(t) Vdo(t)éo<t)) dt

s=0

Démonstration. Comme pour tout s €] — e, ¢[, ¢s(a) = p et ¢s(b) = ¢, on a
V(0,a) = V(0,b) = 0. On sait que

1 b . .
Elc,] = 5/ Geoty (€(s, 1), ¢(s, 1)) dt
Ainsi, en dérivant en s = 0, on obtient

OF]c, 1 o . ) ) .
8&’ ] - 5 /a Ges(t) (vVC<87 t)7 C<S7 t)) + Ges (1) (C<8’ t>’ va(S’ t)) dt

= /ab Ges(t) (Vvé(S, t)v é<87 t))

b
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CHAPITRE 4. METRIQUES RIEMANNIENNES

COROLLAIRE 4.1 57 une courbe ¢ a une énergie minimale parmi ses étites
déformations a extrémités fixées; pour tout t € [a,b], Vyué(t) = 0.

Définition 4.2 On appelle géodésique sur une surface riemannienne une
courbe paramétrée telle que pour tout ¢ € [a, b], Vi é(t) = 0.

Proposition 4.2 Une géodésique est paramétrée proportionnellement a la
longueur d’arc : il existe A € R tel que pour tout ¢, g, (¢(t),¢(t)) = A.

Exemple 4.2 Sur la sphére unité avec une métrique riemannienne obtenue
par restriction du produit scalaire de R3. Aucun cercle ne vérifie
dc,,

Ve 5 =0

sauf si ¢ = 7. Les géodésiques sont donc des morceaux de grands cercles.

4.2 Géométrie hyperbolique

On considére dans R3 la nappe supérieure d’'un hyperboloide : H =
{(z,y, 2), 2*+y*—2% = —1, 2 > 0} et la fomre bilinéaire symétrique (z,y)_; =
T1Y1 + T2Y2 — T3Y3.

On pose pour p € H et v,v' € (T,H)* g,(v,v') = (v,v')_; dépend de
fagcon C*>* dep € H.

Vérifions que g, est définie positive. Le plan tangent en p = (z,y, 2) a
pour équation x X + yY — 22 = 0. De plus

X +yY\?

||(X7Y7Z)||2_1 :X2+Y2 —Z2 :X2+Y2 — (u)
z

XY (Xy —Ya)?

>0
22

On parametre H par

7. 10, +00[x]0,27] — R
(v, 0) —  (cosBshp,sinfshy,chyp)

La matrice de g dans (X, Xj) est

1 0
0 sh?yp

Les symboles de Christoffel sont tous nuls sauf I'f , = I's | = coth(y) et Ty, =
—sh¢chy. La courbure de Gauss est définie par la formule du théoreme
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4.2. GEOMETRIE HYPERBOLIQUE

egregium par

1-<2 1<2 jE%QQ
— RIX,. —= —= X — = — ]
/i(p) gp < < 1 ol QO) ’S] 907 1) o] 2

(H, g) est dite hyperbolique.

Vx,X, = 0 donc les courbes ¢ — F(0,¢) a 0 fixé, paramétrées par la
longueur d’arc sont des géodésiques.

On a deux isométries

cos) —sinf 0 —chp 0 shy
sinff  cosf 0] et 0 1 0
0 0 1 —she 0 chyp

Elles transforment les géodésiques en géodésiques. Donc des géodésiques qui
passent par p sont les sections planes de I’hyperboloide par des plans vecto-
riels qui passent par 0 et p.
Proposition 4.3 Soit S une surface réguliere de R? avec une métrique
riemannienne g et ¢ : [a,b] — S une courbe paramétrée.

Si ¢ minimise I'énergie parmi les courbes de c(a) a c(b) alors V) ¢(t) = 0
alors ¢ est une géodésique et en particulier,

ONeI?  dgew (é(t), é(t))
ot ot

= ety (Ve €(t), ¢(t)) + geqry (¢(t), Ve e(t) =0

avec ¢ paramétrée par rapport a la longueur d’arc.

Réciproquement, si ¢ est paramétrée proportionnellement a la longueur
d’arc, et si ¢ minimise la longueur parmi les courbes de ¢(a) a ¢(b) paramétrées
par [a, b] alors ¢ minimise I’énergie et est en particulier une géodésique.

Démonstration. Soit v un autre chemin. On a par Cauchy-Schwarz :
2b— a)E(7) > 1(7)? > (c)? = 2(b — a) E(c)
]
Proposition 4.4 1l n’existe pas toujours de courbe minimisante (prendre

R? épointé avec la métrique usuelle).

Comme I"équation V)¢(t) = 0 est un systeme d’inconnues (uq(t), ua(t)),
on a
Ve e(t) = Ve (U () X1 + tia(1) X5)

On obtient un systeme différentiel ordinaire d’ordre 2 donc par Cauchy-
Lipschitz, en tout p € S, et v € T,5 il existe un intervalle | — £, ¢[ et une
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géodésique ¢ : | — g, e[— S paramétrée par la longueur d’arc avec ¢(0) = p et
¢(0) = v.

Si ¢ est une autre géodésique vérifiant ces conditions, alors elles coin-
cident. En particulier dnas l'exemple de la géométrie hyperbolique, on a
trouvé une géodésique pour tout p,v, on a en fait trouvé toutes les géodé-
siques.
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Chapitre 5

Variétés abstraites

5.1 Définition

Définition 5.1 Soit M un espace topologique (en générale supposé séparé
a base dénombrable).

Un paramétrage d'un ouvert W de M est un homéomorphisme F' : U —
W ou U est un ouvert de R".

Si F et F, sont deux paramétrages d’ouverts Wi et W5 le changement de
paramétrage de F} a Fy est Fy ' o F} dans les espaces ol c’est bien défini.

Un atlas différentiable A de dimension n sur M est la donnée d’un en-
semble A = {(U,, F,,), F, : Uy, — W, paramétrage} tel que I'union des W,
soit M et les changements de paramétrage Fjy ''o F, soient des difféomor-
phismes.

Un atlas A est dit maximal ssi tout paramétrage G d’ouverts de M qui
vérifie que G~ o F,, est un difféomorphisme pour tout « est en fait déja dans
A. On peut montrer que tout atlas différentiable se compléte en un unique
atlas différentiable maximal.

Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique muni
d’un atlas différentiable maximal de dimension n.

Exemple 5.1 Un ouvert de R™ est une variété differentiable, de méme que
les surfaces régulieres et le plan projectif.

Définition 5.2 On dit qu'une application f : M — M’ est différentiable
ssi pour tout p € M, il existe des paramétrages F' : U — W et F' : U —
W' tel que f(W) ' est (F')"!o fo F soit C*°. Comme les changements
de paramétrages sont C'*° la propriété précédente ne dépend pas des deux
paramétrages choisis dans I’atlas.
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R’I’L

FIGURE 5.1 — Atlas

5.2 Les vecteurs tangents

Pour les surfaces réguliéres de R3, le plan tangent en un point p se calcule
en choisissant uen paramétrisation F' : U — W au voisinage de p et en
prenant Im(dFp-1(,). Si F” est une autre paramétrisation au voisinage de o,
on a

(Fov) i= dFp-1)v = dF(py-1,)0" = (F',0)

alors v/ = d((F') ™' o F) p-1)(v).

Définition 5.3 Soit (M, A) une variété différentiable de dimension n. Soit
p € M. On définit une relation d’équivalence sur A x R™ par (F,v) ~ (F',v)
ssi v/ = d((F") " o F) p-1pv.

Un vecteur tangent en p est une classe pour cette relation. On la notera

[F,v].
Proposition 5.1 Si F': U — W est un paramétrage de M au voisinage de

p alors
AR {R" — T,M

v o= [F]
est une bijection et si F” est un autre paramétrage,

R* — R"
(AF) 1o (AF) :
v = v tel que [F',v'] = [F,v]
coincide avec dp-1(,)((F”) " o F'). C’est donc un isomorphisme linéaire.
Enfin, T, M posséde une unique structure d’ev telle que chaque AF soit
un isomorphisme linéaire.

Démonstration. Montrons que Ap est surjectif. Soit [F,v'] € T,M, F et F'
sont deux paramétrages de M au voisinage de p.
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5.3. DIFFERENTIELLE D’UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE

Soit v = d(F~ o F')(pry-1,»)v". On a Apv = [F,v] = [F’,v] donc Ap est
surjectif.

Soient vy, vy tels que Apv; = Apvg. [F,v1] = [F,vg] donc vg = vy et Ap
est injectif.

Par définition des classes, on a clairement

(AF") ™ o (AF) = dp-1()(F') " o F)

Soit p € M et F' un paramétrage au voisinage de p. On définit une struc-
ture d’espace vectoriel sur T, M par transport de structure par la bijection

Ap.
[F”,U”] + [F/,U/] — AF<A;‘1 [F”,U”] + AEl [F/,U/])

Si F} est un autre paramétrage, on peut vérifier que
AF1 (A;Hl [Fﬂv UH] + AI?ll [Fla vl]) = AF(A;‘1 [Fﬂa U”] + A;’1 [Fla vl])
Donc

A;1 © AF1(AIT“11 [Fﬂv UN] + Alj“ll [Flv Ul])
=(AF' AR )AL [F", 0" + (AR Ap) AR [F', V]
=AGF" 0"+ AR F', V] =

5.3 Différentielle d’une application différen-
tiable

Dans le cas des surfaces régulieres,

Of oFo
fTFWu(O) = D(f o F)yu(0)

= D(F/ @) f)u(o)ua)) = DF(Ifou)(O) dfu(o)?l((])

df, X =

avec 4(0) = dF 5 X et (F,u(0)) = X = Api(0). Ainsi

dfpX = (F/vdfF—l(p)u@))

Dans le cas des variétés abstraites si f : M — M’ est une application
différentiable entre deux variétés différentiables (M, A) et (M’, A’) et p un
point de M. On définit la différentielle de f en p par

e Le choix d'un paramétrage F' : U — W de M au voisinage de p €¢ W

et [ : U — W' de M’ au voisinage de f(p) € W'

[ ] dpr = [F,, dFF—l(p)AE1X] = A}m(dfp—l(p)A;;lX).
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On peut vérifier que df,X ne dépend pas des choix de paramétrages.

En particluier, si on note X = AF(%) = [F, %] et ¥ = Ap/(2%) alors
k

la matrice de df, dans (Xj,Y;) est la matrice de d fF—l(p) dans les bases

0 0
(E’ au;c)'

5.4 Les sous-variétés

Si S est une surface réguliére de R?, on a vu a I'aide du théoréme d’inver-
sion locale que les parametres locaux F' se prolongent en difféomorphismes
d’ouverts de R3.

Définition 5.4 Un sous-ensemble S d’une variété différentiable (M, A) de
dimension n est appelé sous-variété de M de dimension s si pour tout point
p de S, il existe un paramétrage F' : U — V dans A au voisinage de p tel que
U = U; x Uy avec Uy ouvert de R® et U, ouvert de R"™* contenant 0 tel que
F({U; x{0})=WnS§s.

Exemple 5.2 Les surfaces régulieres de R? sont des sous-variétés de dimen-
sion 2. Une surface qui se recoupe n’en est pas une.

Remarque 5.1 Si S est une une sous-variété de M alors (S, Als) est une
variété differentiable.

5.5 Inversion locale

Soit f : M — M’ une application différentiable entre variétés différen-
tiable de méme dimension. Soit p un point de M. Si dfy, : T, M — Ty M’ est
un isomorphisme linéaire alors il existe un voisinage ouvert W de p dans M et
un voisinage ouvert W' de f(p) dans M’ tels que f réalise un difféomorphisme

W — W'

Définition 5.5 Une application différentiable f : M — M’ entre deux
variétés différentiables est appelée
e immersion ssi pour tout p € M, df, est injectif
e submersion ssi pour tout p € M, df, est surjectif
e plongement ssi immersion injective qui réalise un homéomorphisme sur
son image

Commes conséquences du TIL, on obtient la forme locale des immersions
suivante de la méme facon que pour les surfaces régulieres de R3.

THEOREME 5.1 FORME LOCALE DES IMMERSIONS Soit f : M — M’ une
immersion. Il existe un paramétrage F' de M au voisinage de p et F' de M’
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au voisinage de f(p) tels que f(W)C W/, U' =UXT, f=(F)tofoF
avec f - x — (x,0).

En particulier, f(W) = F'(U x {0}) est localement une sous-variété de
M.
Remarque 5.2 L’image d’une variété par une immersion n’est en général pas
une sous-variété.

Le cas des submersions généralise les exemples de surfaces définies comme
lignes de niveau.

THEOREME 5.2 FORME LOCALE DES SUBMERSIONS Soit f : M — M’ une
submersion en p € M. Il existe un paramétrage F' : U — W de M au
voisinage de p et F' : U — W' de M au voisinage de f(p) tel que f(W) C
W', U=TxU et f=(F)"'ofoF vérifie

~ TxU — U
I
(r,y) =

En particulier, f=1(f(p)) est localement une sous-variété de M.

Si f est une submersion en tout point de f~1(p) alors f~(p) est une
sous-variété de M et T [~ (p) = Ker(df).

Remarque 5.3 L’image d’une variété par un plongement est une sous-variété
(difféomorphe d la variété de départ) dont 'espace tangent est l'image par la
différentielle du plongement de ’espace tangent de départ.

Définition 5.6 Une métrique riemannienne sur une variété différentiable
M est la donnée d'un produit scalaire g, sur chaque espace tangent 7,M,
dont les coefficients, lus par Az sont des fonctions C™ avec

UxR' — UTqW
Ap : q
(u,v) = [Fov]pw)
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