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Chapitre 1

Théorie de la mesure

1.1 Tribus

Définition 1.1 Un espace F est dit dénombrable ssi il est en bijection avec
N.

Définition 1.2 Une classe A € P(P(F)) est dite algebre (de Boole) ssi :
e J#£A
e acA=a"€A
® (71,0 €A2:>G1UCL2 cA

Remarque 1.1
o A est stable par intersection finie
e L’intersection d’algébres est encore une algebre
e On peut donc parler d’algébre engendrée par une classe de parties C' C

P(E) : c’est la plus petite algébre contenant C' : N A.
ADC

Définition 1.3 Une classe de parties A C P(F) est dite une tribu (o-
algebre de Boole) ssi :

e JgcA

ceacA=a‘cA

o (0;);e A= Ua; € A
>0

Remarque 1.2 A est stable par intersection dénombrable.

Exemples :

e {J, E'} est une tribu grossiére

e P(E) est la plus grande tribu sur £

e L’intersection de tribus en est encore une (mais pas I'union en général)
donc on peut parler de tribu engendrée par une classe C' C P(FE).

Si C = {A} ou A € P(E), on note o(A) la tribu engendrée par A :
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

o(A)={@, A A, E}.

SiC={A,B},0(AB)={9,A,B,A°, B, AUB,(AUB), AN B, (AN
B)¢,(A°UB),(A°UB), AU B¢, (AU B, E}.
Remarque 1.3 On peut avoir 0(A) = o(B) sans avoir A = B.

Définition 1.4 Une tribu est dite séparable ssi elle est engendrée par une
classe dénombrable de parties de E.

Exo : Soit E, F' deux espaces, A une tribu sur F et f: F — E.

1. Montrer que f~'(A) = {f~Y(A), A € A} est une tribu sur F.
fH@) =2, fTHE)=TF, f7H(A%) = fT1(A) et

Usr ) = (UAz)
i>0 i>0
2. Soit U un sous-espace de P(E). Montrer que f~1(a(U)) = o(f~H(U)).

f7HU) € f7H(e(U)) done o(f7H(U)) € f7H(e(U)).
Posons B = {B, f~'(B) € o(f~*(U)). B est une tribu sur E.
Or U € B donc o(U) C B. Donc f~Yo(U)) C f~4(B) c o(f~1(U)).

1.2 Tribus boréliennes

1.2.1 Tribu borélienne de R

Définition 1.5 On définit et on note Z(R) la tribu engendrée par les in-
tervalles de R.

Proposition 1.1 Tout intervalle semi-ouvert |a, b] est un élément de Z(R).

Démonstration. Ja,b] = N ]a, b+ X[ n
n=1

Proposition 1.2 %(R) est engendrée par C; = {] — 00, x|,z € R} et par

Cy = {] —OO,SL’],ZL’ € @}

Démonstration. Cy C C; C B(R) donc o(Cy) C o(Cy) C B(R).
Soit (a,b) € R2 1l existe (ap)n, (bn)n € (QV)? tel que (a,), décroit vers a
et (b,), croit vers b.

lan, b,] =] — 00, b,]\] — 00, a,] donc |a,, b,[€ o(Cs)
Ja,b[= nUO]an, b,] donc Ja, bl€ o(Cy).
Donc %’ER) C o(Cy). u
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1.3. TRIBUS COMPLETES, COMPLETION DE MESURES

Remarque 1.4 Un borélien (élément de B(R)) ne peut pas, en général, étre
décrit d’une facon concréte.

Proposition 1.3 %(R) est engendrée par les ouverts de R et par les fermés
de R.

Démonstration. Soit A un ouvert de R et z € A.
Il existe € > 0 tel que |z — ¢,z +&[C A. Donc il existe a,,b, € Q? tel que
x €lag, by[C A.

Q est dénombrable donc U |a,, b,[ est une union dénombrable valant A.
€A

Donc A € #(R). u

1.2.2 Tribu borélienne sur un espace topologique

Définition 1.6 On appelle tribu borélienne sur E et on note Z(F) la tribu
engendrée par les ouverts de FE.

Définition 1.7 On définit le produit de deux tribus A et B et on note A® B
la tribu engendrée par les pavés de la forme a x boua € A et b € B.
A-t-on B(R?) = B(R)??

Définition 1.8 On appelle espace mesurable un couple (F, A) ou E est un
espace et A une tribu sur E. Les éléments de A sont appelés mesurables de

A.

1.3 Tribus compléetes, complétion de mesures

1.3.1 Mesure positive sur (F, .A)

Définition 1.9 Une mesure p sur (F,.A) est une application A — [0, +00]

telle que p(@) = 0 et V(A,), série de mesurables disjoints, u (UAZ) =

ZM(Ai)-

i>0
Remarque 1.5 Le deuxieme axiome porte le nom de o-additivité. Le second
membre peut valoir +00.

Le premier membre ne dépend pas de [’ordre de ['union et le second non
plus car la série est a termes positifs.

Proposition 1.4
e AC B= u(A) < u(B).

o W(ANB)+u(AUB) = p(A) + u(B).
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

n—-+o00

e Si (A,), est croissante, i (UAZ) = lim u(A,).
120
e Si (A,), est décroissante et pu(Ag) # 400, alors

o] = s

e Si (A,), est une suite de mesurables, i (U Ai> < Z,u(A
120 n=0

Démonstration.
o w(B) = p(A)+pu(B\A) = pn(A)
e W(AUB) = u((A\ (AN B))U(B\ (ANB))U(ANB)) = u(A\ (AN
B)) + B\ (AN B)) + u(AN B) = u(A) + u(B) — n(AN B)
e On pose B,, = A,11 \ A,. Les B; sont disjoints et leur union vaut celle
des A;.

Donc :

)l R
)+ s

wt) — 1(A) = lim_p(A,)

n—-+o00

e Onpose B, = Ag\ A,. B est croissante donc < U Bn> = lim wu(B,).

n>0 n—-+oo

Or LJ lgn = 140 \ ( r\ fln)-
n=0 n=0

Donc :
() wne(un)

u(Ag) = lim_ p(B,)

n—-+4o0o

1(Ao) — p(Ao) + Tim pu(A,)

n—+o0o

e On pose B, _A\< )
Les B; étant disjoints,

u( ) (U ) S u(B,) < Sop(A,) .
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1.3. TRIBUS COMPLETES, COMPLETION DE MESURES

1.3.2 Espaces négligeables

Définition 1.10 (F, A, 1) est un espace mesuré ssi £ est un ensemble, A
une tribu et g une mesure positive sur A.

Définition 1.11 Un ensemble N C FE est négligeable pour u ssi il existe
Aec Atel que N C Aet u(A) =0.

Remarque 1.6 N n’est pas forcément mesurable donc on ne peut pas dire
u(N) = 0.

On voudrait agrandir A en ajoutant les N négligeables (on dit qu’on
complete A). Quand A sera complétée en A’ on étendra p a A’. La mesure
de N p-négligeable sera nulle.

Définition 1.12 On dit que f et g : E — R sont égales presque partout ssi
il existe N € E p-négligeable telle que f = g sur E'\ N. En particulier, pour
tout (A, B) C E, on dit que A = B presque partout ssi les deux indicatrices
sont égales presque partout ssi A A B est négligeable.

Proposition 1.5
e ANB= A°\ B
e W(AAB) =0= u(A) = p(B).

Démonstration.
e ANB=(ANB°) U(A°N B) est symétrique en (A, A°) et (B, B°).
o Sipu(AAB) =0, u(B\(ANB))+u(A\ (ANB)) =0. C’est la somme
de deux termes positifs donc u(B) = u(AN B) = u(A). n

Proposition 1.6 Soit N I'ensemble des parties négligeables.
e JeN
e BC Aet Ae N implique B e N.
o Si (A,), € NN alors U A, € N.

n=0

o Si (Ay); € N1 alors NA; €N.
tel
Démonstration.
e Clair
e Clair

e Pour tout ¢ € N, il existe C; € A tel que A; C C; et u(C;) =0. On a :

8

Il
o

(e <

Donc U A4, € N.

n=0
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

e Pour tout t € I, Ay C C; € A avec u(Cy) = 0.
(A: C Ay C Cy
tel

Donc NA; € N. ]

tel

Définition 1.13 On appelle tribu complétée de A et on note A la tribu
engendrée par A UN.

Remarque 1.7 Contrairement & A qui est souvent difficile & décrire, A a
quatre descriptions.

Proposition 1.7

AcA ssi I(B,C)e A2 BCACCetpu(C\B) =0
ssi ABLNe AxN,A=BUN
ssi dB € A, A = B presque partout

( ssi EIBGA,AABEN)

Démonstration.
2 = 3 Il existe (B,C) € A% tel que BC AC C et u(C\ B) =0.
Ona A=BU(A\B).OrBe Aet A\ B C C\ B avec u(C\ B) = 0.
3 =4 Il existe (B,N) € Ax N avec A= BUN.
AAB=(BUN)\BCN e N donc A= B preque partout.
4 =2 Il existe B € A tel que AAB € N.
Donc il existe D € A tel que AAB C D et u(D) = 0.
On pose B = BN (D et C'"=BND.
—_— —_—
€A €A
Ona B Cc AcC(C':
B CcA ssi A°C (B)=DB°UD.Or B°UD C (AN B)%et A° C
(AN B)-.
ACcC car ANBCBet A\(ANB)CAABCD.
De plus, pu(C"\ B') = u(D) = 0.

4 < 1 On vamontrer que Fy = {A C E,3B,N € AXN, A= BUN} est
une tribu, ce qui revient & montrer que F3 = {A C E,3B€ A, AAB €
N} en est une.

e F€cFEscar EANE=0.
e Si A€ Ej, il existe B € Atel que AABe€N.
(A) A(B) = AAB € N et B° € A donc A° € Es.
e Si (A,), € EY, il existe (B,), € A" tel que (A, A B,), € NN
U (A, A B,) € N donc <L>JOAn>A<UBn> eN.

n=0 n>0
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1.3. TRIBUS COMPLETES, COMPLETION DE MESURES

De plus, U B,, € Adonc U A, € Ej.

n=0 n>0
Finalement, Ey est une tribu. Or Fy C A (par définition) et A C Ey
car A Li/\/' C Es.
Donc A = Es. ]

Proposition 1.8 Soit (F,.A, ) un espace mesuré et A la tribu complétée
de A par rapport a u. L’application :

_JA — RF
" YA=BUN = wB)

est bien définie et est I'unique extension de p a A (dans le sens ou ji = u sur

A).

Démonstration.
e /i est bien définie : soit A € A tel que A= BUN = B'UN'.
BAB Cc NAN'donc u(BAB')=0donc u(B) = u(B).
e /i est une mesure :
« i(2) = (@) = 0.
* Soit (A,), € A" disjoints.
Pour tout i € N, A; = B, UN;. On a :

Ui, - (UBH) y (UNN)

Donc :

p (UAn) =p (UBn) = ZN(BH> = Zﬁ(An)
n=0 n=>0 n=0 n=0
* Soit ¥ une extension de p a A différente de p.
Soit A€ A. A= BUN avec N C C € A tel que u(C) = 0.
BCcAcCBUCdonc u(B) =v(B) <v(A) <v(BUC) <v(B)+
V(C) = u(B) + p(C) = p(B).
Donc v(A) = u(B) = u(A). n

Proposition 1.9 L’ensemble N des parties ji-négligeables coincide avec N

Démonstration. On a, par définition de g, N' C N.
Soit N € N. Il existe C' € A tel que N € C' et i(C) = 0.
Il existe B,N' € A x N tel que C = BUN'.
i(C) = u(B) =0 donc BeN. N
OrNcCcCcBUN eN.Donc N =N. n
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

1.4 Construction de mesures — Théoréme de
Carathéodory

1.4.1 Mesures extérieures

Définition 1.14 (mesure extérieure) Un application p* : P(E) — [0, +0o0]
est dite une mesure extérieure ssi :

o 1(@)=0

e " est croissante.

e Pour tout (A;) suite de parties de E disjointes deux & deux,

p ( U Ai) < zn:M*(Az')

1<i<n i=1

Définition 1.15 Une partie B de E est dite p*-mesurable si VA € F,
p(A) = p (AN B) + p* (AN B°).
On note M(u*) 'ensemble des parties p*-mesurables.

Proposition 1.10 M (u*) est une tribu sur E. Elle est appelée tribu de
Carathéodory. La restriction p de p* a cette tribu est une mesure notée .

Remarque 1.8 Par le troisiéme azxiome définissant u*, on a clairement
p(A) < p' (AN B) + (AN B°)

Démonstration.
o O € M(u*) : en effet, pour tout A C E, AN@ =2et AN =A
donc p*(@) = 0.
o M(u*) est stable par complémentation vu la symétrie de la définition
de M(p*).
e Pour montrer la stabilité par réunion dénombrable, on va montrer :
— la stabilité par réunion finie (donc par intersection finie par passage
au complémentaire donc par différence)
— la stabilité par union disjointe (Il suffira alors de considérer JA, =
UB, avec B, = A, \ U A disjoints deux a deux) "
n

0<k<n—1
— Soient (By, By) € M(u*)?.
Pour tout A C E, u*(A) = p*(ANBy) + (AN BS) = p* (AN By) +
(AN BfN BS) + (AN BfN Bsy).
p (AN BfN BS).
Or u*(AN(B1UBy)) = u*(AN(B1UBy)N By )+u*(AN(B1UBy)NBY) =
p* (AU By) 4+ p*(AN Bf N By).
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1.4. THEOREME DE CARATHEODORY

Donc p*(AN(ByUBsy)) + p* (AN (B U B)¢) = u* (AU By) + p*(AN
BN By) 4+ pw*(AN B{N BS) = p*(A).
— Soit (B,), € M(u*)N disjoints.

Par récurrence, on a p*(A) = > p* (AN By) + p* (A N N B,ﬁ) .
k=1

1<k<n
En effet,

p{AN () B
1<k<n
= AN () Bi|+p*|AN () BiN By
1<k<n+1 1<k<n
( ( f Bg))+#*(AﬂBn+1)

1<k<n+1

Donc u(A) = zn:,u*(A N By) + u* (Aﬂ ( N B,ﬁ)) + p(AN

1<k<n+1
n+1
Bowt) = St (AN B 4 (Am( N B))
k=1 1<k<n+1

On va montrer que p*(A) > u* (A N (%JBn)) + p* (A N (QBE))
Ona AN (ﬂBk> C AN <ﬂ Bk> donc p*(A) > Z,u*(AﬂBk)+

n=0 k<n k—0

v (A " (QB))

Donc p*(A) = > p(ANB,) +p* [ AN ( Bn)
n=0

c
n=0

n=0 n>0

ooty (a0 () o (10 (5. )

Donc M (p*) est un tribu sur E.
e Montrons que u est une mesure : p(2) = 0.
Soit (B,,), une suite d’éléments disjoints.

M*(A)>M*<U(AmBn)>+u* <Am <UBn )
J

W(A) 2 S (AN B,) + (An (UBn) )

n=0 n=0
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

donc, pour A= | B,, on a

n=0

’ ( U Bn) _ ( U Bn) > S (B = Sou(B). .
n=0 n=0 — n—0
Remarque 1.9 Si B C E est telle que p*(B) = 0, alors B € M(u*). En
effet, p*(A) = p* (AN B®) + p* (AN B) car u* est croissante et u*(AN B) <
p*(B) =0. Donc B € M(u*).

Il en découle que si N est p-négligeable (ie N C B), B € M(u*) et
w(B) = 0 = p*(B) donc p*(N) = 0 donc N € M(u*) donc M(u*) est
compléte.

1.4.2 Mesure de Lebesgue
Définition 1.16 Dans le cas £ = R, on définit la mesure de Lebesgue \*

par A*(A) = inf {i(bn —ay,), J]an, bu[D A}.

n=0 n=0

Proposition 1.11 A\* est une mesure extérieure sur P(R).

Démonstration.
e \(2)=0
e Si A C B, tout recouvrement de B est un recouvrement de A, donc, en
passant a l'inf, \*(A) < A*(B).
e Soit (A,), une suite de parties de R. S’il existe ng tel que A\*(A,,) =
+o00, 'inégalité est vérifiée.
Dans le cas contraire, soit € > 0

Il existe un recouvrement (J ]ak )b n)[ tel que
k=1

oo n . c
S0 =) <X (An) + o
k=1

Alors, UA, C U U [ak 7b(n]
n=1 n>1k>1

Donc \* ( U An> <SS —al”) +e.
n=1 n=0
A* est donc sous-additive. |
Définition 1.17 La restriction de A* a M(\*) est appelée mesure de Le-
besgue.

Proposition 1.12 AB(R) C M(X*) et A(Ja,b]) = A([a,b]) =b— a.

Démonstration.
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1.4. THEOREME DE CARATHEODORY

e Il suffit de montrer que B, =| — 0o, x] € M(AX*) pour tout = € R.
Soit A une partie de R et (Ja,, by[), un recouvrement de A.

Soit £ > 0. ANB C U |an Aa,by A (24 5) [

n=0

De plus, AN B¢ C Ula, Vx,b, Vx[%

n>0

On a donc \*(A N B) Z)\* (]an/\x,bn/\(x+2%)[) et A*(AN

B <Y MN(Jan V x,b, V x[).
n=1
Donc, en examinant différents cas, on obtient A*(ANB)+ A" (AN B) <

e}

> (bn — an) + 2e.

n=1
Donc A*(AN B) + X (AN B < A*(A).
e [a,b] C N]a—2,b+ [ donc \*([a,b]) <b—a.
n=1

Soit (Jan, by[)n un recouvrement de [a, b]. [a, b] est un compact de R qui
est de dimension finie donc il existe N tel que [a,b] C U Jax, by[.

N 00 o
Donc b —a < > (by — ax) < Z(bk - ak) Donc A*([a,b]) = b — a.
De plus, )\*({ak})l— 0 car {a} C ﬂ ]a —La+il

Donc \*([a, b]) = A*(Ja, b]) + 0 + O = )\*(]a b[). n

Remarque 1.10 A({a}) = 0 et la o-additivité de A montrent que \(E) = 0
pour tout E dénombrable.

Donc les ensembles dénombrables sont A-négligeables et ce ne sont pas les
seuls (ensemble de CANTOR )

Proposition 1.13 Soit Z(R) la complétée de H(R) pour la mesure de

—~—

Lebesgue. M(X\*) = #A(R)

P

Démonstration. On sait que B(R) C M(X*) (M(X*) contient les boréliens
et les ensembles A-négligeables)

—_—

Pour l'inclusion réciproque, on utilise la caractérisation de ZA(R) : A €

%Z]RT) ssi 3C, B € B(R) tel que C C AC Bet A(B\C) =0.
Soit A € M(X*). On pose A,, = AN| — n,n[ pour n > 1.

Il est clair que A = U A,, et que 'union est croissante. En vertu de la
n>1

continuité par limite croissante, il suffit de construire (B, ),, (Cp). € B(R)N

1. a Ab=min(a,b)
2. a Vb =max(a,b)

PIERRON Théo Page 11 Tous droits réservés



CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE

croissantes telles que C,, C A, C B,, et A(B, \ C,,) = 0.

Soit n > 1. Comme \*(A, ) < 00, pour tout p > 1, il existe (]a/,(f),l)/g))[)/zC
1
recouvrement de A, tel que Zb,(gp — alg) <MNA,) + -
k=1 P
On pose B, = N U ]a,(f), b,(cp)[. On a alors clairement A,, C B,,.
p21k>1
1
On a A(B,) < Z(b“’ —al”) < AF(AL) + -
k=1 p

Donc A*(B,) = A\(B,) = \*(4,) et B, € B(R).

On applique ce procédé a AS, ce qui donne un U,, € #B(R) tel que AS C U,
avec \*(U,) = \*(AS).

On pose C,, = Uf. On a alors C,, € #(R) et C,, C A, C [—n,n] donc
A (C) = A (Ayn) = N (By).

Donc A(B, \ C,,) =0et C,, C A, C B,. ]

1.4.3 Cas général

Définition 1.18 On dit que m : C — RT une prémesure (ou mesure sur
'algebre C) ssi

e m(¥)=0

e Pour tout A, B € C? disjointes, m(A U B) = m(A) + m(B)

e (continuité a droite) Si (A,), est une suite décroissante de C telle que

NA,=a, lim m(4,)=0.

n>0 n——+oo

e (o-finitude) Il existe (E,), tels que £ = U E,, m(E,) < 400, E, € C
n>=0

et la limite croissante de m(A N E,,) vaut m(A).

Remarque 1.11 Une mesure finie est o-finie.
Une mesure p est dite de probabilité ssi p(E) = 1.
La o-finitude assure l'unicité de la prémesure.
On démontre grace a la propriété de continuité a droite que m est o-

additive pour les suites (A,,), dont I'union reste dans C. On montre aussi la
continuité a gauche et la sous-additivité.

THEOREME 1.1 (CARATHEODORY) Une prémesure admet une unique e-
tension a la tribu o(C).
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1.5. CASE=R

1.5 Cas F =R

On pose S I'ensemble des intervalles de R. S est une semi-algébre®. On
note A l'algebre engendrée par S.

A= { U1, I; intervalles disjoints deux a dGUX}
j=1

On pose m l'application qui a un intervalle associe sa longueur. m est

additive et continue & droite (car R = ] — n, n| avec m(] — n,n[) = 2n).
n=0

i>0
Le reste de la preuve du théoreme se fait comme précédemment.

En général, p*(A) =inf ¢ > m(A;), A, €C,AC UAZ}
i=0

1.5.1 Contre-exemple au théoréme si m n’est pas conti-
nue a droite

E=N,C={AecP(N),Aou A° est fini}.

C est une algebre. On définit m : C — R par m(A) = 0 si A fini et
m(A) =1 si A€ est fini.

m vérifie m(@) = 0 mais pas m(AU B) = m(A) +m(B) si ANB = @.

En revanche, m n’est pas continue a droite : A, = {n,n+1,---} vérifie
m(A,) =1let NA,=2.
n=0
Supposons que m a une extension g a P(N). u(N) = EIP n(AS) = 0.

Donc p n’est pas croissante. Donc m n’a pas d’extension.

3. ie non vide, stable par intersection finie, contenant R et tel que A\ B s’écrit comme
union finie d’éléments de S
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CHAPITRE 1. THEORIE DE LA MESURE
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Chapitre 2

Intégration par rapport a une
mesure positive

Le fait de considérer des mesures positives n’est pas une perte de gé-
néralité. En effet, pour tout mesure a valeurs dans R, il existe une unique
déomposition p = put — p~ (décomposition de HAN-JORDAN) avec put et pu~
des mesures positives (uT(A) = u(ANP) et p=(A) = u(ANN) avec P et N
deux parties de A disjointes telles que u(P) > 0 = p(N)).

Introduction

Soit (E, A, ) un espace mesuré complet. On va définir /f dp ou f

E — F est dite mesurable. On commence par la définir pour des f simples
(fonctions en escalier pour l'intégrale de RIEMANN) : les fonctions étagées et
on utilise un théoréme de densité pour utiliser les limites des intégrales des
fonctions étagées.

—~—

Dans le cas (R, Z(R), A), on retrouve I'intégrale de Riemann.

Dans le cas (Z, P(Z),u= Zén) (0, mesure de Dirac) L’intégrale est
nez
une série.

2.1 Fonctions mesurables

Définition 2.1 Soient (E,€&) et (F, F) deux espaces mesurables.
On dit que f : E — F est mesurable ssi f~'(F) C &.

Exemples :

15



CHAPITRE 2. INTEGRATION

e On pose :
JE — R
e o= 14(2)

avec AC B,
f est (£, B(R)) mesurable ssi A C €.

o Soit (RY, B(RY)) et (R, B(Rr)).

Toute fonction (A(R4)), B(RP)))-mesurable est dite borélienne. En
particulier, toute fonction continue est borélienne. Ceci se montre en
utilisant le fait que la tribu borélienne est engendrée par les ouverts et
se généralise aux espaces topologiques munis de leur tribu borélienne
(c’est la définition de la continuité).

Remarque 2.1 Si F = o(C) ou C est une classe de parties de F,
JUF) = Yo (C)) = a(f7HC)) et il suffit de vérifier que f~(C) €
E. Si F = RP, on peut considérer les boules ouvertes B(x,r), v € QP

ou ] —o00,z], x € Q. On peut vérifier la mesurabilité sur les cylindres
q

H]a,,bl[

i=1

e Soit f : E — F. La tribu o(f '(A),A € F) est la plus petite tribu
rendant f mesurable. Plus généralement, si (f;);c; est une famille de
fonctions de E — F, o(f;*(A),A € F,i € I) est la plus petite tribu
rendant les f; mesurables. On note cette tribu o(f;,7 € I).

Proposition 2.1 La composée de fonctions mesurables est mesurable.

Démonstration. On utilise la remarque précédente avec pour tout ensemble

A, (fog)™H(A) =g ' (fH(A)). u
Conséquences :
e La combinaison linéaire finie de fonctions mesurables le reste.
e Sifi,--,fn:FE —Retg:R"— RPsont boréliennes, alors la com-
posée g(fi,--+, fn) est mesurable. Pour cela, il suffit de prouver que
(fi,--+, fn) : B — R™ est mesurable, donc de considérer les cylindres :

(ovee ™ (TDb) = 0 £ anbD e €

i=1 1<i<n

e fAget fVgsont mesurables si f et g le sont.
o {z,f(x)=g(x)} =(f —g9)'({0}), {z, f(z) < g(z)} sont mesurables.
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2.2. LIMITES DE FONCTIONS

2.2 Limites de fonctions

Définition 2.2 Soit (A,), € &Y. On définit :

limsup A4, = ﬂ UAk

n=>0k>n

liminf A,, = U ﬂAk

n>0k>n

Remarque 2.2 St on note f, =14, les f, sont mesurables et

limsup f,, = infsup fr, = lim sup fr = Limsup A,
n " k>n N—=+00 k>p

liminf f,, =supinf fr = lim inf i = 1y
" fn np k>n fk n—s-+oo k=n fk liminf A,

Définition 2.3 On dit que (f,), converge simplement dans R ssi

Vo € E,limsup f,(z) = liminf f,,(x) = lim f,(x)

Proposition 2.2 Soit (f,,), des fonctions £ — R mesurables.
e sup f,, inf f,, liminf f, et limsup f,, sont mesurables.
e Si f, converge simplement vers f, f est mesurable.

Démonstration. .
o {supf, <z} =N{fu <z}, {inf f,, <z} = <ﬂ{fn > :L’}> et on utilise
la composition des fonctions mesurables.
e {limsup f, — liminf f,, =0} € £. u

2.3 Intégrale d’une fonction étagée positive

Définition 2.4 Une fonction f : F — R est dite étagée ssi elle prend un
nombre fini de valeurs.

n

Exemple : f = Zail 4, ou A; € &, a; € R* est une fonction étagée.
i=1

Réciproquement, toute fonction étagée se décompose ainsi (A; = {z, f(z) =

az})

Proposition 2.3 Un fonction étagée est mesurable ssi A; € &£.

Une fonction étagée mesurable admet une décomposition canonique f =
n

> a;14, ot les A; forment une partition de I'ensemble {f(z) # 0}.
i=1
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

Définition 2.5 L’intégrale d'une fonction f étagée positive (mesurable) est
donnée par :

/fd,u = éam(A

n
ou f = Zail 4, est la décomposition canonique de f.
i=1

Exemple : /1,4 dp = p(A) pour A € £.

Proposition 2.4 est linéaire.

1f>97/fd/i>/gdﬂ-

Démonstration.

e On a clairement /af dp = a/f dg.

Soit f = ZallA etg—Zb 1p,.

La décomposition canonique de f + g est > > > > (a + b)1 AiNB,
i=0j=0a€ A;b€ B;

avec Ag = {z, f(x) =0} et By = {x, g(x) = 0}.
e Si f>g, f= g+ havec h étagée positive donc /fd,u = /gdu +

/hd,u)/gdu. [ ]

COROLLAIRE 2.1 Si (f,), est une suite croissante de fonctions étagées

positives et si Em fn est étagée alors :

tim [ fudu= [ lim_fadu

n—-+o0o

Démonstration. Comme l'intégrale est positive, elle est croissante donc la

suite (ay,) = / fndp est croissante et

Il reste a montrer que / l_1£1 frndp < lirll /fn dys.
n o n——+0o0
On pose f = 1_1>1£1 fn-Si f=0,i n’y a rien a prouver.

Sinon, soit £ €]0, 1[ et g = fe. Pour un x tel que f(z) > 0, il existe n, tel
que Vn > ng, g(z) < fu(z).

P1ERRON Théo Page 18 Tous droits réservés



2.4. EXTENSIONS

Sia=g(z),{y,9(y) =a < f.(y)} tend vers {y, g(y) = a}. Finalement,

[oan="¥  anl{g=a})

a valeur de g

= >  au(lim {g=a<fn})

ﬁ.
a valeur de g noteo

= Y alim p(fe=a<f))
a valeur de g

=l Z gaﬂ({g —a< fo})

=m0 [l e
a valeur ae g

< n1—1>1-11:loo/fn ( Z 1{g:a}) d'u

a valeur de g

< lim /fndu

n—-4o0o

Comme ¢ est arbitraire et /g dp = z—:/f dy, on fait tendre € vers 1 et on

conclut. |
Remarque 2.3 La méme preuve peut étre écrite pour toute fonction h < f
et h étagée.

2.4 Extensions

2.4.1 Extension aux fonctions mesurables positives

Lemme 2.0.1
Toute fonction mesurable positive f est limite croissante (simple) d’une suite
de fonctions étagées positives.

Démonstration. On pose pour tout n et k € [0,n2" — 1].

(fn)n convient. u
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

Définition 2.6 Si f est mesurable positive, on définit /f dp par :

/fdﬂ = sup {/gdu,g étagée positive , g < f}

Lemme 2.0.2
Si (f)n est une suite croissante de fonctions étagées positives et lirll fn=1Ff
n——+00

(mesurable positive), alors :

/fd,u: lim /fndu

Démonstration. On a toujours 'inégalité :

tim [ fudu < [ fau

n—-+4o00o

Inversement, pour toute g < f avec g étagée positive, on a / gdp <

THEOREME 2.1
e L’intégrale d’une fonction mesurable positive est linéaire croissante.
e (BEPPO-LEVI)Si (f,), est une suite croissante de fonctions mesurables
positives qui converge vers [ alors

e (Lemme de FATOU) Si (f,), est une suite croissante de fonctions me-
surables positives qui converge vers f alors

J timnf £ < a1

Remarque 2.}
e Si on pose :

fn:{E - F

-
(fn) converge uniformément vers la fonction nulle et si p(FE) = +oo,
lim /fndu:ooséO:/Odu.

n—-+o0o
e Ona:

[t fudp <in [ fdu < sup [ fodu < [sup frdp
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2.4. EXTENSIONS

e Le troisieme point n’a pas d’analogue avec les lim sup.

Démonstration.
e Clair par définition de I'intégrale.

e D’apres le premier point /f dp > EIJP /fn dys.
Comme ( f,,),, est mesurable positive pour tout n, alors il existe ( f, k)nx

suite croissante de fonctions étagées positives telle que klim fok = fn-
—+00

On pose hy = sup fok-
1<n<k
(h)x est une suite croissante de fonctions étagées positives donc admet

une limite h. Montrons que h = f.

On a h < f car hy = fpyr pour un ng < k donc hy, < f,, < f. Donc
h< f.

De plus, hy = f,, pour tout k > n. Donc, pour tout n < k, hy = f,
donc h > f, et h > f. Donc h = f.

Finalement, lim /hk dp = /f dys.
k—+o00

Mais hy, = sup fnr < fr donc /hk dp < /fk dys.

1<n<k

Donc/fdu< lim /fkd,ug/fd,u.
k—+o0
Doncona/ EIE fnd,u:/fdu: lim /fndu.

n—+00
e Comme ( lglf fr)n est une suite croissante de fonctions mesurables posi-
>n
tives,
i fo = lim_f pnf fud

Or infy>, frdu < fi pour tout £ > n donc :
lim [ inf fo du < limint / £ du -

n n——+o0

n—-+o0o k>
COROLLAIRE 2.2 Si (fn)n est une suite de fonctions mesurables positives,
alors :
/ (an) di =3 [ fadp
n=0 n>0

Démonstration. Appliquer le deuxiéme point du théoréme précédent a la
suite des sommes partielles. [ ]

Définition 2.7 Sur (N, P(N)), on définit la mesure de DIRAC par 0, (y) = 1
si x = y et 0 sinon. Pour A € P(N), §,(A) =1six € A et 0 sinon.
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

Application :
5.(4) = La(w) = [ La(@)0.(dy).

Par linéarité, pour f mesurable positive étagée,

1@ = [ Fw)i(ay)

et cela reste vrai pour une fonction mesurable positive (par limite monotone).

On prend = Y 4, (mesure de comptage) et on a :
n=0

35 utm) = [ (o)) tce) =3 [ fuwyuldn) = 5 it

n=0k=0 k=0n=0

2.4.2 Extension aux fonctions mesurables

THEOREME 2.2 Si f est mesurable alors f = [+ f~ avec ft = z —
max{f(x),0} et [~ = x — max{—f(z),0} et cette décomposition est mi-
nimale dans le sens ou si f = g — h avec g et h mesurables positives alors
g=freth>f.

Si /fJr dp est finie ou /f’ du est finie alors /f dp existe dans R et

vaut /f+du—/f_ dp.
Définition 2.8 f est intégrable ssi f est mesurable et /|f| dp finie. (|f| =
AR

Dans ce cas, /er dy, /f’ du et /f dy sont finies.

Exemple : (N, P(N), u) avec p la mesure de comptage.

[ est intégrable ssi > _|f(n)| est finie.
n=0

Proposition 2.5

o [ / f du est une forme linéaire continue positive sur ’espace vecto-
riel des fonctions intégrables Z'(E, A, 11). On parle de continuité pour
la semi-norme f — /|f| du.

e Pour tout f € LYHE, A, ),

[aul < [171dn
Lemme 2.2.1
Si f = g — h avec g et h mesurables positives telles qu’au moins une des

intégrales soit finie, /f dp = /g dp — /h dys.
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2.4. EXTENSIONS

Démonstration. Supposons /g dp finie. On sait que f* < g donc /er dp

est finie et /f dp existe (car f < f1).

Or ff4+h=f"+g.

/f+du+/hd,u:/f_du+/gdu donc /hd,u:/gd,u—/fd,u car
/fJr dyu est finie. n
Lemme 2.2.2 (de Fatou deuxiéme version)

Soit (f,), une suite de fonctions mesurables telles que pour tout n, f, > g
avec g intégrable, alors :

/hmmf frndp < hmmf/fn dp

n—-4o00

Démonstration. Comme (f,), est minorée par g, alors /fn dp existe dans
] - 09, +OO]

Onpose fr,=fu—g=fu—9g"+9 . fa=fi+tg" -9

On a /fn dp = /(f,'1 +g7)dp — /g’ dp qui existe donc.

De méme, /hminf fndp existe car /g_ dy est finie.

Le lemme de Fatou appliqué a f/ conclut. [ ]

Remarque 2.5 FEn considérant —f,, on a le résultat : si f, est majorée par
g intégrable,

/ limsup f,, > limsup / frndu

THEOREME 2.3 (CONVERGENCE DOMINEE) Si (f,), est une suite de fonc-
tions mesurables telles que |f,| < g avec g intégrable et si (f,), converge
simplement vers f, alors :

ngrpm/fnduszdﬂ
Démonstration. |f,| < g donc |f] < g. Or f est mesurable donc /fn dp et

/ f du existent.
Par le lemme de Fatou, /f dp = /lim inf f,, <lim inf/fn dys.

De méme, limsup f, > —g et /f dp > lim sup/fn dye.

Donc :

/fd,u<limninf/fnd,u<limsup/fdu</fd,u
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

ce qui conclut. [ ]

Contre-exemple :
La domination est nécessaire : il suffit de considérer f, : © — % avec
pu(E) = +o0.

2.4.3 Intégration d’une fonction a valeurs complexes

On dit que f,, converge vers f ssi R(f,) et I(f,,) convergent.

On a alors #(C) = #(R?) ~ B(R) @ B(R).
Définition 2.9 On dit que f : E — C est intégrable ssi f est Z(R?)-
mesurable et / | f| du est finie.

Dans ce cas, R(f) et I(f) sont mesurables et intégrables. De plus, I'ap-

[raul < [151dn.

Démonstration. Soit z un complexe tel que z/f dueRet |z] =1.

Jra -| s

plication f +— / f dp est C-linéaire et

Par C-linéarité, z/f dp = /zf dp donc

Or/zfduGRdonc:

e =| [RGnan] < [imEnlan< [12flan< [171dn

Donc

[rau < [11dn .

2.4.4 Compléments

Soit (F, A, ;1) un espace mesuré (non nécessairement complet) et (E, A, i)
sa complétée pour p.
THEOREME 2.4 14 est A-mesurable ssi il existe g, h A-mesurables tel que
g <1a < hetg=h u-presque partout ssi il existe f A-mesurable tel que
f =14 p-presque partout.

Démonstration. A € A ssi 3D € A tel que AAD € N ssi IB,C € A,
BCACCetu(C\B)=0.

En termes d’indicatrices, on pose ¢ = 1g, h = 1lg et f = 1p et ca
marche. [ ]

Proposition 2.6 Soit f : £ — R.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
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2.4. EXTENSIONS

e [ est A-mesurable.

e Il existe g, h A-mesurables tel que ¢ < f < h et ¢ = h p-presque
partout.

e Il existe f’ A-mesurable tel que f = f’ p-presque partout.

Démonstration.

3 = 2 Prendre f' = g.

1 =3 3 est vraie pour les fonctions indicatrices donc reste vrai pour
les fonctions étagées positives donc pour les mesurables positives (par
limite croissante) donc pour les fonctions mesurables quelconques avec
la décomposition de Han-Jordan :
f=ft—favecgt < fr<hTetg <f < f avec gt =h" et
g~ = h™ presque partout.

Donc gt —h™ < f < ht —g avec ht —g~ = gt — h™ presque partout.

2 = 1 On montre que {f < z} € A pour tout z.

Comme f = f" p-presque partout, {f < 2} A{f' <z} Cc{f # f'} €
N.
Or, par hypothese, {f’ < z} € A. Donc {f < 2} € A. [

Lemme 2.4.1
Si f et g sont A-mesurables avec f = g u presque partout, / f dpu existe ssi

/g dy existe et dans ce cas, /f dp = /g dy.

Démonstration. Si f = g p presque partout (sur A), alors il en est de méme
pour (f*,g") et (f~,¢7).1l suffit donc de montrer le lemme pour f et g
mesurables positives.

(nlya), converge vers +00l,4 donc par limite monotone,

O:nl_lgloo/nlAd;L:/JroolAdﬂ

Donc/fdu:/Afd,LhL/Acfdu:/Acfd,u:/Acgd,u:/gd,u. ]

Interprétation : B
Si f: E — R est A-mesurable, alors il existe f A-mesurable tel que

f = f" i presque partout.
Si les intégrales existent, on a :

[rai=[rai=[fa

On supposera donc par la suite que (F, A, ) est complet.
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THEOREME 2.5 (INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV) Soit f : E —
R mesurable et a €]0, +o0.

p({1f1 > a}) < - [ 171

Démonstration.

J11da= [ 1110 du > a [ 1 du=ap({f > a})

COROLLAIRE 2.3 St f est intégrale alors {|f| = +oc} est négligeable.

Démonstration. p({f = oo}) < p({|f] = n}) < %/|f|du < oo donc avec

n — 400, on a le résultat. [ ]

COROLLAIRE 2.4 Si /an dp est finie, an est finie presque partout.

n=0 n=0

Remarque 2.6 Une fonction intégrable peut prendre des valeurs infinies sur
un ensemble négligeable. On peut changer un valeur finie de la fonction sur
un ensemble négligeable sans altérer ['intégrabilité.

Proposition 2.7 Si f est intégrable, /|f\ du=0 ssi f =0 u presque
partout.

Remarque 2.7 [+ /\f| du n’est pas une norme sur LY (E, A, 1), c’est une
semi-norme.

En quotientant cet espace par la relation ~ définie par f ~ g ssi f =g u
presque partout, on obtient un espace vectoriel normeé.

Démonstration.
« Clair.
= Si /|f\d,u = 0 alors, par Bienaymé-Tchebychev, p({|f| > =}) <
[171du=o.

Comme p({]f| > =}) croit vers u({|f| > 0}) et par continuité a gauche,

n({lf]>0}) =0.
Donc |f| = 0 p-presque partout. [ |
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2.5. LEMME DE FATOU ET CONVERGENCE DOMINEE

2.5 Lemme de Fatou et convergence dominée

THEOREME 2.6 Soit (f,), une suite de fonctions intégrables.
o Si (fn)n est minorée par g intégrable presque partout alors

/lim inf f,, dp < lim inf/fn dp
o Si(fn)n est majorée par g intégrable presque partout alors
/lim sup f, dp = limsup /fn du

o Si(|ful)n est majorée presque partout par g intégrable positive et si f,,
converge simplement presque partout vers f, alors

/fdu = li;gn/fndu
Démonstration.
e Soit N = U{fn <g}. N1 e N.
n>=0

Soit f! = f, sur Nf et f/ = g sur Ny.
fl > g partout et le lemme de Fatou (premiére version) assure :

/ lim inf f,, du = / limnf £} du < lim inf / £ du = lim in / £ du

e Pareil avec Ny = U {fn>g}

n=0
o N3 = {liminf f, <limsup f,} U (U{|fn\ > g})
n n=0
u(N3) =0.0npose fl = fo, f'=fetgd =gsurNSet f =g =f =0

sur Ns.
< artout e converge simplement vers artout. La conver-
" < ¢’ partout et f), ge simpl t " partout. L
gence dominée (version 1) s’applique et :

liyrln/fnduzliyrln/f,'@du:/f’du:/fd,u -

2.6 Intégrale de Riemann

2.6.1 Lien avec l’intégrale de Lebesgue

On considére un intervalle fermé borné de R (pour simplifier on prend
[0, 1]).
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

Définition 2.10 Soit f : [0,1] — R.
On définit les intégrales supérieures et inférieures d’une subdivision 0 =
to<ti <---<t,=1par:

:BE[ti,ti+1}

L) =St —t) _inf  f(a)

Li(f) =Y (tiyn —t;) sup f(x)

i=0 TE[ti tiy1]
Définition 2.11 f est dite Riemann-intégrable ssi les suites I_(f) et I (f)
convergent vers le méme réel quand n — +o0o pour toute subdivision dont le
pas (sup(tiy1 —t;)) tend vers 0.

1
On note alors / f(z)dz la limite commune.
0

Proposition 2.8 Une fonction f : [0,1] — R Riemann-intégrable est
Lebesgue-intégrable et son intégrale de Riemann coincide avec

| F@)los(@)r(da)

Démonstration. On va montrer qu’il existe g et h boréliennes telles que g <
f < h et h= g Apresque partout.
Prenons la subdivision de pas constant égal a % On pose

ui(n) = inf{f(x),x € [ti, tit1]} et v;(n) =sup{f(z),z € [t;, tis1]}

n—1 n—1
Comme [ est Riemann-intégrables, 2> u;(n) et =) v;(n). convergent
=0 =0

1
V€I‘S/f(£17) dz.
0
On peut définir les fonctions g,(r) = wup(n) si x € [to,t1] et u;(n) si
x €|t;, tiy1] et hy, la méme avec les v;(n).
On a g, < f < h, donc, comme (h,), est décroissante et (g), est

croissante, avec g = lirf gn €t h = lirf hy,onag< f<h.
n——+0oo n——+0oo

De plus, (gn)n et (hy)n sont deux suites de fonctions boréliennes donc g
et h sont aussi boréliennes.
Il reste & montrer que [ (h — g)dA = 0 ce qui assurera g = h A-presque

partout car h — g > 0.

f est bornée sur [0,1] donc |f| < (sup |f])1p,1) donc par convergence
z€[0,1]

i fni= fon
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2.6. INTEGRALE DE RIEMANN

lim /hnd)\ = /hd)\
n—-+0o0o
n—1

Ona l_(f) =1 u(n) = /gn dA (gn en escalier).

1=0

1
Par convergence dominée, /g d\ = / f(x) dx.
0
1
De méme, /h d\ = / f(z)dz.
0
Dot [ (g~ h)dr=0. "

Proposition 2.9 (Lebesgue, 1903) Soit f bornée sur [0, 1].
f est Riemann-intégrable ssi f est continue A-presque partout.

Démonstration.
e Soit f une fonction Riemann-intégrable. On appelle oscillation de f en
x le réel noté wy(z) définie par :

wy(x) =lim  sup  [f(u) = f(v)]

r—0 u,VE|T—r,T+7|

Si A est I'ensemble des points de discontinuité de f alors

A= fj {x € [0,1],we(x) > l}

n=1 n

=A,

A est-il Lebesgue mesurable ? Dans le cas affirmatif, il suffit de montrer
que A(A,) = 0.
Considérons la subdivision de pas constant égal a % Il y a m intervalles
dans cette subdivision qui intersectent chaque A,. Sur chacun de ces
intervalles, I, (f) — I_(f) est au moins +. Donc I (f) — I_(f) > 2.
Les A,, sont donc contenus dans une réunion d’intervalles dont la lon-
gueur est majorée par n(ly(f) — I_(f)) donc la mesure extérieure de
A, est nulle car f est Riemann-intégrable.

e admis |

2.6.2 Intégrale impropre généralisée

Proposition 2.10 Soit / un intervalle non borné de R et f une fonction
localement Riemann-intégrable.
Si l'intégrale généralisée de f sur I (au sens de Riemann) converge abso-

lument, alors f est Lebesgue-intégrable sur I et / flx)dx = / flrdA.
I
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CHAPITRE 2. INTEGRATION

Remarque 2.8 Quand les intégrales de Riemann et Lebesque coincident, on

b
note /fl[a,b] d\ = / f(z)dz pour tout intervalle de R.

2.6.3 Intégrales paramétrées

On considere un intervalle I C Ret f : I x E — R tel que pour tout
t € I,x — f(t,x) est mesurable.

Continuité

Proposition 2.11 Sit — f(t,x) est continue sur I p-presque partout et
que pour tout t, |f(t,z)| < g(x) p-presque partout pour g > 0 intégrable,
alors t — / f(t,z)p(dx) est bien définie et continue sur I.

Démonstration. Par convergence dominée, / f(t,x)u(dx) existe et est finie.

Soit (,), une suite de I convergent vers t € I fixé.
Pour tout n, | f(t,,x)| < g(z) p-presque partout et le théoreme de conver-

gence dominée assure LII’JIFI /f(tn,x),u(dx) = /f(t,x),u(d:c). n

Dérivabilité
Proposition 2.12 Si ¢t — f(¢,x) est dérivable sur I p-presque partout et

que pour tout t, |%(t, z)| < g(x) p-presque partout pour g > 0 intégrable,

0
alors t — /a—J;(t, x)p(dx) est bien définie et vaut %/f(t, x)p(dx).
Démonstration. Le théoréme des accroissements finie implique que

to—t

| < g(x)

J-presque partout, ce qui conclut avec la méme preuve que précédemment. m
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Chapitre 3

Produit de mesures,
changement de variables et
mesures images

3.1 Tribu produit

3.1.1 Définitions

On considére une famille finie d’espaces mesurables (E;, A;); et 'espace
produit F' = ﬁEZ On va munir F' de la tribu produit des Ay. Pour cela, on
définit les forfgtlions coordonnées :

{F —~ E
Vi .

(X1, ) —  x;

Définition 3.1 On appelle tribu produit A des (A;); et onnote A = Q@ A;

1<i<n

la tribu engendrée par l'algebre | Jv; ' (A;).
i=1
Remarque 3.1 C’est la plus petite tribu rendant les (v;); mesurables.
On va considérer le cas de F; = R, mais on aura besoin de la définition
suivante (qui est valable dans le cas général).

Définition 3.2 On appelle pavé mesurable tout élément de la forme HAi

i=1
avec A; € A; pour tout 7. La base du pavé est donnée par le produit des A;
qui sont différents de E. n est la dimension du pavé.

31



CHAPITRE 3. MESURES IMAGES

Proposition 3.1 A est engendrée par les pavés mesurables. Ceci reste vrai
pour les pavés mesurables de dimension 1.

Démonstration. Soit F I’ensemble des pavés mesurables de H celui des pavés
mesurables ge dimension 1. .

SiA=]JAieF, A= \v;'(A) donc A € A donc F C A.

i=1 i=1

Donc o(F) C A.

De plus o(H) C o(F) C A.

Montrons que A C o(H). Il suffit de montrer que vi_l(Ai) C o(H).

Or vi_l(Ai) = Fi % xE;_1xA;xE; 1 x---xE, donc vi_l(Ai) €Eo(H). m

COROLLAIRE 3.1 La tribu borélienne de R™ est égale a (AB(R))®".

Démonstration.

C PB(R™) est engendrée par [[A; avec A; ouverts.

1=1
D Il suffit de montrer que les v; sont (Z(R"), Z(R))-mesurables. Or elles
sont continues donc boréliennes. |

Remarque 3.2 Le résultat est vrai dans le cas d’espaces topologiques sépa-
rables. (Kallenberg Foundations of moder probability)

3.1.2 Associativité du produit de tribus
Proposition 3.2 Z(R4") = B(R?) @ Z(R")

Démonstration.
n+d

d
C Si A= J[A4, alors A = A} x A} avec A} = [[4; € B(R?) et A, =
i=1 i=1
d+n

I 4 € B®R").
i=d+1
Donc A est un pavé mesurable de B(R%) @ %(R").
D Inversement, soit C' x D € Z(R?) @ Z(R") mesurable.
OnaC x D= (CxR")N(R?x D) et il suffit de prouver que C' x R?
et R x D sont des boréliens de Z(R"9).
Posons
H={Cc B[R, CxR"c BR"™)}

et
G={D e BR"),R? x D € BR™)

Ce sont des tribus (sous-tribus de Z(R%) et de Z(R")).

P1ERRON Théo Page 32 Tous droits réservés



3.1. TRIBU PRODUIT

d
De plus, ces tribus contiennent les pavés mesurables : si C' = HC’Z- est
i=1
un pavé mesurable de Z(R?), alors C x R* € Z(R™™") est un pavé
de dimension au plus d (de méme pour G et Z(R")). On conclut que
H = 2R et G = B(R").
On a donc C x R? € B(R4™) et R* x D € B(R¥") donc C x D €
PB(RE™), ]

3.1.3 Fonctions mesurables

Soit (F, F) un espace mesurable et (E;, Ay); d mesurables. On pose E =
d

i=1

Cas d’une fonction ' — F

f:{F—>E

On pose :

ro= (@), fa(2)

Proposition 3.3 f est mesurable ssi toutes les f; : F — FE; le sont.

Démonstration.

= Pour tout ¢, f; = p; o f donc on a clairement le résultat.

< On doit montrer que f~!(A) € F pour tout A € A. 1l suffit de consi-
dérer les pavés mesurables de dimansion 1.
un tel pavé s’écrit B @ QR)E; = p; '(B) avec un B € A,.

J#i

Dou f~Y(B) = f; Y(B) € F car f; est mesurable.
Donc f est mesurable. |

Cas d’une fonction f : £ — F

f:{E - F

On pose :

(@1, ,za) = f(@1,-- 2a)

On considere les restrictions :

9i -
e — f<x17”' 7xi717x7xi+17“' ,.Td)

avec (xy)pz; fixés.
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CHAPITRE 3. MESURES IMAGES

Proposition 3.4 Si f est mesurable, les g; le sont aussi pour tous les
(T )hti-
Remarque 3.3 La réciproque est fausse. Prenons d = 2, Ey = Fy = R munis
de la tribu engendrée par les singletons.
Posons A ={(z,z),z € R} et f = 1a.
f n’est pas mesurable pour la tribu produit car A n’en est pas un. Cepen-
dant, les restrictions sont mesurables : on a gi1(x) = 1a(z,y) avec y fixé.
Donc g, = 1y, est bien mesurable (de méme pour g;)

Démonstration. Soit B € F et montrons que g; *(B) € A; pour tout i.
On a g, '(B) = {z € B, f(x1,-+ , 21,2, T, ,7q) € B} = {z €
EZ', (.Tl, o L1, L, L1, ,SL’d) c f_1<B)}
Notons U; = {B € F,g;'(B) € A;}.
Comme f est mesurable, f~'(B) € A. Or U est une tribu qui contient les
d

pavés mesurables car si A = HAZ- avec A; € A;, on a :
i=1
d
eriv('rlu"'7xi717x7'ri+17"'7xd)€HAj :AZEA
j=1

Donc U = A et on a la mesurabilité de g;. [ ]

COROLLAIRE 3.2 Si f : E — F alors toute restriction a un sous-produit
de E est mesurable.

3.2 Produit de mesures

3.2.1 Définitions

Soit (E1,Aq, 1) et (Eo, A, p12) deux espaces mesurés. Posons F = E) X s
et .A - .A1 & AQ.

Proposition 3.5 Si ji; et s sont o-finies! sur E; et Ey alors il existe une
unique mesure p sur A notée p; ® ps telle que p(A x B) = ui(A) x pua(B)
pour tout A € A; et B € A,.

Démonstration.

1. Tl existe une suite croissante de mesurables de mesure finie dont 'union (infinie) vaut
Ey
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I Supposons que v est une mesure o-finie sur F vérifiant v(A x B) =
p1(A)pa(B) pour tout A € Ay et B € A,.
i et v coincident alors sur ’ensemble des pavés qui est un 7-systéme
qui engendre A.
Donc pp = v sur A par le :

THEOREME 3.1 (ARGUMENT DE CLASSE MONOTONE) Le \-systéme
engendré par un w-systeme est la tribu engendrée par le w-systéme.

appliqué au A-systeme {C' € A, u(A) = v(A)} et au w-systeme { pavés
ou et v coincident }.
3 On prouve d’abord :

THEOREME 3.2 Soit f : E — R% mesurable.

2 [ fayma(y) ety [ fay)m(d)

sont mesurables.

Démonstration. Ces intégrales ont bien un sens car y — f(x,y) et
x +— f(x,y) sont mesurables positives.

Notons @ = {A cAx— /1A(:c,y),,u2(dy) mesurable}.

C’est un A-systeme car 1yp = 14 — lanp et si (A,), est croissante,

1 GAn = ngr}rloo 14,-

n=0
De plus @ contient les pavés car /1A1XA2 (z,y)pua(dx) = 14, (x)pa(As)
donc @ = A.

La mesurabilité est vrie pour les fonctions indicatrices donc pour les
fonctions étagées par linéarité et pour les mesurables positives par li-
mite croissante.

On obtient de méme la mesurabilité de la deuxieme fonction. |
On pose u(A) = //1A(:L’,y),u2(dy)ul(dx) pour tout A € A.
Cette écriture a bien un sens et p est bien une mesure. |

3.2.2 Théoréme de Fubini

THEOREME 3.3 (TORELLI) Si f : E — R et mesurable alors :

/fdu = //f(x,y)m(dx)ﬂz(dy) - //f(x,y)ﬂz(dy)m(dx)

Démonstration. Soit Z la fonction A — //IA(x,y)ul(dx),ug(dy).
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CHAPITRE 3. MESURES IMAGES

Z est une mesure o-finie et vérifie Z(A x B) = pu(A)us(B) pour tout
pavé donc Z = p.

On a donc/ La(x,y)p (do)pe(dy) = / La(z,y)pe(dy)p (dx) pour tout
A.

C’est donc vrai pour les fonction étagées et donc pour les mesurables. m

Remarque 3.4  On redémontre ainsi Beppo-Levi en prenant pour s la mesure
de comptage.
Et ¢ca marche méme si les intégrales ne convergent pas!

COROLLAIRE 3.3 (FUBINI) Soit f : E — R mesurable.
f est p-intégrable ssi x — /|f(:p,y)|,u2(dy) est p1-intégable ssi y +—

/\f(:z:, y)|pu2(dz) est po-intégrable.

En particulier, ces deux fonctions sont finies py et ps presque partout (par
Bienaymé-Tchebychev) et on a :

[ fan=[[ s ym)ay) = [] @ y)u(ay)m(d)

Démonstration. On applique Torelli & |f| et on obtient (sans hypothese d’in-
tégrabilité) :

/Ifldu:/ |f (2, y) | (dz) e (dy) = / |f(z,y)|pa(dy)p1 (dw)

D’ou les équivalences. La finitude s’en déduit.
On a de plus /f dp = /f+ dp — /f_ dp avec f* et f~ intégrables.

On applique Torelli & f* et f~ et en recombinant les résultats, on obtient
ce qu’on veut. [ ]

3.2.3 Conséquences

e Dans le cas ou py est la mesure de comptage, alors pour toute fonction
mesurable positive f et pour toute mesure o-finie pq,

[PYEOMCEES S ST

e Si f est de signe quelconque et intégrable par rapport a p; ® o, on a
le méme résultat.

e Si, de plus, u; est aussi la mesure de comptage, on a ZZf(n, k) =
n=0k=0

> > f(n,k) et on a le théoréme de Fubini pour les séries doubles.
k=0n=0
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e Si f(x,y) = g(x)h(y) alors si g et h sont de méme signe, mesurables et
intégrables par rapport a p; et ps (respectivement), alors le théoréme
de Fubini permet d’écrire :

//f:vymdxmdy (/g mdfv)(/h Mzdy)

3.3 Formule de changement de variables

On se place dans le cas (R?, Z(R%), \?), avec D et A deux ouverts de R?
et h un C'-difféomorphisme de D dans A.

Définition 3.3 La matrice Jacobienne de h en un point x € D est la matrice
Jh( ) (ghj)zj Sih:(hl)“‘)hd) etx:(l‘ly"‘axd).

Dire que h est un difféomorphisme est équivalent a det(J(x)) # 0 pour
tout z € D.

THEOREME 3.4  Pour toute fonction f mesurable positive,

/f )2 (da) /f | det(Jn(z)) |\ (dz)

Remarque 3.5
o (est aussi vrai si f est de signe quelconque telle que /f)\d existe.
e Sid=1, D =la,b[, A =]c,d| et h un C'-difféomorphisme de D — A.
h' est continue et h'(x) # 0 pour tout x €]a,b] donc h' garde un signe
constant sur D.

d b
Dans le cas h' > 0, on a/c f(z)dz = /a f(h(z))h (z) dx.

Dans le cas ' <0, on a

/f dx—/f NI (z |dx—/f () dz

e On peut considérer la translation h : D — y+ D ay € R? fizé.
h est un C*-difféomorphisme car Jy(z) = I,.
Si de plus D = R?, on a /f(x+y)dx = /f(x)dx On dit que la
mesure de Lebesque est invariante par translation.

e Si h est une transformation orthogonale, c’est un Ct-difféomorphisme
(car linéaire).
On a alors /f(:z:) de = /f(h(:z:)) dz car la jacobienne de h est sa

matrice donc de déterminant +1.
On dit que la mesure de Lebesque est invariante sous l'action de Oy.
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Définition 3.4 On dit qu'une mesure p sur Z(R?) est absolument continue
ou & densité par rapport a \? ssi il existe une fonction mesurable positive

telle que = fA%ie u(A) = /dflA)\d.
R

En fait, g = |Ji| est positive borélienne donc /(f o h)(x)g(x)\%(dz) =
/ (f o h)(z)u(dx) avec u la mesure de densité g par rapport a A%,

On a / (foh)(x)u(dr) = / f(2)A%(dz). On dit qu’on fait le transport
A D
de A\ par h.

Plus généralement, si 4 = v o h™!, p est appellée mesure image par h de
v.

THEOREME 3.5 Si u est la mesure image d’une mesure v par une fontion

h mesurable, on a /E(fo h)(z)v(dx) = /Ff(a:)u(dx)

Démonstration. C’est clairement vrai pour les indicatrices, donc pour les
fonctions étagées.
Par limite monotone, c¢’est vrai pour f mesurable positive. ]

THEOREME 3.6 L’image de A% par h™' est une mesure a densité par rapport
a M\ et cette densité est donnée par |Jy|, ce qui est équivalent a :

S@)dr= [ @) )] dr

h(A

Démonstration.
e [l suffit de le prouver dans le cas ou A est une boule ouverte. En effet,
supposons que c’est vrai pour les B(y, r).
On sait que A peut étre recouvert par un nombre dénombrable de
boules ouvertes (ou fermées) (B,,)nen-

k—1
On pose A; = By, Ay = By N AS, et pour tout k, Ay = B N UA;)
j=1
Les A,, forment une partition dénombrable de A constituée de bornés.
Par hypothese,

)f(x)lh(Aj)fC) dr = /f(h(x))lh(Aj)(h(fl?))\Jh(fC)\ dz

h(B;

Or Ly (h(a)) = L, (@) done [ - flayde = [ (fom@)l(o)] .
De plus, les (h(A;)); forment une pjartition de D donc en sommant sur
7, on a le résultat.

e Par récurrence sur d.
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» Cas d = 1. A est un ouvert donc pour tout € A, on peut trouver
rtel que T= [z —r,x+7r] CA.
L’image de I par h est un compact J = [c, b].
Il suffit de montrer le résultat pour f = 14.
A est borélien et comme {] — 00, a],a € R} engendre A(R), il suffit
de prendre A =| — 00, a| car on va montrer que les mesures définies

par :
= [ 1) ay
/1A NIR ()] dy

En effet, p(R) = A(J) < 400 et v(R) = /|h’(y)|dy < +o00 par
I

contuinité de h'.

De plus, ju(] — 00, al) = /R 1 e (y) dy et

Si | — o0,d]

capJ = @ alors u(] — 0o, a]) = v(] — 00,a]) =0

Sinon, | — 0o, a] N [¢,b] = [¢, a] (ou [c, b] mais on s’en fiche).
On a:

Donc c’est vrai.

» Supposons que c¢’est vrai au rang d — 1.
h est un difféomorphisme de A — D donc det(Jh( ) 7& 0 pour tout
x € A. En particulier, pour tout j, i m( x) # 0.

On va utiliser le théoréeme :

THEOREME 3.7 (DES FONCTIONS IMPLICITES) Soit f un difféomor-
phisme de E — F avec E et F' des espaces de Banach.

Si la différentielle de h est un homéomorphisme en x € E, alors il
existe V voisinage dex tel que f soit inversible de V(x) dans f(V(x)).

Posons 0 = x — (h(x),z2, -+ ,x4). det(Jp(z)) = ahl # 0 pour tout
x € A.

Par le théoreme précédent, il existe m réciproque de 6 sur A.

Soit © € D et B(x,r) C A. Posons ¢ = hom et C et G les images
de B(z,r) par 0 et h.
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Posons K = {y1,y € B(z,7)} & (y2,- -, yq) fixés et
K2 = {(y27' T 7yd)aK1 7é @}
On a :
// (foh)(xh 7xd>|t]h<x>|dx1 de"~d,’L‘d
KgXKl
://K (fopob)@r, - 2| T, (0())]|Jo(w)| day drs - - da,
=[] (f o))l s(a) ey dar - d,
KgXKl
O h)( : dedes - - -dry =
r //2X (e J(@1, -+ za)[In(z)| doy Aoy Tq //leK2<f0
h (1’1, : xd)‘Jh< )|dl’2 dxddxl.

Par hypothese de récurrence, I'intégrale sur Ky est égale a ce qu’il
faut pour avoir le résultat. [ ]
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Chapitre 4

Mesures de probabilité

4.1 Fonctions de répartition
Définition 4.1 Une mesure p sur (E, .A) est dite de probabilité ssi u(E) =
1.

Proposition 4.1 Toute mesure finie non nulle peut étre normalisée par sa
masse totale. On obtient ainsi une mesure de probabilité.

Définition 4.2 A toute mesure de probabilité, on associe sa fonction de
répartition :

Bl o w0 =ooal)

{R —  [0,1]

Proposition 4.2 Si deux mesures finies ont le méme fonction de répartition,
alors elles coincident sur Z(R).

Etant donné F, & quelles conditions existe-t-il ;¢ de probabilité tel que
F=F,.
Proposition 4.3

e [, est croissante.

e [, est continue a droite et a une limite a gauche en tout point.
e F, a un saut en x d’amplitude p({z}).
e F), est continue ssi pu({z}) = 0 pour tout x.
e lim F(x)=0.
T——00
° mgrjlooF(x) =u(E)=1.
Démonstration.

e Clair car p est croissante.
e Si (z,), est décroissante et converge vers z, comme (] — 0o, xg]) est
fini, F,(x,) tend vers u(] — oo, z]) = F,(z).
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e Si (z,), est croissante et converge vers x, | — 00, x,| tend vers | — oo, x|,
F,(x,) a une limite (u(] — oo, z[)).

e Conséquence du point précédent puisque p(]—oo, z[) = F,(z) —pu({z}).

e Le reste est clair.

THEOREME 4.1 Soit F'; R — RT croissante, bornée, continue da droite et
telle que lim F(z) = 0. Il existe une unique mesure finie p sur (R, Z(R))

telle que ' = F),.

Démonstration.
I On a déja vu.
3 On introduit sur (R, P(R)) :

p*(A) = inf {Z(F(bl) — F(a;)),AC U]ai, bl]}

1€eN €N

p* est une mesure extérieure et sa restriction a M (p*) (tribu de Cara-

théodory) est une mesure.

On vérifie que | — oo, z| avec € R sont dans M (u*) donc Z(R) C

M ().

Il faut prouver que F(z) = u(] — oo, x]) pour tout z.

e On a clairement p(]a, b])legslant F'(b) — F(a). Il reste & prouver que
u(la,b) > F(b) — F(a).

e Soit (Jzp, Yn])n un recouvrement dénombrable de ]a, b et € €]0,b—al.
Pour tout n, on peut trouver z, > y, tel que F'(z,) < F(yn) + 57
(par continuité a droite de F).

Comme [a + €, b] est compact inclus dans [a, b], on peut extraire un
recouvrement fini de (]x,, z,[), qui recouvre [a + €, ).

Ona F(b) — Fla+¢e) < > (F(z) — F(x)).

finie
Donc F(v)—F(a+e¢) < Z(F(z,) —F(z;)) < ZO(F(yZ) — F(x;))+2e.

En faisant tendre € vers 0, comme F est continue a droite, F'(b) —
F(a) <Y (F(y;) — F(z;)) pour tout recouvrement (|z;, y;[):.
ieN
Donc F(b) — F(a) < pu(]a, b)).
Donc F(b) — F(a) = pu(a, b)).
En faisant tendre a vers —oo, comme p est croissante et F' tend vers 0
en —oo, on a F(b) = u(] — 00, b)). n
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4.2. MESURE DE RADON

Définition 4.3 (Intégrale de Stieltjes) Si F' est une fonction de répartition
alors on définit pour toute fonction borélienne positive f :

| f@ar@) = [ )

avec i telle que ' = F),.

Remarque 4.1 Sip est une mesure finie de densité h par rapport a la mesure
de Lebesgue, alors on pose :

Si h est continue, F,, est dérivable d’aprés Riemann.
Si h est seulement borélienne, F), est dérivable presque partout, F;i =h

en tout point de dérivabilité et /f(:p) dF(z) = /f(:p)h(x) dz.

4.2 Mesure de Radon

Définition 4.4 On dit qu'une mesure est de Radon ssi elle est finie sur les
compacts.

Définition 4.5 Soit ;1 de Radon sur R.
On définit la fonction de répartition généralisée de p par F,(z) = ([0, x])
si z > 0 et par p(]x,0]) si x < 0.

Remarque 4.2 Si p est finie sur R, p est de Radon sur R et F), coincide a
une translation prés a la fonction de répartition de .

Proposition 4.4 F), est croissante, continue a droite, F},(0) = 0 et F,(07) <
0.

THEOREME 4.2 Soit ' : R — R* croissante continue a droite telle que
F(0) = 0.
Il existe une unique mesure de Radon sur R telle que F' = F),.

THEOREME 4.3 RIESZ Soit E un espace localement compact. Si i est une
mesure sur B(E), on peut définir J(f) = /f dp.
Si p est de Radon et f continue a support compact, J(f) eziste.

J définit une forme linéaire positive continue sur ’ensemble des fonctions
continues & support compact noté C.(F).

THEOREME 4.4 DE REPRESENTATION Toute forme linéaire continue posi-
tive sur C.(E) avec E localement compact séparable est de la forme J, ot p
est une mesure de Radon réquliére sur B(F).
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CHAPITRE 4. MESURES DE PROBABILITE

Conséquence : I : f /f(x) dz (au sens de Riemann) pour f € C.(R).

I est une forme linéaire continue positive sur C.(R) donc il existe p de
Radon telle que J,,(f) = I(f).
1 est la mesure de Lebesgue.
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