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Chapitre 1

Espaces LF

On désignera par :

e (E, A) un espace mesurable

(E, A, i) un espace mesuré

M(A) le K-espace vectoriel des fonctions mesurables & valeurs dans K
E(A) celui des fonctions étagées

£ (1) Pensemble des fonctions p-intégrables

1.1 Fonctions convexes

Définition 1.1 Pour toute fonction f : I — R avec I =|a,b[, on appelle
épigraphe de f et on note Ep(f) 'ensemble {(z,y) € I x R,y > f(x)}.

On dit que f est convexe ssi pour tout ¢ € [0,1] et z,y € I, f(tz + (1 —
t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y) ssi Ep(f) est convexe.
Lemme 1.0.1
Soit f: I — R.

Si f est convexe alors pour tout x <y < z € I,

@) = 1) _ @) =) _ [w) - /)

~ ~
T —y T —z Yy—z

Réciproquement, si une de ces inégalités est vraie, alors f est convexe.

Démonstration. Soient X, Z de coordonnées (z, f(z)), (z, f(2)) et G € [X, Z]

de coordonées (y, yq)-

. G est le barycentre de { (X, z—vy), (Z,y—x)} donc (z—y)C?()jL(y—:c)C? =

0.
Donc {®-ve _ [y

=y zZ—y
Si f est convexe, yg = f(y) donc f(ﬁ)ig(y) < f(Z;:L”(y)




CHAPITRE 1. ESPACES L*

f(l“):?J;(y) < fE)-f) f(y) < C=y)f@)+y=2)f(z) _

Réciproquement, si on a ,
T z—y 2=

Ya-
Donc f est convexe. [ ]

COROLLAIRE 1.1
e Si f est connexe, f admet une dérivée a gauche et a droite en tout point
et la dérivée a gauche [; est inférieure a celle a droite fj.
e Fn particulier, f est continue.
o [ est connexe ssi pour tout o € I,

o {I\{a} - R

. o Lefe)

est croissante.
e [ est convexe et dérivable ssi [’ est croissante.

THEOREME 1.1 (INEGALITE DE JENSEN) Soit (X, A, p) un espace de pro-
babilité, f € L' (u) a valeurs dans ]a,b| et ¢ :]a,b[— R conveze.

90</fdu> </(<p0f)du

Remarque 1.1 Comme p est de probabilité, ¢ (/f d,u) est bien définie.

Démonstration. Notons [ = /f dp. Soit z € X. On suppose que f(z) < I.
On a, par convexité de ¢, pour y €] f(x), I,

p(f(2)) =) _ ¢ly) =)
fle) =1 y—1I
Donc ¢(f(z)) = @y(I)(f(z) — I) + ¢(I), ce qui est encore valable si

f(z) > I, donc pour tout x.
En intégrant, on a le résultat. |

< < gy(I) < wy(!)

COROLLAIRE 1.2 (INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE) Pour tout
Ty, 7$n>07

1 n

i=1

Démonstration. Posons y; = In(z;), X = {y1, -+ ,yn}, p= 2> 6, f=1d et
© = exp. =
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1.2. ESPACES #*

On a par Jensen :

e i=1 < _Zeyi
[t

D’ou le résultat en repassant aux x;. [ ]

1.2 Espaces .¥?

Définition 1.2 Pour p € [1,+oo[, on pose

27(0) = {f € M(A), [177dp < o0}

Proposition 1.1 f,=x—x %€ ZP(\) ssi ap< 1.

Démonstration. YQE [ ]

Définition 1.3 Pour f € £?(u), on pose N,(f) = </|f|pd,u);.

Proposition 1.2 N,(Af) = |A|N,(f) et N,(f) =0 ssi f =0 p-presque
partout.
THEOREME 1.2 (CONVERGENCE DOMINEE) Soit (f,), € ZLP(u).

On suppose qu’il existe g € ZLP(u) tel que pour tout n € N, |f,| < g
presque partout.

On suppose que f, cvs p-pp. Alors nLHJPoo N,(f — fn) =0.

Démonstration. On a |f — f.|P < 2P|g|P € L (p).
On applique le lemme de Fatou a —|f — f,|P :

/liminf(—|f—fn|”) dy < liminf/—|f — P
Done 0. < —limsup [ |1 = ful? du done Ny(f = fu) = 0. .

Définition 1.4 On appelle exposant conjugué de p 'entier q tel que iJr% =
1.

THEOREME 1.3 INEGALITE DE HOLDER Soit f € £P(u) et q lexposant
conjugué de p.

Sig € L),

[ 1594 < Ny(H)Ny(9)
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CHAPITRE 1. ESPACES L*

Démonstration. Si N,(f) =0, f est nulle p-pp, donc fg aussi et /|fg| du=0

donc on peut supposer N,(f) # 0 et N,(g) # 0.
Par concavité de In, on a, pour tout a,b > 0,

11
Donc arbs < %+Q.

_ _lr gl .
Aveca—N( et b= N(g)q,ona.

flgl _ IfP L gl
Ny (f)Ny(f) h PN, ()P~ qN,(9)1

En intégrant, il vient :

J1fllgl du
N, (D Ny(o) S

D’ou le résultat. [ |

Remarque 1.2 C’est aussi vrai pour f,g € M(A).
Soit f,g € ZLP(u).
).

(
THEOREME 1.4 (INEGALITE DE MINKOWSKI)
f+g9eZr(p) et Np(f +g) < Np(f) + Np(

Démonstration. Par convexité de t +— tP, avec A = %, on a:
If +gl” < (1 +1gh)? < 22 (If17 + lglP)

Pour p = 1, c’est débile.
On a de plus, via Holder :

9

/If +glPdp = / [f+ " f +gldp
< [ 1F + gl 1t [1F + gl gl dp

< (/\f+g|(p”q du)% N,(f) + (/\f+g|(p”q du)% N,(9)

< (/\fﬂLgV’du)é Ny(f) + (/|f+g\pdu)éNp(g)

1

< (J1r o an) OG0+ Nylo)

D’ou le résultat. [ |
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1.3. PROPRIETES DES ESPACES L?

Remarque 1.3 Ceci finit de prouver que N, est une semi-norme sur ZP ().
Définition 1.5 On définit L”(u) comme le quotient de £7(u) par la relation
f~gssif=gp-pp.

Proposition 1.3 LP(u) est un espace vectoriel normé par la norme |||,
induite par N,.

Définition 1.6 On dit qu'une suite (f,), € LP(u) converge en moyenne
d’ordre p si lirf Ifo = fll, = 0.
n—-+00

1.3 Propriétés des espaces L?

THEOREME 1.5 (RIESZ-FISCHER) (LP(p), ||||,,) est complet.

Démonstration. Soit (f,), de Cauchy.

On en extrait une suite telle que Hfso(n+1) — st(N)H < #
P

Posons g, = |f<p(0)| + Z|f<p(i+1) - fe@(i)|'
i=0
Par Minkowski,

lgnll, = wa@)Hp + é} |foti1) = Foti ,< Hfao)Hp +1

Par convergence monotone, g, converge pp.

Par convergence absolue, foui1) = fo@) + 2. (fout1) — fou) converge
i=0
presque partout vers f € LP.
Par Fatou,

/limninf |f¢(n) — fk‘p dp < hmninf/ ‘fap(n) - fk‘ du

pour tout k.
En particulier, pour k assez grand, en utilisant le fait que (f,), est de
Cauchy, on peut majorer par €.

Done / f — fol du = / lim inf | f — fil? due < 27,
Dot [[f = fu]l, — 0. .

Définition 1.7 On note E(u) = (E(A)/ ~) N LY (). Clest aussi (E(A)/ ~
Y0 L (1)
THEOREME 1.6 E'(u) est dense dans LP(ju).
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CHAPITRE 1. ESPACES L*

Démonstration. On suppose f positive.

Il existe une suite croissantes de fonctions étagées (s,), qui convergent
vers f. s, < f donc s, € E(A).

De plus, par convergence dominée, lim ||s, — f|. =0

n— 00 p

Si f n’est pas positive, on pose f = f + —f~. On construit s, — fT et
t, — f~ étagées.

Par Minkowski, s, —t, — f.

Dans le cas complexe, c’est pareil. [ ]

Définition 1.8 Soit £ un evn, on définit le dual topologique de ' comme

l'ensemble des formes linéaires continues de . On le note E*. Il est normé

par ||| = sup L.
x#0 v

Exemple :
Soit g € L(u).

f = Jfgdu
Par Holder, on a ||L,[| < ||g]l,-

L, {pr) ~ K

Cas particulier de la mesure de Lebesgue :

Définition 1.9 On définit les fonctions en escalier comme les fonctions de
E(#(R?)) nulles en dehors d’'un compact. On note Esc.

Proposition 1.4 Esc est dense dans LP.

Démonstration. On voit que Esc est dense dans E1(Z%(R?)).
Mais il faut montrer que l’ensemble des fonctions continues nulles en
dehors d’un compact sont denses dans LP. On verra ca plus tard. ]

THEOREME 1.7 (REPRESENTATION DE RIESZ DES ESPACES LP) Soitp > 1
et g son exposant conjugué.

est un isomorphisme et une isométrie.

Démonstration.
e Montrons que ® est une isométrie (donc injective).
Soit g € L? non nulle. On pose f(x) = % si g(z) # 0 et 0 sinon.
f est mesurable et f € LP. Comme |f|P = |g|?, on a :
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1.3. PROPRIETES DES ESPACES L?

11, sl = ([ 1617an)’ ([ 1617a)" = [ o = £,

Done |[Z, 1| > llgll, done |Z,l| = llgll.
e Montrons que ® est surjective.
On suppose p o-finie. Soit ¢ € (LP(u))*.
» Si p est finie, on définit v par v(A) = p(14).
v est une mesure. On a de plus ¥ < p donc par Radon-Nikodym,
dv = fdp avec f € L'(p).
Il suffit de montrer f € L9(;). On aura alors ¢|g4)y = Ly. Par densité,
on aura ¢ = Ly.
Soit s € E(A) positive inférieure a f7.

[ 157 duz [sap

1 1
/sdug/fpdugusou ([ sn)

1
Donc ||¢]| = (/sdu)q.
Or /fqdu:sup/sdu.

On'a done |[f]], < Ilgll done f € L¥(s).
» Si u est o-finie.

Donc :

On écrit F = U K, avec les K; disjoints et de mesure finie.

n=0
Soit A C F mesurable.
Par les résultats précédents, il existe fa € LI(p) nulle sur E'\ A et

telle que pour tout h € LP(u), o(1a4) = /fAh dp.

On a nécessairement || fall, < [|]|-
n

On applique ceci avec A, = UKi. et on obtient par passage a la

i=0
limite que ¢ = Ly avec f = ;f;(z ngwa(An) [ |

Remarque 1.4 L? est son propre dual. Il est complet pour la norme associée
au produit scalaire usuel. C’est donc un Hilbert.

En fait, si E est un Hilbert, E* = E puisque toute forme linéaire s’écrit
comme un produit scalaire avec un élément de E.
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Chapitre 2

L’espace L~

2.1 Définitions

Soit (E,.A, ) un espace mesuré, f mesurable.

Définition 2.1 On dira que f est essentiellement bornée ssi il existe o > 0
tel que f est bornée pp par a.

« est appelé majorant essentiel de |f].

On note () 'ensemble de ces fonctions.

On définit aussi N (f) comme 'inf de ses majorants essentiels. C’est une
semi-norme.

2.2 Complétude, densité, dualité

2.2.1 Complétude

THEOREME 2.1 L est complet.

Démonstration. Soit (f,), de Cauchy.

Pour tout n, il existe N tel que pour tout p,q > N, ||f, — foll.. <2

On pose A, g = {z,|fp(z) = fo(@)|| < 2} et A, = [ Apq Tous ces
p,a=N
ensembles sont de mesure pleine.

ﬂ A, = A est de mesure pleine.

n>1

Pour x € A, (f.(z)), est de Cauchy dans K qui est complet donc pour
tout z, (fn(x))n converge vers f(z).

On a bien f € L™ et LHJP | fn— fllo =0. n



CHAPITRE 2. IESPACE L*

2.2.2 Densité
Cas général

THEOREME 2.2 E(A) est dense dans L*(u).

Démonstration. Soit f € L*°. On peut supposer f > 0.

Soit x1, -+, x, une subdivision de [0, Hf”oo] telle que x;1; —x; < e,
n—1
Soit s = inlffl(]a:hxi-u})'
i=1
Onals— f| <e. .

Cas de la mesure de Lebesgue

Proposition 2.1 L’ensemble des fonctions en escalier n’est pas dense dans
L.

Démonstration. f = 1. Pour tout s en escalier, ||s — f||_ > 1. u

Proposition 2.2 L’ensemble des applications continues bornée n’est pas
dense dans L.

Démonstration. f = 1g+. Soit ¢ continue bornée.

M = max(|¢(0)], l¢(0) — 1) > 5.

Si M = |p(0)|, par continuité de ¢, il existe € > 0 tel que pour tout
T e [_870]7 ‘()O(SL’>| 2 %

Sinon, on a aussi un € tel que pour z € [0,¢], |p(z) — 1] > 1.

Done ||f — ¢, > 1 .

[e.9]

COROLLAIRE 2.1 Les fonctions continues a support compact n’est pas dense
dans L.

2.2.3 Dualité

Proposition 2.3 Pour tout f,g € L' x L™, fg € L' et || fgll, < | f1l; |9/l -

On a donc deux morphismes :
L>* —  (LY)

D, : L' - R
g = Lg:
fo= Jfgdu
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2.2. COMPLETUDE, DENSITE, DUALITE

L' = (L)

Ps f — Lfi{

L~ = R
g = [fgdu

THEOREME 2.3 Si ju est o-finie, alors ®, est un isomorphisme isométrique.

Démonstration.

n
e Soit f étagée. f = Zail 4, avec A; disjoints.
=0
Quitte a réordonner, on peut prendre oy de module maximal.

On a | fll, = leol-

Par o-finitude, il existe B C Ay de mesure finie.
Posons g = 15. Ona g € L' et /fg =11l lgll;-
Donc | Ll = || /|l Finalement [ L[| = [| /]|

e Soit f € L*> quelconque.

Il existe une suite de fonctions étagées (s,), qui y converge en norme
infinie.

L= NIsnlloo | = LA =NLs Il < WLp—Ls, I = NLp-sll < If = Snlloo
Donc [[L¢ || = || f]l -
Donc ®; est une isométrie.

e &y est surjective (il suffit de recopier la démonstration pour LP) |

THEOREME 2.4 ®, est une isométrie non surjective en général.

Démonstration.

THEOREME 2.5 (HAHN-BANACH) Sot E un espace vectoriel normé et F un
sous espace.

Soit ¢ € F*.

Il existe v € E* prolongement de ¢ de méme norme.

Dans (N, P(N), 1) avec p la mesure de comptage.

L' = [' est I'ensemble des suites de valeur absolue sommable, L> = [*®
est I’ensemble des suites bornées.

On pose F' I'ensemble des suites convergentes. On pose ¢ = lim sur F.

Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe un prolongement v de ¢ de
méme norme.

Supposons qu'il existe g € I! tel que L, = 1.

On pose (uy,), la suite valant 0 si n < p et 1 sinon.

PIERRON Théo Page 11 Tous droits réservés



CHAPITRE 2. IESPACE L*

+00 00
n=0

n=p+1

Contradiction. ]

PIERRON Théo Page 12 Tous droits réservés



Chapitre 3

Convolution

On se place sur (R% Z(R%), \).

3.1 Produit de convolution de deux fonctions

Définition 3.1 Soient f,g € L'. L’application h : (t,x) — f(t —z)g(x) est
mesurable.
En appliquant Fubini, on trouve h € L*.

t— / h(t,r)dz est une fonction intégrable et définit un élément de L!
noté f *g.

THEOREME 3.1 * est associative, commutative, linéaire et

1F gl < 171 gl

On peut résumer en disant que (L, +, -, *) est une algébre de Banach.
THEOREME 3.2 Soit f € LP et g € L*.
frgeLP et fgll, <Ifl,lgll

Démonstration. Soit h(x,t) = |f(t — z)g(z)|. On a :

= (/]Rd (/Rd h(z,t) dx)p dt)%
= (L, (L 1re=)lg@) gl ar) dt)%

Or :

L1 mllgR ot e < ([ 15~ 2Pl dz)” ([ lotw)lan)’

13



CHAPITRE 3. CONVOLUTION

Donc :

re ([ ((Lse-arawia) ([l ) a)

— ([, 19 dx)% ([ 15— oPlatol a0 dt)%

1 1 1
< llgll 1707 Nglly
= llglly /1],

=

3.2 Identités approchées

THEOREME 3.3 Il ny a pas d’élément neutre.

Démonstration. Supposons qu’il y en ait un noté e.
Soit € > 0 et f€ = 1H33||<5'
On a (f. xe)(t) = f-(t) pour presque tout t.

De plus, f. xe = e(x) dx.
{ll=l|<e}+t
Si [|t]] < e, alors :

1= f.() < / le(z)] dz — 0
{llzll<2e}
| ]

Définition 3.2 On appelle identité approchée toute suite (f,, ), avec f,, € L
positive, d’intégale 1 vérifiant :

Vo >0, lim (x)=0

n
=400 J]la|| 28

THEOREME 3.4 Soit g € LP et (f,,), une identité approchée.

lim g * fn —gll,=0

n—-+o00

THEOREME 3.5 Soit A € B(R?).

sup  AMK)=AA) = _inf NU)

KCA compact UDA ouvert
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3.2. IDENTITES APPROCHEES

COROLLAIRE 3.1 Soit f € LP.

lim [ |z +) = f(a)f do =0

Démonstration. On commence par une indicatrice 1z dvec B de mesure finie.

Soit € > 0 il existe un compact K C B tel que A\(K) > A(B) — ¢ et un
ouvert U contenant B tel que A(U) < A(B) +¢.

On a K C U donc il existe § > 0 tel que pour tout ¢t € R? de norme
inférieure a 6, on ait K; = K +t C U.

On a alors :

/\f(a:+t)—f(:c)|d:c:)\{xeB,x+t¢B}+)\{x¢B,x+teB}<25

puisque M{r € Bioa+t¢ B} =Mer e K,o+t¢ B+ Mo ¢ K,z +1t ¢ B}

<e

et {reK,z+t¢ By =Mz e K,\B}<A\U\B)<e.
On a alors /|f(x+t)—f(a:)\dt<45.

On fait pareil pour les fonctions en escalier et on conclut par Beppo-
Levi. [

Démonstration du théoréme 1. Soit f € L' et (f,), une identité approchée.

(f 5 fa= DO = [ (FE=2)fulw) = F(E)fal)) da
< [ =) = F@)1fulw) da

On passe a la norme et on applique Fubini :
7% fa= Sl < [, (L1 =2) = 5] at) fulw) da

Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que si ||z] <6, /|f(t—x) — f(t)|dt < e.

||f * [ — f||1 < /”36”@ < e |f(t - :p) — f(t)|dt> fn($) dx
- /|le|>6 < R [t —z) = ()] dt> fu(z) dz
<et2lfli [ falr)de =0

Pour p quelconque, on écrit la méme chose :

170 =0, < ([, (L 150= 0= Flne) ar) ar)’
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CHAPITRE 3. CONVOLUTION

11
On décompose f, en fii fu.

On a alors :
_ ) — P
155 fu= Pl < [, ([ 106 =) = F0 dt) fue) do
et on conclut comme précédemment. [ ]

3.3 Densité des fonctions continues a support
compact

On construit une identité approchée : soit f la fonction nulle sur | —
00, —1[U]1, 400, valant 1+ z sur [—1,0] et 1 — x sur [0, 1].

Enfin, on pose f,(z) = nf(nz). (On peut faire pareil avec la norme :
f(z) =1—||z|| sur B(0,1) et 0 ailleurs.
Lemme 3.5.1
Soit f € L' et g € CO(R?). f * g est continue et bornée.

De plus si f = 0 pp en dehors d’un compact K alors f * g € C,(R?).

Démonstration. t — g(t — x) f(x) est continue.

Pour tout t, z, |g(t—x) f(z)| < M|f(z)| donc f*g est continue (continuité
d’une intégrale a parametre) et bornée.

Si g est nulle en dehors d’un compact, I'intégrale définissant f g est aussi
nulle en dehors de ce compact. [ ]

THEOREME 3.6 C.(RY) est dense dans tout LP pour p < oo.

Démonstration. Soit f en escalier et (f,), une identité approchée.
On a montré que f * f,, — f et f* f, € C.(R?).
Par densité des fonctions en escalier, on peut conclure. [ ]

3.4 Suites régularisantes

Soit f définie sur R par eTil—T pour u € [—1,1] et 0 ailleurs. Soit f, =
f(lnz||®)

[ J(inal) da

R4

Lemme 3.6.1
Si felLletge CXRY), alors f* g est C™ et pour tout a € R?,
D(f xg) = f = (D)

a1t tag
avec D = D(o1rea) — 1772
1.9
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3.4. SUITES REGULARISANTES

Démonstration. Conséquence du théoreme de dérivation sous l'intégrale. =

THEOREME 3.7 Pour tout 1 < p < +oo, C2(RY) est dense dans LP(N).
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CHAPITRE 3. CONVOLUTION
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Chapitre 4

Fonctions a variations bornées
(Intégrale de Stieltjes)

4.1 Définition

Définition 4.1 Soit IT 'ensemble des subdivisions de [a, b].
Pour o € Il et f : [a,b] — C, on définit la variation de f par rapport a o
le réel :

k-1
Vor = Z|f($z+1) — f(@)]

f est dite a variation bornée ssi sup V, ; < co. On note alors VT'(f) ce
oell
réel et V' B 'ensemble des fonctions & variations bornées.

4.2 Exemples

Proposition 4.1
e Toute fonction [a, b] — R monotone est & variations bornées et

VT(f) = 1f(b) = f(a)]

Si f € CY[a,b],C) alors f € VB et VT(f) < sup |f'(t)|(b — a) par

tela,b]

inégalité de la moyenne.

Si f € O par morceaux alors f € VB.
VT(Af) = AVT(f).

VI(f+9) <VT(f)+VT(g).

feVB ssi R(f)eVBetS(f)eVB.
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CHAPITRE 4. FONCTIONS A VARIATIONS BORNEES

T

e Si f peut s’écrire comme / g(t) dt avec g intégrable alors f est dite

— 00

b
absolument continue et f € V B. Dans ce cas, VT(f) < / lg(x)| dz.
Remarque 4.1 f € VB = f bornée.

4.3 Propriétés

THEOREME 4.1 Soit f : [a,b] — R.

feVB ssi f=fi—f

avec fi et fo croissantes.

Démonstration.
< Clair
= Onpose T' = [ = VT (fliaq])-
On vérifie que Tf(y) — TF(z) > |f(y) - f(z)].
Donc T'f — f est croissante de méme que T'f + f.
Dont f; = % et fo = % conviennent. |

COROLLAIRE 4.1 Si f € VB, f est continue a gauche sur |a,b] et a droite
sur [a, b[.
De plus, f n’admet qu’un nombre dénombrable de points de discontinuité.

Démonstration. Quitte a décomposer selon le théoreme précédent, OPS f
croissante. Elle vérifie alors les deux premiers points clairement.

De plus, on peut injecter ’ensemble des points de discontinuité dans Q
via |f(z7), f(zT)[— 7. avec r, un rationnel de |f(z7), f(z™)[ quand il est
non vide. u

Remarque 4.2 Si f € VB, f est Riemann-intégrable.

4.4 Mesure de Stieltjes

On suppose [ : [a,b] — R croissante et continue a droite.
Il existe une unique mesure py sur [a,b] tel que ps([0,%]) = f(t) — f(a)
pour t € [a, b)].

Définition 4.2 Soit ¢ : [a,b] — C mesurable et bornée.
L’intégrale de Stieltjes de ¢ par rapport a f est :
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4.4. MESURE DE STIELTJES

Exemples :
On prend f =Idjg . py = A.
Si f = Idp,g 11,25, pp = 1jp,27dA + doy.

Proposition 4.2 Si f est croissante et continue a droite alors p({a}) = 0.
Pour tout ¢ mesurable bornée,

‘/sodf‘ sup [p(1)[VT(f)

tela,b]

Proposition 4.3 Si f est a variations bornées et continue a droite, on a

RAO=hH-foetS(f)=g1—92:
/wdfszdufl —/sodufﬁi/sodugl —i/wdqu

Et ca ne dépend pas de f1, fo, g1, go.
THEOREME 4.2 Soit f,g : [a,b] — C et f,g € VB continues a droite.

= [ 1&g+ [ o) as
= [ 1696 + [ 9()a5() + AL ()95

s<t
avec Af(s) = f(s7) = f(s).
Remarque 4.3 La troisieme égalité se déduit de la premiere.

Démonstration. On suppose f et g croissantes. On a :

py @ pg([a, 1] x [a,t]) = (f(t) = f(a))(9(t) — g(a))

= oo dpug(z) dpg(y)
—/a“dw ) dpg(y +/ /_ dpig(y) dpas ()
—/ ) dg(y +/ g(r) — g(a)) df(x)

On conclut en remarquant que :

[ H@dgty) = 1@)(o(0) — g(@) et [ g(0)df (@) = gla)(F(0) — f(a))
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CHAPITRE 4. FONCTIONS A VARIATIONS BORNEES

4.5 Le cas absolument continu
On écrit f comme l'intégrale de g € L! sur | — oo, z].

b
Remarque 4.4 VT(f) < / lg(t)|dt. [ est continue et on a dpy = g(t) dt.

Donc pour tout ¢ mesumblé bornée,
) dps(t ——/ t)g(t)dt
/ o(t) Nf( ) ©(t)g(t)

b
COROLLAIRE 4.2 VT(f) :/ lg(t)|dt.

Démonstration. On suppose g # 0 sur [a, b] et on pose p = Tqu_l'
@ est mesurable de sup 1.
On a alors :

b b
L'g‘dt:‘/a pdf

D’ou le résultat. [ |

b
<VI(f)suplel < [ lgldt

THEOREME 4.3 La formule d’intégration par parties devient :

RO = @) ) = [ Al ds+ [ n)fals) ds

4.6 Dérivabilité

THEOREME 4.4 Soit f : [a,b] — C dérivable avec f' intégrable sur [a,b].
Alors f est absolument continue et pour tout x,

f@) = [ @+ fa)

THEOREME 4.5 Soit f :[a,b] — C. Si f € VB alors [ est dérivable presque
partout et [’ est intégrable sur [a,b].
De plus f est absolument continue.
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Chapitre 5

Analyse de Fourier

5.1 Fonctions périodiques

On parle des fonctions du cercle T — R/27Z dans C.

On définit donc LP(T) comme on peut s’y attendre.

De plus, on a LP(T) C LP (T) si p’ < p puisqu’on peut se placer sur des
compacts.

5.2 Coeefficients de Fourier

Définition 5.1 On appelle polynéme trigonométrique toute fonction f :

T — C de la forme »_ cke\“jf.

k:—n =€k
On appelle série trigonométrique toute fonction f : T — C de la forme

On appelle coefficient de Fourier de f d’ordre n le complexe :

fn) = [ f(@)e e da

Proposition 5.1 Si f est un polyndme trigonométrique, f(k) = cx.
Proposition 5.2
e [ — [ est linéaire

=

o f(n)=Ff(-n)
o f

o -~

(t —7)(n) = f(n)e™"

~

o [fm)l <71y
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

COROLLAIRE 5.1  Soit (f,)n qui converge dans L' vers f € L'.
Alors, pour tout n, ll)gl fp(n) = f(n).
D 0

Démonstration. On a |};(n) — il <Wfo - fll;- D’ott le résultat. u

Proposition 5.3 Soit f € L! telle que f(0) = 0. Soit F(x) = /xf(t) dt.
0

~

F e CYT) et F(n) = 1",

in

Démonstration. F' est absolument continue donc continue.
De plus,

F(x + 2r) :/Oxf(t) dt+/:+2ﬂf(t) dt = F(z) + Ozﬂf(t) dt = F()

Par IPP, on a :

1
2

AN R it e ()
l F(t)] + o [ F@e dl = n

mn

/ F(t)e™™ dt =
T

5.3 Convolution dans L*(T)

Soit f € LP, g € L .
On montre comme dans le cas classique que ||f * g|, < [[f]l, lg]l; et que
L' est une algébre de Banach commutative.

Proposition 5.4 m = fg.

Lemme 5.0.1
Si felLl e, f(t)=f(n)en(t).

5.4 Identités approchées, noyau de Féjer

5.4.1 Identités approchées

Définition 5.2 On appelle identité approchée une suite de fonctions (k)
positives, intégrables d’intégrale 1 et telles que V§ €]0, 7|,

27 —0

lim k() dt = 0

n—+oo J§

o : R _ .
Proposition 5.5 Si f € LP, nLHJPOO 1f * kn — fl, = 0.
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5.4. IDENTITES APPROCHEES, NOYAU DE FEJER

5.4.2 Noyau de Féjer

Définition 5.3 Le noyau de Féjer est la suite de fonctions :

S k|
F, = 1—

k=—n

THEOREME 5.1 (F,), est une identité approchée.

Démonstration. Soit D,, = Z er le noyau de Dirichlet.

k=—n

; 1
On a D,(t) = %&m et F,, est la moyenne de Cesaro des D,,.
2
On en déduit :
1 sin? ((”T“) t)

n+1 gin? (%)

D’ou la positivité et le dernier point. [ ]

COROLLAIRE 5.2 L’ensemble des polynomes trigonométriques PT est dense
dans LP(T).

Démonstration. (F, * f), approche f et appartient & LP. [
COROLLAIRE 5.3 Si f = § alors f = g.
Démonstration. F, « f =0et F, *x f — f donc f = 0. |

COROLLAIRE 5.4 (RIEMANN-LEBESGUE) Soit f € L*(T).

Démonstration. Soit € > 0. Il existe P € PT tel que || f — P||, <e.

Pour n assez grand, P(n) = 0. Comme |f(n) — P(n)| < ||f — P||,;, on a
[f(n)] <e. n
Définition 5.4 On note souvent o, (f) = F, * f.

Remarque 5.1 Le noyau de Dirichlet n’est pas une identité approchée :

/T|Dn<1t>|dlt:/T sin (ng(t);)t)
> = [Tilsin((nr5) )] a

1 2r(n+1) | g t
L e )y,
m Jo t

dt
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

Par ailleurs, Dy f =Y f(k)ex
k=—n

5.5 Convergences dans C'(T)

THEOREME 5.2 Si (k,), est une identité approchée, f*k, € C°(T) converge
uniformément vers f.

COROLLAIRE 5.5 En particulier, PT est dense dans C°(T) pour ||-||,

Démonstration. f est uniformément continue sur R.

0= [ st—ak

Donc f * k,, est continue et on a :

FO) = f e kalt) = [ (FE=2) = F(O)ha(e) da

gn(,t)

1 27
= %/ gn(x,t)de

1 2m— 6 2m
=5 (/ gn(z, 1) dx+/ (z,t)dx + gn(x,t) dx)
T

27—0

Soit € > 0. On choisit § tel que pour tout ¢, z, |[x| < 6 = |f(t—z)—f(z)| <

On a alors
é 27
/ gn(z,t)dr < e et gn(z,t)dor < ¢
0 27—§
De plus,
2m—§ Hf” 2mr—48
/ gn(x,t)de < = / kn(z)de <e
5 T Js
pour n assez grand.
D’ou le résultat. u

5.6 Convergence ponctuelle de o0, = f % F),

5.6.1 Théorémes

THEOREME 5.3 o, f converge presque partout vers f.
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5.6. CONVERGENCE PONCTUELLE DE oy = F % Fy

THEOREME 5.4 Soit f€ L', tyeT.
On suppose que f(ty) = lim W
h—0
Alors :

1. o,(f) converge presque partout vers f. En particulier, si f est continue
en ty, on a une convergence simple en t.

existe.

2. De plus, la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé sur lequel
f est continue.

3. Si f est minorée par m, alors o,(f) = m. Idem avec une majoration.

Démonstration. On utilise que F,, est paire et positive, et que pour tout
§ €]0, 7|,
lim sup |F,(t)]=0

=400 te(5 21—

Onao,(f)—m= / (f(t—xz)—m)F,(z)dz > 0 d’ou le troisiéme point.
T

Pour tout ¢y, f(t) existe et si 6 €]0, 7|,

ol F)ta) = flto) = o= [ (f(t — ) — (1)) Fule)

2 J=s

1 9 .
[ (5t =2) = ft0) Fulw) da

1 27—0 o
— [ (=) = f(te) Fula) da

Le deuxiéme intégrale est dominée par 2 H =7 (to)Hl sup F,(t) = 0

te[d,2m—4]

quand n — +o0.

De plus, la premiere vaut :

1/05 (f(t—ﬂf) +f(+7)

T 2

— f(t0)> F,(z)dz

et si § est suffisamment petit et n suffisamment grand, les deux intégrales
sont dominées par €.
D’ou le résultat. u

5.6.2 Conséquences sur la convergence des lois de Fou-
rier
On suppose que S(f) = Zf(n)en converge en ty € T. On note S(f)(to)

nez
la limite.
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

Alors a(f)(tg) = .

Par conséquent, si S(f) converge en ty ou f est continue, alors S(f)(ty) =
f(to).-

Si S(f) converge sur un ensemble F mesurable, alors pour presque tout
x€FE,Sf(x) ==

En particulier, si S(f) converge en dehors d’'un ensemble de mesure nulle
alors S(f) = 0.

1_1)111 on(f)(to) existe est coincide avec S(f)(ty).

5.7 Ordre de grandeur des ccefficients de Fou-
rier

THEOREME 5.5 Soit f € LYT). On suppose que pour tout n, f(|n|) =

~

—f(=Inl) = 0.

Alors ZM est convergente.
n=1 n

Remarque 5.2 Par conséquent, il n'existe pas de f € L' telle que f(n) =
Sgn(n)
In(|n]) -

THEOREME 5.6 DE L’APPLICATION OUVERTE Si ¢ est linéaire, surjective
et continue entre deux Banach, alors ¢ est ouverte.

THEOREME 5.7 Si (ay,)nez sont des réels positifs avec a_, = a,, lim a, =

n—-4o0o

0 et an_ 1+ apy1 — 2a, =0, alors il existe f € LY(T) telle que f(n) =a,.

5.8 Convergence de la série de Fourier

Lemme 5.7.1 .
Soit f € L'. On pose S(f) = Zf(n)en et Su(f)= > f(k)ey.
OnaSy(f) = f+Dy e

Si ) f(n) converge absolument, alors S, (f)(t) converge pour tout ¢ vers
nez
g continue égale a f presque partout.

o~ o~

Démonstration. |f(n)e,| < |f(n)].
On a donc la convergence normale de S(f), d’ou la convergence uniforme.
Puisque ||S,(f) — 9ll. = ISx(f) — gl|,, on a la convergence de S,,(f) vers
g dans L. -

Comme g(I) = lim S,(f)(1) = f(l), on a g = f dans L' u

n—-4o00
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5.8. CONVERGENCE DE LA SERIE DE FOURIER

Proposition 5.6 Soit f € L'(T).
e Si f est absolument continue (en restriction a tout compact) alors

Fm] = o().
e Si f est k fois dérivable avec f*) € L' alors |f(n)| = o(ﬁ).
e En particulier, si k > 2, S,,(f) converge uniformément vers f.

Démonstration. Si f est absolument continue, f(z) :/ g(t)dt + f(0) avec
0
ge L ~
On a [F(n)] < 22 et g(n) — 0.
Donc on a le résultat.

Pour avoir le deuxiéme point, on applique le premier a f*=1.

n
THEOREME 5.8 (CONVERGENCE PONCTUELLE DE LA SERIE DE FOURIER)
Soit f € L. ~

On suppose que |f(n)| = O(ﬁ)

Dans ce cas, S,(f)(t) et o,(f)(t) convergent pour les méme valeurs de t
vers la méme limite.

Démonstration. Soit € > 0, A > 1.
On a

S D<@ =Dn suwp ()] <2(A—1)c
n<|j|<An n<|jl<An

o~

Par ailleurs, sup |jf(j)| < +00, si A est assez proche de de 1, on a :

Jez
>oIfG)<e
n<|jl<An
On introduit a1
n| -+
et 1
n
B—-— -
| A —nan(f)
On a:
2ol An) +1— k| - " n4+1— k|-
A—-B= f(R)ex — > —~————f(k)e
k:z;)mJ |An] —n k k;n |An| —n k
De plus,
|An] +1—1k n+1-—|k _

] —n M) -n
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

Donc a4 1 K]
|An| —n f(k)ex

A_B:Sn<f)+

n<|k|<|An]

On suppose que o, (f)(t) converge en t vers o(f)(t). On a donc

lim A:)\ilo(f)(t) lim B = !

n—+o0o n—+o0o A—1

Si n est suffisamment grand, A — B —o(f)(t) <e.
Par ailleurs,

a(f)(t)

An] +1—1k| 7 )
f(k)er| < F(b)| <
"<’€|Z<L)\TLJ L)\TLJ -n ( )ek n<|]§\_>\7ﬂ| ( )| :
Donc [S,(f)(t) — a(f)(t)| < 2¢ pour n assez grand. .

Remarque 5.3 On pourrait montrer que S,(f) converge uniformément sur
toute partie A C R ou o, converge uniformément.

Définition 5.5 On dit que f est a valuation bornée ssi f est a valuation
bornée sur tout segment.
On définit :

- -
F0) = Jim 7)) = Jim g0y = I
't ' —t+ 2
COROLLAIRE 5.6 Soit f € VB(T).
Pour tout t, S(f) est convergente en t et S(f)(t) = f(t).
De plus, la convergence est uniforme sur tout segment inclus dans le do-
maine de continuité de f.

Démonstration. Ceci découle de la proposition suivante. [ ]

o~

Proposition 5.7 Si f € VB(T), alors |f(n)| = O().

In|

Démonstration. 11 est loisible de supposer f continue a droite (quitte a la
remplacer par f(t)).

~

On a fn) = [ (e at = —% [ aro)

Donc | f(n)| < Lo — (L), ]

2m|n| [n|

COROLLAIRE 5.7 Si f € CY(T), alors S,(f) converge uniformément vers
f.

Remarque 5.4 1l existe des fonctions continues dont la série de Fourier di-
verge en un point.
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5.9. CALCUL DE SOMMES DE SERIES

5.9 Calcul de sommes de séries

Soit f le prolongement par 2-périodicité de 104 sur [—1, 1[.

g(x) = f(%£) est 2m-périodique, C' par morceaux donc appartient a

VB(T).
On a g(0) = 27r/ dt =
Sin £ 0, §(n) = ;/0 *mtdt: 2;%(1_(_1)").

Ona S(f)(t) = Slg)(xt) = 3 gln)e™.

S =f(t)=f(t)sit#0 mod 1 et 1 sinon.

La convergence est uniforme sur [a,b] C] — 1,0[ et [c,d] C]O, 1], et leurs
translatés par 2k, k € Z.

On a donc Sf(t) =1 pour ¢ = 3.

Ceci s’écrit :

TS RS Ry ) L
-+ — ——e"2 =1
2 227Tn7£1 n
Pour n =2p+1,

1 1 = 2

St Do (-1P=1
2 " 2m, = 2p+ 1
Donc
1 2
2 T
On en déduit :
i (=)
Zop+1 4

5.10 Théorie L? des séries de Fourier

THEOREME 5.9 (t +— e™™), est une base hilbertienne.

Démonstration. Clairement orthonormée.
Si f e Vect {(e,)n}", alors pour tout n, f(n) =0 donc f = 0. n

COROLLAIRE 5.8 Si f,g € L*(T), la série Zf(n)ﬁ(n) converge absolument

nez
et on a :

(flg) = Zf

n=—oo
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

En particulier, si g = f alors ||f||3 = > |f(n)]?.

De plus, S,(f) — f dans L?.

Proposition 5.8 Soit H un Hilbert (e,), un systéeme orthonormé. Il y a
équivalence entre :

(i) Vect{(eq)a} est dense dans H

(ii) (eq)a est complet

(iii) Pour tout f € H, | fII> = Y|, ea)|*.

a€cA

(iv) Pour f,g € H, (f,g)| = > _(f,ea){g, a).

acA
(v) Pour tout f € H, f =Y ([, ea)eq
acA

THEOREME 5.10 Z : f + (f(n)), est une isométrie bijective. Donc L*(T)
s’identifie a 1*(Z)

Démonstration.
e .7 unitaire : identité de Parseval
o [ Z(f)ll,=IIflly et Z est donc injectif
e soit a = (a,)nez, a € 1*(Z).
Soit I € N*. On pose A = {n € Z/|a,| > 1}. A, est de cardinal fini
Soit P, = Z Q-
neA;

Ona B = (Bi(n))nez = aly,.
400
De plus, Y > < Y |a,|* < +oc.
neA; n=-—00
On applique le théoréme de convergence dominée (dans [*(Z)) et on a
F(P) 2 dans 1*(Z)
— 00
En particulier, .% (P));en est de Cauchy donc (P)),en+ est de Cauchy
dans L*(I) car .F est unitaire (|, — Pr||, = | F(P) — F(P)]],).
Par conséquent, lim F; = f (dans L*(T)).
—00

De plus, [|7(f) = Z(B)lly = [lf = Plly, done F(f) = a. m

5.10.1 Application des identités de Parseval

ool 7T2
257
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5.10. THEORIE L? DES SERIES DE FOURIER

Soit f : R — R 2-périodique définie par :

{O sur [—1,0]

/= 1 sur]0,1]

et g(x) = f(3).9 € LX(T).

g est 21 périodique et on a :

1
g = 1—(=1)"
§(n) = 5 (1~ (-1)")
=0sin=2p,p#1
sin#0 1
_ 7 =—sin=2p+1
imn
. 1
sinon —
2
On applique Parseval
I+ ZZ /|g ()| dt =
d —.
onc Z 2p+1 3
S +z°o e
Comme — =
o =) 2p+1)
+K>1 1 WQ
> 51— =%
n:ln
+K>1 WQ

Douz

5.10.2 Convergence en norme

Soit B un sev de L'(T) muni d’une norme ||| tel que (B,|||) soit
complet.

Dans la suite, (B, ||-||z) désignera (L'(T'),[-]|,) ou (C°(T), ||-||, ou bien
(LP(T), [-]],), avec 1 < p < +o0.

Proposition 5.9 PT est un sous-espace dense de B

Démonstration. Par Holder, dans L*(T), |-z = |||l;-

Soit f € B. On pose S,(f) = i f(k:)ek

k=—n
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CHAPITRE 5. ANALYSE DE FOURIER

Sp : B — B est une application linéaire continue.
I1 suffit de montrer que :

B B
VK € Z, f : - - est continue
fo—= fk)ex

lex(Hlls = |FR)ex]

o~

= |f(k

~

= [f(k

[ lexll 5

~— —

Définition 5.6 On dira que (B, ||-||z) admet une convergence en norme ssi
Vf € B, lim |1Su(f) — Il = 0

Exemple : c’est vrai si B = L*(T)

THEOREME 5.11 (B, |-|l) converge en norme ssi 3K > 0,¥n € N, ||S,,||* <
K.

Démonstration. La preuve utilise le théoreme de Banach-Steinhaus :

THEOREME 5.12 BANACH-STEINHAUS Soit (E, ||-||5), (F, ||||z) evn tels que
(E,|I|lz) est un Banach.
Soit ¢ : E — F, a € A une famille d’applications linéaires continues
telle que sup |@all = +o00.
ac

Alors il existe v € E tel que sup ||pq ()| = +o0.
a€cA
Conséquence : Si ¢, : E — F,n € N est une suite d’applications continues
telle que Vo € E, lim ¢, (x) = ¢(z) existe, alors sup [|¢, || < +oo.
n—roo neN
En particulier, ¢ est continue.

Application : soit (a,)nen telle que Vb = (b, )nen dans *(N), Zanbn
neN
converge. Alors (a,) € [*(N).

Démonstration. On considere la suite d’opérations

Ny — C
o (bn)nen > Zakbk
k=0
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Les ¢, sont continues donc V(b) € l%N),Jijgo ©n((by)) existe et vaut

kiakbk — o((b)).

¢ est une forme linéaire continue, ¢ € [*(N)* = [*(N) donc (a,) € [*(N).
]

. B : .
Si B admet une convergence en norme, alors les ||5,||” sont uniformément
bornées. On suppose réciproquement que sup ||.S,[| 3 = K < +o0.
neN

On sait que PT est dense dans B.

Soit f € B,e > 0. Il existe P € PT tel que ||f — Pz <e.

En particulier, [5,(P) = Su(f)l5 = [150(f = P)lls < IS0l 1f = Pl <
ke.

Sin >0,5.(P) = P,douvn = no, [|Su(f) = fllg < [1Sa(f) = Su(P)ll 5+
1P = £l < (k+ 1.

Il y a bien convergence en norme. [ ]

COROLLAIRE 5.9 (LY(T),||-|l,) n’admet pas de convergence en norme.

Démonstration. Soit (Fiy)nen le noyau de Féjer.

Ona ||F,|, =1

Ona S,(F,) =D,xF,=F,xD, =0,(D,) e D,, dans (LY(T), |I]l,)-

—00

D’autre part, ||S,(F,)|| < [|Sn|l 5 (car || F,|| = 1).

Par suite, [|Sul|z = [|Dnll; —2 +00 ce qui montre que |[Sy ]|z n'est pas
uniformément bornée et donc que (L'(T), ||-||;) n’admet pas de convergence
en norme. u

Remarque 5.5 V[, [[Su(f)lly = [[Dn * flly < I Dnlly [1£1];-
Dot [|Spll g < || Dnlly-
Finalement, ||Su|l g = || Dnll;-

COROLLAIRE 5.10 (C%T),|-||..) n'admet pas de convergence en norme.

Démonstration. D,, = Z ek.
k=—n
D, :R— R

Soit f,, € L'(T) définie comme :
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Soit S, (fn) = Dy * fr = /TDn(t —z)fno(x)dz. On a

/D o) fol d:c_/D Vol dx_/\D )| dt || Dall,

De plus, [[Sn(fr)llee < [1Dnlly = [[Dnlly 171

Si f, était continue, on pourrait conclure. On essaie donc d’approcher f,
par une fonction continue. On considere la suite (¢} )ien, ¢ = F * fi.

On remarque que ¢; € PT car || f,| =

F
Donc |loil, <1 et /| | = 1.
!
De plus lim ¢ = f, dans LY(T).
En particulier, S,(¢}")(0) = Sn(fn)(0) = || Dull,-
—00

Soit e > 0, il existe donc une suite (¢} ) telle que |, (7 )(0)| = || Dyl —e.

Soit g, = l.

On a donc [[S,(gn)|lo, = ||Dnll; — € et on conclut puisque ||g,|/,, < 1
(1Sall* = 1Dall, = ¢)- m

COROLLAIRE 5.11 Il eziste f € C°(T) telle que S(f) diverge en un point.

Démonstration. D’apres la preuve du corolaire précédent, il existe une suite
(9n)nen, gn € COT) telle que ||gn||,, <1 et tel que nh_)ngo |S5(gn)(0)] = +oc.
On considere la suite de formes linéaires continues

f = Sa()(0)

On a donc sup ||a,|| = 400
neN

. .{CO(T) 5 C

D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, g € C°(T') telle que |:S,,(g)(0)]
ne soit pas uniformément bornée, donc en particulier diverge. [ ]

Remarque 5.6 Voir Katznelson pour une preuve constructive

Remarque 5.7 Si f € C°(A)), alors on peut montrer que S(f)(t) converge
vers f(t) pour presque tout t.

THEOREME 5.13 CARLSON, 1966 Si f € L*(T),S(f)(t) converge vers f(t)
pour presque tout t.

Généralisé par Hunt (1968) a LP(T),1 < p < +0o0

A contrario, il existe f € LY(T) dont la série de Fourier est partout
divergente (Kolmogorov).
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Définition 5.7 Soit S = Zanen une série trigonométrique. On définit la
nel
série conjuguée :

Si S = S(f), on dit que f est la fonction conjuguée de f.
Proposition 5.10 Pour tout f, ?: f

Définition 5.8 On dit que B est stable par conjugaison ssi pour tout f € B,
f existe et appartient a B.

THEOREME 5.14 B admet une convergence en norme ssi B est stable par
COMJugaison.
Démonstration. On considere :
B — B
S .
fo= Y fk)er
k=0
Remarque 5.8 On a HSZHB = |ISullg- En effet, S°(f) = enSnle_nf).

= Si B admet une convergence en norme, il existe & > 0 tel que pour
tout n, ||S,]| 5 < k.
Donc HSZHB < k.
Soit f € Bete >0, il existe P € PT tel gie ||f — Pz <e.
Sulf) = SuP) |, < ke
Si n > ng, S’ (P) est indépendant de n. On a donc

|53(6) = S|, < 2ke
(S°(f))n est de Cauchy donc converge vers F.

Donc, pour tout n,

-1
De méme, il existe G € B avec G = Y f(k)ey.
k=—o00
f = F + G convient alors. B
< On considere 'opérateur linéaire 7' : f +— f.
OnaT = lim 7T, avec :

n—+00
B — B
fo= Z f(k)ek

k=—n

T, :

Les T, sont continues donc T aussi par Banach-Steinhaus.
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