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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Espaces de probabilité, langage probabi-

liste

1.1.1 Introduction

Définition 1.1 Soit Ω l’ensemble des résultats possibles d’une expérience.
On appelle résultats les éléments de Ω.
Les sous-ensembles de Ω sont des évènements.
P(Ω) est l’ensemble des évènements si Ω est au plus dénombrable. Sinon,

on va prendre comme famille d’évènements une tribu A sur Ω.
À tout évènement A, on va associer un nombre P (A) où P est une mesure

finie de masse 1.
On appelle alors espace de probabilité le triplet (Ω, A, P ).

1.1.2 Rappels

Définition 1.2 Une classe A ∈ P(P(E)) est dite algèbre (de Boole) ssi :
• ∅ ∈ A
• a ∈ A ⇒ ac ∈ A
• a1, a2 ∈ A2 ⇒ a1 ∪ a2 ∈ A

Définition 1.3 Une classe de parties A ⊂ P(E) est dite une tribu (σ-
algèbre de Boole) ssi :

• ∅ ∈ A
• a ∈ A ⇒ ac ∈ A
• (ai)i ∈ AN ⇒ ⋃

i>0
ai ∈ A
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Définition 1.4 Une classe de parties A ⊂ P(E) est dite classe monotone
ssi :

• ∅ ∈ A
• (ai)i ∈ AN croissante ⇒ ⋃

i>0
ai ∈ A

• (ai)i ∈ AN décroissante ⇒ ⋂
i>0

ai ∈ A

Proposition 1.1

• Une algèbre est une tribu ssi c’est aussi une classe monotone
• Soit E ⊂ P(Ω). Il existe une unique tribu (resp. classe monotone)

minimale pour l’inclusion qui contient E .
On l’appelle tribu (resp. classe monotone) engendrée par E notée σ(E)
(resp. M(E)).

• Si A ⊂ Ω, σ(A) = {∅, A, Ac, Ω}.
• Si E est une algèbre, σ(E) = M(E).
• Si E est une algèbre et C ⊂ P(Ω) contenant E et stable par union

croissante et intersection décroissante, alors C ⊃ Σ(E).

Définition 1.5 Soit A une tribu sur Ω et P : A → R.
P est une probabilité ssi :
• ∀A ∈ A, P (A) > 0.

• Si (Aj)j ∈ AN sont disjoints (ie incompatibles), alors P


⋃

j>0

Aj


 =

∞∑

j=0

P (Aj).

• P (Ω) = 1

Proposition 1.2

• P (∅) = 0.
• P (A) 6 1 pour tout A.
• P (Ac) = 1 − P (A).
• P (A ∪ B) + P (A ∩ B) = P (A) + P (B).
• Si A ⊂ B, P (A) = P (B) − P (B \ A).

• Si A =
⋃

j>0

Aj avec (Aj)j croissante, ou A =
⋂

j>0

Aj avec (Aj)j décrois-

sante, alors lim
n→+∞

P (An) = P (A).

• P


⋃

j>0

Aj


 6

∞∑

j=0

P (Aj).

• La σ-additivité est équivalente à l’additivité et (si (An)n est décrois-

sante,
⋂

n>0

An = ∅ ⇒ lim
n→+∞

P (An) = 0).
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1.1. ESPACES DE PROBABILITÉ, LANGAGE PROBABILISTE

• Soit E une algèbre et p : E → R positive, de masse 1, additive et vérifiant

si (An)n est décroissante,
⋂

n>0

An = ∅ ⇒ lim
n→+∞

p(An) = 0, alors il existe

une unique extension de p à une probabilité P sur σ(E).

Démonstration.

• ∅ =
⋃

j>0

∅ donc P (∅) =
∞∑

j=0

P (∅) donc P (∅) = 0.

• Clair
• Ω = A ∪ Ac donc 1 = P (A) + P (Ac).
• A ∪ B = (A \ (A ∩ B)) ∪ B donc P (A ∪ B) = P (A) − P (A ∩ B) + P (B).
• Si A ⊂ B, B = A ∪ (B \ A) et A ∩ (B \ A) = ∅ donc P (B) =

P (A) + P (B \ A) d’où le résultat.
• cf. INTP
• idem
• Un sens est clair via l’INTP. Soit (Aj)j une suite de parties disjointes

de A.
⋃

k>n+1

Ak décroit vers ∅ donc, par hypothèse, P




⋃

k>n+1

Ak


 tend vers 0.

On a donc :

P


⋃

j>0

Aj


 = P






n⋃

j=1

Aj


 ∪


 ⋃

k>n+1

Ak






= P




n⋃

j=1

Aj


+ P


 ⋃

k>n+1

Ak




=
n∑

j=1

P (Aj) + P


 ⋃

k>n+1

Ak




Avec n → +∞, on a bien la σ-additivité.
• Admis

Exemple 1.1
• Ω = {ωj, j > 1} dénombrable, A = P(Ω).

Soit (pj)j une suite de réels tels que pj > 0,
∑

j>1

pj = 1. On définit, pour

A ∈ P(Ω), P (A) =
∑

{j,ωj∈A}
pj.

C’est une probabilité sur (Ω, A).
• Soit f positive intégrable pour la mesure de Lebesgue et d’intégrale 1.

Pour tout borélien B, on pose P (B) =
∫

B
f(x)λ(dx).
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

P est une probabilité sur (R, B(R)).
• Soit F : R → [0, 1] croissante telle que F (+∞) = 1 et F (−∞) = 0.

On définit une probabilité sur les unions finies disjointes d’intervalles
semi-ouverts par :

PF (]a, b]) = F (b) − F (a) et P (∅) = 0

PF (] − ∞, b]) = F (b) et PF (]a, +∞[) = A − F (a)

On a de plus :

Théorème 1.1 de Lebesgue-Stieltjes PF est positive, additive et de
masse 1. De plus, pour tout ∀(An)n décroissant vers ∅, lim

n→+∞
PF (An) = 0

ssi F est continue à droite.

Ainsi, si F est une fonction continue à droite, croissante vérifiant les
conditions F (+∞) = 1 et F (−∞) = 0, il existe une unique probabilité PF

sur B(R) telle que F (x) = PF (] − ∞, x]). Inversement, chaque probabilité
sur B(R) définit une telle fonction. Elle est appelée fonction de répartition.

Démonstration.

⇒ On a vu que si tn → t+, alors
⋂

n>1

] − ∞, tn] =] − ∞, t] donc F (tn) =

PF (] − ∞, tn[) → PF (] − ∞, t]) = F (t).
⇐ Dans l’autre sens, on remarque que les trois premières propriétés sont

vraies par définition de PF . Soit donc une suite décroissante (An)n de
limite ∅.

Notons An =
kn⋃

j=1

]aj,n, bj,n]. Soit δ > 0.

Il existe R > 0 tel que F (−R) 6 δ
4

et 1 − F (R) 6 δ
4
.

Par continuité à droite de F pour tout n, j, il existe cj,n ∈]aj,n, bj,n] tel
que F (cj,n) − F (aj,n) 6 δ

2j+n+1 .

Posons de plus Bn =
kn⋃

i=1

(]cj,n, bj,n]∩] − R, R]) et Cn =
n⋂

m=1

Bm.

On a Bn ∈ A, Bn ⊂ An, Cn ∈ A et Cn ⊂ An.

De plus, An \ Cn ⊂
n⋃

m=1

(Am \ Bm) donc :

An ∩
(

m⋃

n=1

Bc
m

)
=

n⋃

m=1

(An ∩ Bc
n)

Pierron Théo Page 4 Tous droits réservés



1.1. ESPACES DE PROBABILITÉ, LANGAGE PROBABILISTE

D’où :

PF (An) − PF (Cn) 6 PF (] − R, R]c) +
n∑

m=1

PF ((Am \ Bm)∩] − R, R])

6 PF (] − R, R]c) +
n∑

m=1

km∑

j=1

PF (]cj,m, bj,m])

= F (−R) + 1 − F (R) +
n∑

m=1

km∑

j=1

(F (bj,m) − F (cj,m))

6
δ

2
+

∞∑

m=1

km∑

j=1

δ

2m+j+1
= δ

Cn est borné donc compact. Il est de plus inclus dans An donc la suite
des Cn converge vers ∅ donc il existe m tel que pour n > m, Cn = ∅

donc ∀n > m, Cn = ∅. Donc PF (Cn) = 0 pour tout n > m.
Donc il existe m > 1 tel que pour tout n > m, PF (An) = PF (An) −
PF (Cn) 6 δ donc lim

n→+∞
PF (An) = 0.

Remarque 1.1 Si Ω est au plus dénombrable, pour construire une proba, on

doit disposer d’une suite p ∈ [0, 1]N tels que
∞∑

n=1

pn = 1. Par exemple, pour un

lancer de dé à n faces non pipé, on pose p1 = . . . = pn = 1
n

et pi = 0 pour
i > n.

Sur (R, B(R)), on peut définir une probabilité à l’aide d’une fonction
borélienne d’intégrale 1.

Soit (Ω, A) un espace mesurable. Si Ω = {ωi, i ∈ N} et si p est une suite

positive telle que
∞∑

i=0

pi = 1, alors une probabilité sur Ω est donnée par :

P = J 7→
∑

j∈J

pjδωj
(J).

Définition 1.6 Soit (Ω, A, P) un espace de probabilité.
On dit que N ⊂ Ω est négligeable ssi il existe B ∈ A tel que N ⊂ B et

P (B) = 0.
On note N la famille des négligeables et AC = σ(A ∪ N ) la tribu com-

plétée.

Théorème 1.2 Il existe une unique extension de P à P C sur AC. L’espace
(Ω, AC , P C) est alors appelé espace complet. Par la suite, tous les espaces de
probabilités seront complets.

Définition 1.7 Un évènement A est dit presque sûr ssi Ac est négligeable.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

1.2 Variables aléatoires, lois

1.2.1 Définitions

Soit (Ω, A, P ) un espace de probabilités et X : Ω → Rd muni de B(Rd).

Définition 1.8 X est une variable aléatoire d-dimesionnelle ssi X est me-
surable.

On notera {X ∈ B} = X−1(B).

Exemple 1.2 Pour A ⊂ Ω, 1A est une variable aléatoire ssi A ∈ A.

Proposition 1.3 X est une variable aléatoire réelle ssi ∀t, {X 6 t} ∈ A.

Démonstration. {B ∈ B(R), X−1(B) ∈ A} est une tribu qui contient une
famille de générateurs de B(R) donc elle contient B(R).

Proposition 1.4 La tribu engendrée par une variable aléatoire réelle X :
Ω → R

d est la plus petite tribu sur Ω qui rendre mesurable l’application X.

Proposition 1.5 Chaque variable aléatoire réelle sur (Ω, A, P ) induit un
espace de probabilité avec la probabilité image Q = X(P ) définie par Q(B) =
P (X ∈ B).

Démonstration. Q(B) > 0, Q(Rd) = P (Ω) = 1.
Si les Bj sont disjoints,

Q




∞⋃

j=1

Bj


 = P


X−1(




∞⋃

j=1

Bj






= P




∞⋃

j=1

X−1(Bj)




=
∞∑

j=1

P (X−1(Bj))

=
∞∑

j=1

Q(Bj)

Définition 1.9 Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω, A, P ). La loi
de X est la probabilité Q de la proposition précédente qui sera notée PX :
B(Rd) → [0, 1].

Définition 1.10 La fonction de répartition de la variable aléatoire réelle X
est la fonction de répartition associée à la probabilité PX :

FX :




R → [0, 1]

t 7→ PX(] − ∞, t])
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1.2. VARIABLES ALÉATOIRES, LOIS

Remarque 1.2 Si on connaît X, on peut déterminer PX donc FX. En re-
vanche, si on connait FX , on ne peut pas trouver X.

Théorème 1.3 La fonction de répartiton caractérise la loi de la variable
aléatoire réelle, ie FX = FY ⇒ PX = PY .

Démonstration. FX = FY donc PX(]−∞, t]) = PY (]−∞, t]) donc PX(]a, b]) =
PY (]a, b]) pour tous a < b.

Donc PX et PY sont égales sur les intervalles.

M1 = {B ∈ B(R), PX(B) = PY (B)}

est une classe monotone (par continuité de PX et PY ) contenant les intervalles
dont vaut B(R).

Proposition 1.6 Soit X une variable aléatoire réelle et soit g : Rd → R
k

borélienne. Alors g(X) est une variable aléatoire k-dimensionnelle.

Corollaire 1.1
• Soit X une variable aléatoire réelle et g : R → R continue. g(X) est

une variable aléatoire réelle donc on a :
Xr, |X|r, e−λX , eitX .

• X ∨Y = max{X, Y }, X ∧Y , X +Y , X −Y , XY , X
Y

sont des variables
aléatoires avec Y une autre variable aléatoire réelle

• Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires. Alors :

sup
n

Xn, inf
n

Xn, lim sup
n

Xn, lim inf Xn

sont des variables aléatoires et si lim
n

Xn existe, alors, c’est une variable

aléatoire réelle

Définition 1.11 Une variable aléatoire réelle est dite simple ssi elle est
étagée.

Proposition 1.7 Toute variable aléatoire réelle X est limite simple de
d’uine suite de variable aléatoire réelle simples. Si X est positive, alors les
termes de la suite sont positives et la suite peut être choisie croissante.

Exemple 1.3 Une variable aléatoire réelle est discrète ssi il existe B ⊂ Rd

au plus dénombrable telle que P (X ∈ B) = 1. Cela signifie que X prend un
nombre au plus dénombrable de valeurs avec une probabilité positive.

On a donc X : Ω → {xi, i ∈ N}.

Posons pj = P (X = xj) = PX({xj}). On a donc PX =
∑

j>1

pjδxj
.

Si on suppose les xi croissants, le graphe de la fonction est un escalier
croissant nul jusqu’à x1 et qui est constant sur tous les [xi, xi+1[.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Proposition 1.8 Soit g : {xi} → {yj} surjective.
Soit Y = g(X) une variable aléatoire discrète.

P (Y = yl) =
∑

j,g(xj)=yl

P (X = xj)

Démonstration.

P (Y = yl) = P ({ω, Y (ω) = yl})

= P ({ω, g(X(ω)) = yl})

= P




⋃

j,g(xj)=yl

{ω, X(ω) = xj}



=
∑

j,g(xj)=yl

P (X = xj)

Exemple 1.4

• Loi de Bernoulli (B(1, p)) :

(
0 1

1 − p p

)

(On tire 1 avec une probabilité p et 0 avec 1 − p)
• Loi binômiale (B(n, p))

(
0 1 . . . k . . . n

(1 − p)n np(1 − p)n−1 . . .
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k . . . pn

)

• Loi géométrique G(p) :

(
1 . . . k . . .
p . . . p(1 − p)k−1 . . .

)

• Loi uniforme : (
1 . . . n
1
n

. . . 1
n

)

• Loi de Poisson :
(

0 1 . . . k . . .

e−λ λe−λ . . . e−λ λk

k!
. . .

)
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1.2. VARIABLES ALÉATOIRES, LOIS

1.2.2 Variables aléatoires à densité

Définition 1.12 Soit X un variable aléatoire.

On note PX(B) =
∫

B
fX(x) dx. Quand fX > 0 est borélienne telle que

∫

R

fX(x) dx, PX est une probabilité.

fX est la densité de probabilité de la loi PX (par rapport à la mesure de
Lebesgue).

On a PX(] − ∞, t]) = FX(t) =
∫ t

−∞
fX(x) dx.

Proposition 1.9 FX est dérivable pp et F ′
X = fX .

Exemple 1.5

• Variable aléatoire de la loi gaussienne standard X ∼ N (0, 1).

La densité de X est fX(x) = e− x2

2√
2π

.

On notera Φ(t) = FX(t) =
∫ t

−∞
fX(x) dx la fonction de Laplace.

On a Φ(−t) = 1 − Φ(t).
De plus,

P (−X 6 t) = P (X > −t) = 1 − P (X 6 −t)

= 1 − Φ(−t) = Φ(t) = P (X 6 t)

Donc X et −X ont même loi : X ∼ −X.
• Variable aléatoire de loi gaussienne générale Y ∼ N (m, σ2).

On a Y = σX + m avec X ∼ N (0, 1), m ∈ R et σ 6= 0.
Si σ > 0,

FY (t) = P (Y 6 t) = P (σX 6 t − m) = Φ
(

t − m

σ

)

Donc FY (t) est dérivable et sa dérivée vaut fY (t) = e
− (t−m)2

2σ2√
2πσ2

.
• Variable aléatoire de la loi de Laplace :

fX(t) =
e−|t|

2

• Variable aléatoire de loi exponentielle (modélisation de la durée de vie
d’un composant) :

fX(x) = λe−λx1{x>0}

On a FX(t) = 1 − e−λt.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

• Loi uniforme sur [a, b] :

fU =
1

b − a
1[a,b]

On a FU (t) = 0 si t 6 a, FU(t) = 1 si i > b et FU(t) = t
b−a

sinon.
• Loi de Cauchy :

fX(x) =
1

π(1 + x2)

• Loi Γ :

fX(x) =
λp

Γ(p)
xp−1e−λx1{x>0}

1.3 Vecteurs aléatoires

Définition 1.13 Soit X : Ω → Rd.
X est un vecteur aléatoire ssi X1, . . . , Xd sont des variables aléatoires

réelles.

Définition 1.14 Soit PX : Rd → [0, 1] la loi d’un vecteur aléatoire X =
(X1, . . . , Xd).

On définit la fonction de répartition jointe par :

FX(t1, . . . , td) = PX(] − ∞, t1] × . . . ×] − ∞, td])

La loi de la marginale Xj est donnée par la fonction de répartition

FXj
(t) = lim

ti→+∞,i6=j
FX(t1, . . . , td)

1.3.1 Variables discrètes

P (X = xj) = P

( ∞⋃

i=0

{X = xj , Y = yi}
)

=
∞∑

i=0

P (X = xj , Y = yi).

La loi marginale de X est donnée par :




xj

pj =
∞∑

i=0

pj,i



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1.4. SIMULER DES VARIABLES ALÉATOIRES

1.3.2 Variables à densité

PX(B) =
∫

B
fX(x) dx.

FX(t1, . . . , td) =
∫ t1

−∞
. . .
∫ td

−∞
fX(x) dx

Dans le cas (X, Y ) ∈ Rd × Rk,

PX(B) = PX,Y (B × R
k) =

∫∫

B×Rk
fX,Y (x, y) dxdy =

∫

B

∫

Rk
fX,Y (x, y) dy

︸ ︷︷ ︸
fX(x)

dx

On vérifie que fX est positive, borélienne d’intégrale 1. C’est donc la
densité marginale de X.

Proposition 1.10 Soit X un vecteur aléatoire d-dimensionnel de densité
fX et g : Rd → Rd un C1-difféomorphisme.

Y = g(X) est à densité fY (y) = FX(g−1(y)) det(Jy(g−1)).

Exemple 1.6 Soit (X, Y ) deux vecteurs bidimensionnels à densité. On
cherche la loi de X + Y .

On pose g : (x, y) 7→ (x+y, y). C’est un difféomorphisme et le déterminant
de la jacobienne est 1.

On a donc fX+Y,Y (u, v) = fX,Y (u − v, v).
D’où :

fX+Y (u) =
∫

R

fX+Y,Y (u, v) dv =
∫

R

fX,Y (u − v, v) dv

1.4 Simuler des variables aléatoires

L’ordinateur sait choisir aléatoirement un nombre entre 0 et 1 : ça revient
à simuler une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

Pour simuler un lancer de pile ou face avec une probabilité de pile p, on
pose X = 1{1−p6U61} et ça marche.

Proposition 1.11 Soit X une variable aléatoire réelle de répartition F .
Posons G(u) = inf{t ∈ R, F (t) > u} pour u ∈]0, 1].
G(U) a la répartition F .

Démonstration. On vérifie que G(u) 6 t ssi u 6 F (t) :
Soit A(u) = {t ∈ R, F (t) > u}.
Comme F est continue à droite, A est fermé.
Si G(u) 6 t, alors comme A(u) est fermé, t ∈ A(u) donc F (t) > u.
De plus, si G(u) > t, inf A(u) > t donc t /∈ A(u) donc F (t) < u
Donc P (G(u) 6 t) = P (U 6 F (t)) = F (t).
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Remarque 1.3
• Si F est continue et strictement croissante, G = F −1.
• Si A(u) est fermé, inf A(u) ∈ A(u) donc F (G(u)) > u. Si F est conti-

nue à gauche, F (G(u)) = u.

1.5 Espérance, variance, co-variances et in-

égalités

Définition 1.15 On appelle espérance de X l’intégrale par rapport à P de
X :

E(X) =
∫

Ω
X(ω)P (dω)

Remarque 1.4
• E(c1A) = cP (A)
• E est linéaire sur les variables aléatoires étagées
• Si (Xn)n croît vers X > 0, E(X) = lim

n→+∞
E(Xn)

• Si X est quelconque, on décompose en X+ et X− et on dit que X est
intégrable ssi E(|X|) est finie. On a alors E(X) = E(X+) − E(X−).

• E est linéaire tout court.

Proposition 1.12
• |E(X)| 6 E(|X|).
• Toute variable aléatoire bornée est intégrable
• Si (Xn)n positive croît vers X alors E(Xn) tend vers E(X) et

E



∑

n>1

Xn


 =

∑

n>1

E(Xn)

• Si (Xn)n est minorée par Z intégrable, E(lim inf
n→+∞

Xn) 6 lim inf
n→+∞

E(Xn).

• Si (Xn)n est dominée par Z intégrable et converge simplement vers X
alors E(Xn) converge vers E(X) et E(|Xn − X|) tend vers 0.

• Si
∑

n>1

E(|Xn|) est finie alors
∑

n>1

Xn est finie presque sûrement et

E



∑

n>1

Xn


 =

∑

n>1

E(Xn)

Démonstration. Soit Sn =
n∑

k=1

|Xk|.

On a E(Sn) =
n∑

k=1

E(|Xk|).
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1.5. ESPÉRANCE, VARIANCE, CO-VARIANCES ET INÉGALITÉS

Or Sn croît vers S =
∑

n>1

|Xn|.

Par convergence monotone, E(S) =
∑

n>1

E(|Xn|). Donc S est intégrable.

Soit δ > 0.
1{S=∞} 6 δS donc E(1{S=∞}) 6 δE(S) donc P ({S = ∞}) 6 δE(S).
Avec δ → 0, P ({S = ∞}) = 0 donc S est finie presque sûrement. Or∣∣∣∣∣

n∑

k=1

Xk

∣∣∣∣∣ 6 Sn 6 S vérifie les hypothèses de la convergence dominée.

On a donc le résultat.

Théorème 1.4 de transport ou tranfert Soit X : Ω → Rd une va-
riable aléatoire, g : Rd → R borélienne. Notons Y = g(X).

Y ∈ L 1(µ) ssi g ∈ L 1(PX).

E(Y ) = E(|g(X)|) ssi
∫

R+
|g(t)|PX(dt) est finie. Dans ce cas E(g(X)) =

∫

R

g(t)PX(dt).

Démonstration. C’est vrai pour g = 1B. Par linéarité, on a le résultat pour
les fonctions étagées.

Par convergence dominée, on a le résultat pour les fonctions mesurables
positives puis pour les mesurables quelconques.

Exemple 1.7
• Si X suit une loi de Bernoulli (X ∼ B(1, p)) alors E(X) = p
• Si X suit une loi binômiale (X ∼ B(n, p)) alors E(X) = np
• Si X suit une loi de Poisson (X ∼ P(λ)) alors E(X) = λ
• Si X suit une loi normale (X ∼ N (0, 1)) alors E(X) = 0
• Si X suit une loi normale (X ∼ N (m, σ2)) alors E(X) = m

Définition 1.16 (d = 1) Si |X|k ∈ L 1 avec X une variable aléatoire réelle,
alors :

E(Xk) =
∫

R

tkPX(dt) = µk(t)

On appelle µk(X) le moment d’ordre k de X.
Si X2 ∈ L 1 alors la variance de X est V (X) = E((X − E(X))2) =

E(X2) − (E(X))2.

Remarque 1.5
• 0 6 V (X)
• X ∈ L 2 ssi X ∈ L 1 et V (X) finie.
• V (cX) = c2V (X)
• V (X + c) = V (X)
• Si X ∼ N (m, σ2), V (X) = σ2.
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• Si X est à densité, E(g(X)) =
∫

R

g(t)fX(t) dt.

Proposition 1.13 Soit X une variable aléatoire réelle.

E(X) =
∫ ∞

0
P (X > t) dt =

∫ ∞

0
(1 − FX(t)) dt

De plus, E(X) − 1 6
∑

n>1

P (X > n) 6 E(X).

Ainsi, X ∈ L 1 ssi
∑

n>1

P (X > n) < ∞.

Démonstration.
∫ ∞

0
P (X > t) dt =

∫ ∞

0
E(1{X>t}) dt

= E
(∫ ∞

0
1{X>t} dt

)

= E
(∫ ∞

0
1[0,X[(t) dt

)

= E

(∫ X

0
dt

)

= E(X)

Donc :

E(X) =
∑

n>1

∫ n

n−1
P (X > t) dt

6
∑

n>1

P (X > n − 1)

= P (X > 0) +
∑

n>2

P (X > n − 1)

6 1 +
∑

n>1

P (X > n)

6 1 +
∑

n>1

∫ n

n−1
P (X > t) dt

= 1 + E(X)

Proposition 1.14 (Inégalités de Markov et Tchebytchev) Soit X
une variable aléatoire réelle.

Si X ∈ L 1 alors pour tout t, P (X > t) 6 E(X+)
t

6
E(|X|)

t
.

Si X ∈ L 2 alors pour tout t > 0, P (|X − E(X)| > t) 6 V (X)
t2 .
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1.5. ESPÉRANCE, VARIANCE, CO-VARIANCES ET INÉGALITÉS

Démonstration.
• 1[t,+∞[ 6

X
t
1[t,+∞[(X) 6 X+

t
6

|X|
t

Donc P (X > t) = E(1[t,+∞[) 6
E(|X|)

t
.

• Y = X − EX.
On a t21{|Y |>t} 6 Y 2 et on prend l’espérance.

Remarque 1.6 Par Markov, E(|X|) = 0 ssi X = 0 presque sûrement.
L’inégalité pour Y se la preuve de Tchebychev marche avec p > 1 à la

place de 2 et on a P (|Y | > t) 6 E(|Y |)p

tp .

Proposition 1.15 (Inégalité de Jensen) Soit X ∈ L 1 à valeurs dans
I ⊂ R. Soit ϕ convexe.

Alors ϕ(X) est une variable aléatoire réelle L 1 et ϕ(E(X)) 6 E(ϕ(X)).

Lemme 1.4.1
Si ϕ est convexe, pour tout x < t < y, on a S(x, t) 6 S(x, y) 6 S(t, y) avec
S(x, y) = ϕ(x)−ϕ(y)

x−y
.

Lemme 1.4.2
Si ϕ est convexe, ϕ est dérivable à gauche et à droite en tout point.

De plus la dérivée à droite est croissante et ϕ(y) = sup
x∈I

ϕ(x)+ϕ′
d(x)(y−x).

Remarque 1.7 |E(X)|p 6 E(|X|p) quand Xp ∈ L
1.

Définition 1.17 Soient X, Y des variables aléatoires réelles de L 2.
Alors XY ∈ L

1 et la covariance de X et Y notée Cov(X, Y ) = E((X −
E(X))(Y − E(Y ))) = E(XY ) − E(X)E(Y ) est bien définie.

Le cœfficient de corrélation de X et Y est défini par ρ(X, Y ) = Cov(X,Y )
V (X)V (Y )

si X et Y ne sont pas constantes presque sûrement.

Corollaire 1.2 (Inégalité de Hölder)
Soit X ∈ L

p, Y ∈ L
q avec 1

p
+ 1

q
= 1.

Alors XY ∈ L 1 et E(|XY |) 6 E(|X|p) 1
p E(|X|q) 1

q .

Démonstration. On peut supposer que E(|Y |)q = 1.
Posons Q(A) = E(|Y |q1A). C’est une probabilité. On applique alors Jen-

sen pour ϕ = x 7→ xp, la variable aléatoire |X||Y |1−q et la probabilité Q.
On a EQ(Z) = E(Z|Y |q) donc ϕ(EQ(|X||Y |1−q)) 6 EQ(ϕ(|X||Y |1−q)).
Après simplifications, on a le résultat.

Remarque 1.8 Avec p = q = 2, on obtient Cauchy-Schwartz.

Corollaire 1.3 (Inégalité de Minkowski) X 7→ E(|X|p) 1
p vérifie l’in-

égalité triangulaire.

Définition 1.18 Lp = L p/ps.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Proposition 1.16 Lp est un Banach pour ‖·‖p. De plus L2 est un Hilbert.

Proposition 1.17 Soit r > p > 1.
Alors Lr ⊂ Lp et ‖·‖p 6 ‖·‖r sur Lr.

Démonstration. On peut supposer X > 0 car l’inégalité fait apparaître seule-
ment |X|.

De plus on peut approcher X par (Xn)n avec Xn = min(X, n) et 0 6

Xn 6 X.
On peut supposer X bornée. On utilise alors Jensen avec ϕ(x) = |x|s avec

s = r
p
.

On a ‖X‖r

p = (E(|X|p))s 6 E(|X|s) = ‖X‖r

r.

Définition 1.19 Soit X un vecteur aléatoire tel que E(|X|2) soit finie.
La matrice de covariance de X est la matrice KX = (Cov(Xi, Xj))i,j.

Proposition 1.18 KX ∈ S++
n .

Pour toute matrice A et vecteur aléatoire X, E(AX) = AE(X) et KAX =
AKXA∗.

Démonstration. On a :

d∑

j=1

d∑

k=1

KX(j, k)ujuk = V (u∗X) > 0

Le deuxième point est débile.
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Chapitre 2

Indépendance

2.1 Définitions et premières propriétés

Définition 2.1 Une famille (At)t∈T d’évènements est dite indépendante ssi
pour tout J ⊂ T fini,

P

(
⋂

i∈J

Ai

)
=
∏

i∈J

P (Ai)

Définition 2.2 Une famille (At)t∈T de tribus est dite indépendante ssi pour
tout J ⊂ T fini et pour tout choix d’évènements Aj ∈ Aj,

P

(
⋂

i∈J

Ai

)
=
∏

i∈J

P (Ai)

Définition 2.3 Une famille (Xt)t∈T de variables aléatoires est dite indépen-
dante ssi pour tout J ⊂ T fini et pour tout choix (Bj)j∈J de boréliens,

P

(
⋂

i∈J

{Xj ∈ Bj}
)

=
∏

i∈J

P (Xj ∈ Bj)

Remarque 2.1 On note l’indépendance A⊥B.
A ⊥⊥ B ssi σA ⊥⊥ σ(B).
De manière générale, une famille de variable aléatoires est indépendantes

ssi la famille des tribus images est indépendante.

Proposition 2.1 Soient E et F deux algèbres de parties de Ω.
On suppose E ⊥⊥ F . Alors σ(E) ⊥⊥ σ(F ).

Démonstration. Soit A ∈ E fixé.
Soit M1 = {B ∈ σ(F ), P (A ∩ B) = P (A)P (B)}.
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CHAPITRE 2. INDÉPENDANCE

M1 est une classe monotone qui contient F . En effet, si (Bn)n en est une
suite croissante,

P (A ∩ lim
n→+∞

Bn) = P ( lim
n→+∞

(A ∩ Bn))

= lim
n→+∞

P (A ∩ Bn)

= lim
n→+∞

P (A)P (Bn)

= P (A)P ( lim
n→+∞

Bn)

Par le théorème de classe monotone, σ(F ) = M1 donc tout élément de
σ(F ) est indépendant de tout élément de E.

De même, pour B ∈ σ(F ), M2 = {A ∈ σ(E), P (A ∩ B) = P (A)P (B)}
est une classe monotone qui contient E.

Donc tout élément de σ(E) est indépendant de tout élément de σ(F ).

Corollaire 2.1 Soit (Xt)t∈T une famille de variables aléatoires réelles.
C’est une famille indépendante ssi pour tout J ⊂ T finie et pour tout

choix (sj)j∈J réels, on a :

P



⋂

j∈J

{Xj 6 sj}

 =

∏

j∈J

P ({Xj 6 sj})

Démonstration. Il suffit de vérifier que {X−1
1 (] − ∞, s]), s ∈ R} ⊥⊥ {X−1

2 (] −
∞, s]), s ∈ R}.

Corollaire 2.2 X1 ⊥⊥ X2 ssi PX1,X2 = PX1 ⊗ PX2.

Démonstration.
⇒ P(X,Y )(A × B) = P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B) =

PX(A)PY (B)
⇐ On a

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P(X,Y )(A × B) = PX ⊗ PY (A × B)

= PX(A)PY (B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

Corollaire 2.3 X1, . . . , Xn sont indépendantes ssi FX1,...,Xn
(t1, . . . , tn) =

FX1(t1) . . . FXn
(tn) pour tous (t1, . . . , tn).

Corollaire 2.4 Soient (X1, . . . , Xn) des variables indépendantes et n1 +
. . . + nr = n des entiers positifs.

Les variables aléatoires

(X1, . . . , Xn1), (Xn1+1, . . . , Xn2), . . . , (Xn1+...+nr−1+1, . . . , Xn)

sont indépendantes.
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2.1. DÉFINITIONS ET PREMIÈRES PROPRIÉTÉS

Proposition 2.2 Soient X, Y deux variables aléatoires de dimension d et
k.

X ⊥⊥ Y ssi une des conditions suivantes est vérifiée :

1. P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B) pour A ∈ B(Rd), B ∈
B(Rk)

2. P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B) pour A, B générateurs de
B(Rd) et B(Rk)

3. f(X) ⊥⊥ g(Y ) pour tout f : Rd → Rd′
et g : Rk → Rk′

boréliennes

4. E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )) pour chaque paire de fonctions bo-
réliennes bornées (ou positives) R

d → R et R
k → R

Démonstration.

1 ⇔ 2 Déjà vu
3 ⇒ 1 Il suffit de prendre f = Id et g = Id.
1 ⇒ 3 f(X)−1(B(Rd)) = X−1(f−1(B(Rd))) ⊂ X−1(B(Rd)).

De même g(Y )−1(B(Rk)) ⊂ Y −1(B(Rk)).
Donc X ⊥⊥ Y ssi X−1(B(Rd)) ⊥⊥ Y −1(B(Rk)). Il y a donc indépen-
dance des familles X−1(B(Rd)) et Y −1(B(Rk)).

4 ⇒ 1 Il suffit de prendre f = 1A et g = 1B.

E(1A(X)1B(Y )) = E(1A×B(X, Y )) = P (X ∈ A)P (Y ∈ B)

1 ⇒ 4 Par 1, c’est vrai pour les indicatrices. On conclut par convergence
monotone et décomposition de Han-Jordan.

Exemple 2.1

• Soient X, Y discrètes.
On note pj,k = P ((X, Y ) = (pj, pk)). X ⊥⊥ Y ssi pj,k = pjpk.

• Soit (X, Y ) à densité sur R2 de densité fX,Y .

Alors X et Y sont à densité de densités fX(x) =
∫

R

fX,Y (x, y) dy et

fY (y) =
∫ f

R X,Y
(x, y) dx.

X ⊥⊥ Y ssi fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) pour presque tout x, y.
De gauche à droite, on utilise le théorème de classe monotone sur

{
C ∈ B(R2),

∫∫

C
fX,Y (x, y) dx dy =

∫∫

C
fX(x)fY (y) dx dy

}

Pour la réciproque, on écrit des intégrales.
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2.2 Somme de variables aléatoires indépen-

dantes

Proposition 2.3 Soient X, Y deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes.

Si X, Y et XY sont positives ou intégrables alors E(XY ) = E(X)E(Y ).

Démonstration.

E(|XY |) =
∫∫

|xy|P(X,Y )(dx, dy) =
∫∫

|x||y|PX(dx)PY (dy) < ∞

Ensuite on refait pareil sans valeurs abolues.

Remarque 2.2 Si X ⊥⊥ Y , Cov(X, Y ) = 0. Mais la réciproque est fausse
(X ∼ N (0, 1) et Y = X2).

Définition 2.4 On dit que X et Y sont non-corrélées ssi Cov(X, Y ) = 0.

Proposition 2.4 Si X1, . . . , Xn ∈ L2 sont non corrélées deux à deux, alors :

Var(X1 + . . . + Xn) =
n∑

j=1

Var(Xj)

P



∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

(Xj − E(Xj))

∣∣∣∣∣∣
> t


 6

1
t2

n∑

j=1

Var(Xj)

Démonstration. L’inégalité découle directement de Bienaymé-Tchebychev.
Pour le reste, OPS que X1, . . . , Xn sont centrées (d’espérance nulle).
On développe alors (X1 +. . .+Xn)2 et on passe à l’espérance pour obtenir

le résultat.

Proposition 2.5 Soit X, Y indépendantes.
X + Y a la loi PX ∗ PY (convolution).
Pour toute fonction mesurable h,

∫
f(t)(PX ∗ PY )(dt) =

∫∫
h(x + y)PX(dx)PY (dy)

Remarque 2.3 Si X et Y sont de plus à densité, alors la densité de X + Y
est fX ∗ fY .
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2.3. SUITES D’ÉVÈNEMENTS ET DE V.A. INDÉPENDANTES

Démonstration.
∫

h(t)PX+Y (dt) = E(h(X + Y ))

=
∫∫

h(x + y)P(X,Y )(dx, dy)

=
∫∫

h(x + y)PX ⊗ PY (dx, dy)

=
∫∫

h(x + y)PX( dx)PY ( dy)

Exemple 2.2
• Si X ∼ B(n, p), Y ∼ B(m, p) et X ⊥⊥ Y , alors X + Y ∼ B(n + m, p).
• Si X ∼ P(λ), Y ∼ P(µ) et X ⊥⊥ Y , alors X + Y ∼ P(λ + µ).
• Si X ∼ N (m, σ2), Y ∼ N (n, τ 2) et X ⊥⊥ Y alors X + Y ∼ N (m +

n, τ 2 + σ2).

2.3 Suite d’évènements et de variables aléa-

toires indépendantes

2.3.1 Construction d’un produit infini de probabilités

On note R∞ l’ensemble des suites réelles.
Soient (R, B(R), P1), (R, B(R), P2), . . . des espaces de probabilités.

Les cylindre ouverts (
∞∏

i=1

Ai avec Ai = R sauf un nombre fini) donnent la

topologie produit sur R∞ : B(R∞).
On pose P (n) = P1⊗. . .⊗Pn. (P (n))n est consistante : P (n)(A1×. . .×An) =

P (n+1)(A1 × . . . × An × R).

Théorème 2.1 De Kolmogorov Si une famille (P (n))n de probabilités
sur R∞ est consistante, alors il existe une unique probabilité P (∞) sur R∞

tel que πn(P ∞) = P (n) avec πn : x 7→ (x1, . . . , xn).

2.3.2 Construction explicite d’une suite de variables

aléatoires indépendantes

On se place sur (]0, 1], B(]0, 1]), λ).
Pour ω ∈]0, 1], sa représentation diadique la suite (dn(ω))n telle que :

ω =
∞∑

n=1

dn(ω)
2n
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Il y a unicité sauf pour les réels de la forme k
2n (en nombre dénombrable

donc de mesure nulle).
(dn)n est une famille de variables aléatoires indépendantes de loi B(1, 1

2
).

On pose A1 =]1
2
, 1], A2 =]1

4
, 1

2
]∪]3

4
, 1] et :

An =
⋃

u1,...,un−1∈{0,1}
]0.u1u2 . . . un−1100 . . . , 0.u1u2 . . . un−111 . . .]

(An)n est une suite d’évènements indépendants.

2.3.3 Lois de 0–1

Définition 2.5 Soit (An)n une suite de sous-tribus de A. On pose Tn =

σ



⋃

m>n

Am


.

La tribu T∞ =
⋂

n>1

Tn est appellée tribu terminale ou asymptotique de An.

Théorème 2.2 (loi de 0-1 de Kolmogorov) Soit (An)n une suite de
tribus indépendantes.

Chaque évènement de T∞ est de probabilité 0 ou 1 (La tribu terminale est
presque sûrement triviale).

Démonstration. Soit A ∈ T∞. On note D l’ensemble des évènements indé-
pendants de A : D ∈ D ssi P (A ∩ D) = P (A)P (D).

Montrons que D est une classe monotone, on aura alors P (A)2 = P (A)
et le résultat.

Pour tout n, A ∈ Tn+1 donc A ⊥⊥ σ(A1 ∪ . . . ∪ An)︸ ︷︷ ︸
=Sn

car Tn+1 ⊥⊥ Sn.

Donc pour tout B ∈
∞⋃

n=1

Sn, A ⊥⊥ B donc D est une classe monotone.

Or An ⊂
∞⋃

n=1

Sn donc Tn ⊂ σ

( ∞⋃

n=1

Sn

)
.

Donc T∞ ⊂ D donc A ∈ D.

Corollaire 2.5 (Loi 0-1 de Borel) Pour toute suite (An)n d’évène-
ments indépendants, on a P (lim sup

n
An) = 0 ou 1.

Démonstration. Soit An = σ(An). C’est une suite de tribus indépendantes.

On pose Bn =
⋃

m>n

Bm. Ce sont des éléments de Tn.
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lim sup An =
∞⋂

k=1

Bk ∈ Tj pour tout j. Donc lim sup An ∈ T∞ et Kolmogo-

rov conclut.

Théorème 2.3 (Borel-Cantelli) Soit (An)n une suite d’évènements de
A.

∞∑

n=1

An < ∞ ⇒ P (lim sup
n

An) = 0

Et si les évènements sont indépendants alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Soit A = lim sup An. A ⊂
⋃

j>n

Aj pour tout n.

Donc P (A) 6 P



⋃

j>n

Aj


 6

∑

j>n

P (Aj) qui est un reste dde série conver-

gente.
Donc P (A) = 0.

Notons In = 1An
, Sn =

n∑

j=1

Ij et S =
∞∑

m=1

Im.

On a I2
j = Ij par Bienaymé et :

Var(Sn) =
n∑

j=1

Var(Ij)

=
n∑

j=1

(E(I2
j ) − E(Ij)2)

=
n∑

j=1

(E(Ij) − E(Ij)2)

= E(Sn) −
n∑

j=1

E(Ij)2

6 E(Sn)

Par hypothèse,
∑

n>1

E(In) = +∞.

Comme lim
n→+∞

Sn = S, on a lim
n→+∞

E(Sn) = E(S) = +∞.

Or ω ∈ A ssi ω ∈ An pour une infinité de n donc S(ω) = +∞.
Donc A = {S = +∞} et on montre que P (S = +∞) = 1 :

P (|Sn − E(Sn)| 6 t) > 1 − Var(Sn)
t2
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Comme lim
n→+∞

Sn = +∞, on peut supposer E(Sn) > 0. Alors :

P

(
Sn >

E(Sn)
2

)
> P

(
|Sn − E(Sn)| 6 E(Sn)

2

)
> 1 − 4

Var(Sn)
E(Sn)2

Mais ce terme tend vers 1 donc pour tout ε > 0, P (Sn >
E(Sn)

2
) > 1 − ε.

Comme S > Sn, P (S >
E(Sn)

2
) > 1 − ε pour tout n sauf un nombre fini.

Donc, avec n → +∞ et ε → 0, P (S = +∞) > 1.

Corollaire 2.6 Si (An)n contient une sous-suite d’évènements indépen-
dants dont la somme des probabilités diverge alors P (lim sup An) = 1.

Démonstration. lim sup Aϕ(n) ⊂ lim sup An.

Théorème 2.4 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes.
On note An = σ(Xn).

Alors chaque évènement asymptotique pour (An)n est de probabilité 0 ou
1.

Remarque 2.4 Si les remarques spnt positives et indépendantes, est-ce que{ ∞∑

n=1

Xn = +∞
}

est un évènement asymptotique ?

Corollaire 2.7 Soit X : Ω → R est une variable aléatoire T -mesurable
avec T presque sûrement triviale.

Alors il existe c ∈ R tel que X = c presque sûrement.

Démonstration. FX(t) = P (X 6 t) = P (X−1(] − ∞, t])).
Donc FX(t) ∈ {0, 1}. Il y a donc un saut de taille 1. On pose c =

inf{t, FX(t) = 1}.
Il existe tn qui décroît vers c. On a {X 6 tn} qui tend vers {X 6 c}.
Donc P (X 6 tn) tend vers P (X 6 c) donc c ∈ {t, FX(t) = 1}.
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Chapitre 3

Fonctions caractéristiques

3.1 Définitions et premières propriétés

Définition 3.1 Soit X : Ω → Rd une variable aléatoire de loi PX . La
fonction caractéristique de la variable aléatoire X ou de sa loi PX est ϕX :
Rd → C définie par :

ϕX(t) = E(ei〈t,X〉) = E(cos(〈t, X〉)) + iE(sin(〈t, X〉))

Remarque 3.1

• ϕx(0) = 1
• |ϕX(t)| = |E(ei〈t,X〉)| 6 E(1) = 1
• ϕX(t) = ϕX(−t) = ϕ−X(t) donc si X est de loi symétrique, (X ∼ −X),

alors ϕ−X(t) = ϕX(t) donc ϕX(t) = ϕX(t).

Calculs :
• Si X est discrète, ϕX(t) =

∑

j>1

pjei〈t,xj〉.

• Si X ∼ P(λ), P (X = n) = eλ(eit−1).

• Si X est à densité, ϕX(t) =
∫

Rd
ei〈t,x〉fX(x) dx.

• Si X ∼ E(λ), ϕX(t) = λ
λ−it

.

Proposition 3.1 ϕX est uniformément continue, vaut 0 en 1 et est de type
positif :

∀n > 1, ∀z1, . . . , zn ∈ C, ∀t1, . . . , tn ∈ R
d,

n∑

j=1

n∑

k=1

ϕX(tk − tj)zkzj > 0
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Démonstration. On a :

|ϕX(t + h) − ϕX(t)| = |E(ei〈t+h,X〉 − ei〈t,X〉)|
= |E(ei〈t,X〉(ei〈h,X〉 − 1))|
6 E(|ei〈t,X〉(ei〈h,X〉 − 1)|)
= E(|ei〈h,X〉 − 1|) → 0

D’où l’uniforme continuité. De plus,

n∑

j=1

n∑

k=1

ϕX(tk − tj)zkzj =
n∑

j=1

n∑

k=1

zkzjE(ei〈tk−tj ,X〉)

= E




n∑

j=1

n∑

k=1

zkei〈tk ,X〉zjei〈tj ,X〉




= E



(

n∑

k=1

zkei〈tk ,X〉
)


n∑

j=1

zjei〈tj ,X〉







= E

(∣∣∣∣∣

n∑

k=1

zkei〈tk ,X〉
∣∣∣∣∣

)
> 0

Théorème 3.1 (Bochner) Si g : Rd → C est continue en 0, de type positif
et vaut 1 en 0 alors il existe une variable aléatoire X et que g = ϕX .

Proposition 3.2 Pour tout t ∈ R, ϕ′
X(t) = E(iXeitX).

Démonstration. Soit h 6= 0.

ϕX(t + h) − ϕX(t)
h

− E(iXetX) = E

(
eitX eihX − 1 − ihX

h

)

On a de plus |eix − 1 − ix| 6 min{ |x|2
2

, 2|x|}.

Donc eihX −1−ihX
h

6 2|X| ∈ L1 et eihX −1−ihX
h

6
|h||X|2

2
→ 0 quand h → 0.

Par convergence dominée, on a le résultat.

Remarque 3.2 En particulier, ϕ′
X(0) = iE(X).

Proposition 3.3 Soit X ∈ Lp une variable aléatoire de fonction caracté-
ristique ϕX .

Alors ϕX est p fois dérivable (avec des dérivées continues).
Pour tout k ∈ J1, pK, ϕ

(k)
X (t) = ikE(XkeitX).

Remarque 3.3
• De plus, ϕ

(k)
X (0) = ikE(Xk).
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• En particulier, si p = 2, E(X) = 1
i
ϕ′

X(0) et E(X2) = −ϕ′′
X(0).

• La réciproque est fausse : on peut avoir ϕX dérivable mais pas l’exis-
tence de E(X).
Par exemple : on prend X discrète tel que P (X = ±j) = c

j2 ln(j)
avec

c > 0 pour que ce soit un loi de probabilité.

E(X) = 2
∞∑

j=2

c

j ln(j)
= +∞.

ϕX(t) = 2c
∞∑

j=2

cos(tj)
j2 ln(j)

et
∞∑

j=2

sin(tj)
j ln(j)

< ∞ et converge uniformément.

Donc ϕX est dérivable et vaut 0 en 0.

Proposition 3.4 Soit X un variable aléatoire réelle de fonction caractéris-
tique ϕX .

Si ϕX est p fois dérivable en 0 avec p > 2 alors X admet des moments
d’ordres inférieurs à 2r avec r = ⌊p

2
⌋.

Démonstration. On le fait dans le cas ϕX deux fois dérivable en 0.

ϕ′′
X(0) = lim

h→0

ϕX(h) − ϕX(−h) − 2ϕX(0)
h2

= lim
h→0

E(eihX + e−ihX) − 2
h2

= lim
h→0

2
h2

(E(cos(hX)) − 1)

On peut montrer que x2 = lim
h→0

2(1−cos(hX))
h2 .

E(X2) = E

(
lim
h→0

2(1 − cos(hX))
h2

)

6 lim inf
h→0

E

(
2

1 − cos(hX)
h2

)
= −ϕ′′

X(0) < ∞

via Fatou.

Remarque 3.4 Si X ∈ L2 et E(X) = 0, alors ϕX(u) = 1 − σ2u2

2
+ o(u) avec

σ2 = E(X2) = Var(X).
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Calcul de la fonction caractéristique de N (0, 1)

• Première méthode :

ϕX(t) =
∫ ∞

−∞
eitx e− x2

2√
2π

dx

=
∫ ∞

−∞
cos(tx)

e− x2

2√
2π

dx + i
∫ ∞

−∞
sin(tx)

e− x2

2√
2π

dx

︸ ︷︷ ︸
=0

=
∫ ∞

−∞
cos(tx)e− x2

2

√
2π dx

On dérive sous l’intégrale (oui oui, on peut) :

ϕ′
X(t) =

1√
2π

=
∫ ∞

−∞
−x sin(tx)e− x2

2 dx

IP P= − 1√
2π

∫ ∞

−∞
t cos(tx)e− x2

2 dx

= −tϕX(t)

Donc ϕX(t) = e− t2

2 ϕX(0) = e− t2

2 .
• Deuxième méthode :

Pour a ∈ R, on a :

∫ ∞

−∞
eax e− x2

2√
2π

dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e

a2

2 e− (x−a)2

2 dx

= e
a2

2

∫ ∞

−∞

e− (x−a)2

2√
2π

dx

︸ ︷︷ ︸
=1

On pose h1 = z 7→ e
z2

2 et h2 : z 7→ ∫∞
−∞ ezx e− x2

2√
2π

dx.
h1 et h2 sont holomorphes et égales sur R donc par prolongement ana-
lytique (voir CDHO), h1 = h2 sur C.

Donc h1(it) = h2(it) donc ϕX(t) = e− t2

2 .

Proposition 3.5 Soit X un vecteur aléatoire de dimension d vérifiant que
E(|X|p) < ∞ où p > 1. Alors ϕX admet des dérivées partielles continues
jusqu’à l’ordre p et :

∂p

∂tj1 . . . ∂tjp

ϕX(t) = ipE(Xj1 . . . Xjp
ei〈t,X〉)

Pierron Théo Page 28 Tous droits réservés



3.2. PROPRIÉTÉ DE LA FONCTION CARACTÉRISTIQUE

Remarque 3.5 En particulier, E(Xj1 . . . Xjp
) = ∂p

∂tj1
...∂tjp

ϕX(t)|t=0.

De plus, si X ∈ L2, ϕX(t) = 1 + i〈t, E(X)〉 − 1
2
t∗E(XX∗)t + o(|t|2).

Démonstration. On dérive sous l’espérance, ce qui est possible car on domine
aisément ∂p

∂tj1
...∂tjp

ei〈t,x〉 par |xj1 | . . . |xjp
| ∈ L1.

3.2 Propriété fondamentale de la fonction ca-

ractéristique

Théorème 3.2 ϕX = ϕY ssi PX = PY .

Démonstration dans le cas d = 1.

• On a, pour tout t,
∫

R

eitue−λ|u| du =
2λ

λ2 + t2
.

Avec t = X(ω) − s et s ∈ R, on a :

E
(∫

R

ei(X−s)u
)

= E

(
2λ

λ2 + (X − s)2

)

E

(
2λ

λ2 + (X − s)2

)
Fubini=

∫

R

E(ei(X−s)ue−λ|u|) du

=
∫

R

e−isu−λ|u|
∫

R

eixuPX(dx)
︸ ︷︷ ︸

=ϕX(u)

du

Par hypothèse, ϕX = ϕY donc, en reprenant les calculs avec Y au lieu
de X, on a :

E

(
2λ

λ2 + (X − s)2

)
= E

(
2λ

λ2 + (Y − s)2

)

Soit g continue à support compact.
∫

R

g(s)
∫

R

2λ

λ2 + (x − s)2
PX(dx) ds

Fubini=
∫

R

∫

R

2λg(s)
λ2 + (x − s)2

dsPX(dx)

= 2
∫

R

g(x − λt)
1 + t2

dtPX(dx)

Ainsi, on a :
∫

R

PX(dx)
∫

R

g(x − λt)
1 + t2

dt = intRPY (dx)
∫

R

g(x − λt)
1 + t2

dt
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• On fait tendre λ vers 0 et on obtient E(g(X)) = E(g(Y )) via la conver-
gence dominée.

En effet,
∫

R

g(x − λt)
1 + t2

dt → πg(x) quand λ → 0. On a donc πE(g(X)) =

πE(g(Y )).
• Soit a, b ∈ R et gn qui approche 1]a,b] en étant non nulle sur [a, b + 1

n
].

On a E(gn(X)) = E(gn(Y )) donc par convergence dominée,

E(1]a,b](X)) = E(1]a,b](Y ))

Donc PX = PY sur tout intervalle ]a, b] donc, par classe monotone,
PX = PY .

Proposition 3.6 (inversion de Fourier) Soit ϕ ∈ L1 la fonction caracté-
ristique d’une variable X.

Alors X est à densité continue, bornée :

f(x) =
1

(2π)d

∫

Rd
e−i〈t,x〉ϕ(t) dt

Démonstration dans le cas d = 1. Soit λ > 0.

2πE(g(X)) = lim
λ→0

∫

R

PX(dx)
∫

R

2g(x − λt)
1 + t2

dt

= lim
λ→0

∫

R

g(s) ds
∫

R

2λ

λ2 + (x − s)2
PX(dx)

= lim
λ→0

∫

R

g(s) ds
∫

R

e−isu−λ|u|ϕX(u) du

=
∫

R

g(s) ds
∫

R

e−isuϕX(u) du Par convergence dominée

Donc f(s) est la densité de X

Fonction caractéristique de la loi de Laplace

On a fX(x) = 1
2
e−|x|.
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ϕX(t) = E(eitX)

=
∫ ∞

−∞
eitX e−|x|

2
dx

=
1
2

∫ 0

−∞
e(it+1)x dx +

1
2

∫ ∞

0
e(it−1)x dx

=
1

2(it + 1)
− 1

2(it − 1)

=
1

1 + t2

Fonction caractéristique de la loi de Cauchy

On a fY (y) = 1
π(1+y2)

.

ϕY (t) = E(eitY ) =
∫ ∞

−∞

1
π(1 + y2)

eity dy

ϕX ∈ L1 donc par l’inversion de Fourier,

e−|x|

2
=

1
2π

∫

R

e−itxϕX(t) dt =
1
2

∫

R

eit(−x)fY (t) dt
︸ ︷︷ ︸

=ϕY (−x)

Donc ϕY (x) = e−|x|.

Proposition 3.7 Soit (X, Y ) un vecteur aléatoire.
X ⊥⊥ Y ssi ϕ(X,Y )(s, t) = ϕX(s)ϕY (t).

Démonstration.

⇒ Si X ⊥⊥ Y , on a :

ϕ(X,Y )(s, t) = E

(
exp

(
i

〈(
s
t

)
,

(
X
Y

)〉))

= E(ei(sX+tY ))

= E(eisXeitY )

= E(eisX)E(eitY )

= ϕX(s)ϕY (t)
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⇐ On a :
∫∫

eisx+ityP(X,Y )(dx, dy) =
∫

eisxPX(dx)
∫

eityPY (dy)

=
∫∫

ei(sx+ty)PX(dx)PY (dy)

=
∫∫

eisx+ity(PX ⊗ PY )(dx, dy)

Donc P(X,Y ) = PX ⊗ PY . Le théorème de caractérisation assure que
X ⊥⊥ Y .

Proposition 3.8 Si X ⊥⊥ Y , ϕX+Y = ϕXϕY .

Démonstration.

E(eit(X+Y )) = E(eitXeitY )

= E(eitX)E(eitY )

= ϕX(t)ϕY (t)

3.3 Vecteurs gaussiens

Proposition 3.9 Y est une variable aléatoire gaussienne ssi il existe a, b et
X ∼ N (0, 1) tel que Y = aX + b.

Définition 3.2 On note N1 = {N (m, σ2), m, σ}.

Proposition 3.10 N1 est stable par multiplication par un scalaire.

Définition 3.3 Un vecteur aléatoire X de dimension d est dit vecteur gaus-
sien ssi pour tout u ∈ Rd,

〈u, X〉 =
d∑

j=1

ujXj

est une variable aléatoire gaussienne.
Autrement dit, X est un vecteur aléatoire gaussien ssi toute combinaison

linéaire de ses coordonnées est une variable aléatoire gaussienne.

Remarque 3.6
• Si X est un vecteur gaussien alors X1, . . . , Xd sont gaussiennes et dans

Lp.
• Si X1, . . . , Xd sont des variables gaussiennes indépendantes, alors le

vecteur (X1, . . . , Xd) est gaussien.
• On dit que le vecteur X est gaussien ssi pour toute forme linéaire h, le

loi de h(X) appartient à N1.
En effet, il existe u tel que h = 〈u, ·〉.
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Proposition 3.11 Si X est un vecteur gaussien d’espérance m ∈ Rd et de
matrice de covariance K, alors sa fonction caractéristique est donnée par :

ϕX(t) = ei〈t,m〉− t∗Kt
2

Démonstration.

ϕX(t) = Eei〈t,X〉) = ϕ〈t,X〉(1) = eiE(〈t,X〉)− 1
2

Var(〈t,X〉)

De plus,
E(t∗X) = t∗E(X) = 〈t, E(X)〉 = 〈t, m〉

et
Var(t∗X) = Cov(t∗X) = t∗ Cov(X)t = t∗Kt

D’où le résultat.

Proposition 3.12 Soit X un vecteur gaussien d-dimensionnel d’espérance
m et de matrice de covariance K.

Soit A ∈ Mk,d(R) et b ∈ R
k.

On note Y = b+AX. Alors Y est un vecteur gaussien d’espérance b+Am
et de matrice de covariance AKA∗.

Démonstration. On montre que Y est un vecteur gaussien.
Soit s ∈ Rk.
d∗Y = s∗(b + AX) = s∗b + (A∗s)∗X et A∗s ∈ Rd donc (A∗s)∗X est

gaussienne, ce qui conclut.

Proposition 3.13 Soit m ∈ Rd et K une matrice d×d symétrique positive.
Alors il existe un vecteur gaussien d’espérance m et de variance K.

Démonstration. Il existe A ∈ Md(R) tel que K = AA∗.
Soient Y1, . . . , Yd d variables aléatoires indépendantes de même loi N (0, 1).
Y = (Y1, . . . , Yd) est un vecteur gaussien d’espérance 0 et de matrice de

covariance Id.
On pose Y = m + AY . Alors X est le vecteur gaussien recherché.

Proposition 3.14 Soit X un vecteur gaussien de matrice de covariance K
et d’espérance m.

Les variables aléatoires X1, . . . , Xd sont indépendantes ssi K est diago-
nale.

Démonstration.
⇒ trivial
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⇐ Si K est diagonale, on a :

ϕX(t) = E(ei〈t,X〉)

= ei〈t,m〉− t∗Kt
2

= exp


i

d∑

j=1

tjmj − 1
2

d∑

j=1

t2
jσ2

j




Soit t(l) = (0, . . . , 0, tl, 0, . . . , 0) ∈ Rd.

E(eitlXl) = eitlml−
t2
l

σ2
l

2

Donc ϕXl
(tl) = eitlml−

t2
l

σ2
l

2 pour tout l.
D’où :

ϕX(t) = exp


i

d∑

j=1

tjmj − 1
2

d∑

j=1

t2
jσ2

j




=
d∏

j=1

eitjmj−
t2
j

σ2
j

2

=
d∏

j=1

ϕXj
(tj)

Donc X1, . . . , Xd sont indépendantes.

Proposition 3.15 Soit X un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice
de covariance K.

X admet une densité ssi K est inversible. Dans ce cas,

fX(x) =
1

(2π)
d
2

√
det(K)

e− (x−m)∗K−1(x−m)
2

Démonstration.

Lemme 3.2.1
Soit Z un vecteur aléatoire d-dimensionnel ayant une densité.

Soit H ⊂ Rd un sous-espace vectoriel tel que dim(H) < d. Alors P (Z ∈
H) = 0.

Démonstration. Soit H ′ un hyperplan contenant H .
Quitte à changer les coordonnées, on peut supposer que

H ′ = {(x1, . . . , xd), xd = 0}
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P (Z ∈ H) 6 P (Z ∈ H ′) =
∫

fZ(x1, . . . , xd)1{xd=0} dx1 . . . dxd = 0

On a vu que X et m + AY ont la même loi avec Y = (Y1, . . . , Yd) et
Y1, . . . , Yd indépendantes de même loi et avec A telle que K = AA∗.

On a det(K) = det2(A) donc A et K sont inversibles ou non en même
temps.

Si A est non inversible, Im(A) est de dimension < d donc, si X est à
densité, X − m aussi et P (X − m ∈ H) = 0.

On a donc P ((m + AY ) − m ∈ H) = 0 donc 0 = P (AY ∈ H) = 1. Donc
X n’est pas à densité.

Si A est inversible, m + AY est un C1 difféomorphisme donc à densité
donc X est à densité.

De plus,

fY (y) =
d∏

j=1

(
1√
2π

e−
y2

j

2

)
=

1

(2π)
d
2

e− 〈y,y〉
2

Notons X ′ = m + AY . On a Y = A−1(X ′ − m) et x 7→ A−1(x − m) est
de jacobienne A−1 donc de jacobien 1√

det(K)
.

On a aussi :

〈y, y〉 = 〈A−1(x − m), A−1(x − m)〉
= (A−1(x − m))∗A−1(x − m)

= (x − m)∗(A−1)∗A−1(x − m)

= (x − m)∗K−1(x − m)

D’où la densité de X dans le cas inversible.
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Chapitre 4

Loi des grands nombres –
Convergence

4.1 Loi des grands nombres

On a différents types de convergence :
• La convergence presque partout.
• La convergence en norme Lp.
• La convergence en probabilité :

Xn → X ssi ∀ε > 0, lim
n→+∞

P (|Xn − X| > ε) = 0

Remarque 4.1 La convergence presque sûre est équivalente à

P (lim sup
n→+∞

{|Xn − X| > ε} = 0

Proposition 4.1 La convergence presque sûre implique la convergence en
probabilité.

Démonstration. Si Xn converge presque sûrement vers X alors pour tout
ε > 0,

lim
n→+∞

P



⋃

k>n

{|Xk − X| > ε}

 = 0

Or {|Xn −X| > ε} ⊂
⋃

k>n

{|Xk −X| > ε} donc Xn converge en probabilité

vers X.

Remarque 4.2 La réciproque est fausse.
On considère X1 = 1[0,1], X2 = 1[0, 1

2
], X3 = 1[ 1

2
,1], . . .
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Si Xn = 1[ jn−1
kn

,
jn
kn

] alors λ(|Xn| > ε) = 1
kn

→ 0 donc Xn converge en

probabilité vers 0.
Or pour tout ω ∈ [0, 1] et k entier, il existe j tel que ω ∈ [ j−1

k
, j

k
] donc

pour une infinité de n, Xn(ω) 6= 0.
Donc Xn ne converge pas presque sûrement vers 0.

Proposition 4.2 Soit Xn une suite de variables aléatoires réelles. Si Xn

converge presque sûrement (resp. en probabilité) vers X.
Soit g : R → R continue.
Alors g(Xn) converge presque sûrement (resp. en probabilité) vers g(X).

Proposition 4.3 Lemme de Borel-Cantelli de convergence presque
sûre

(i) Si ∀ε > 0,
∞∑

n=1

P (|Xn−X| > ε) < ∞ alors Xn converge presque sûrement

vers X.

(ii) Si (Xn)n est une suite de variables indépendantes, alors Xn converge

presque sûrement vers c ssi ∀ε > 0,
∞∑

n=1

P (|Xn − c| > ε) < ∞.

Démonstration.

(i) On pose An = {|Xn − X| > ε}.

On a
∞∑

n=1

P (An) < ∞ donc par Borel-Cantelli, P (lim sup An) = 0.

Donc on a la convergence presque sûre de Xn vers X.

(ii) Si
∞∑

n=1

P (An) = +∞ avec An = {|Xn − c| > ε} = X−1
n (]c − ε, c + ε[)c des

évènements indépendants.
Par Borel-Cantelli, P (lim sup An) = 1, d’où une contradiction car la
convergence presque sûre implique P (lim sup An) = 0.

Proposition 4.4 Xn converge en probabilité vers X ssi :

lim
n→+∞

E

(
|Xn − X|

1 + |Xn − X|

)
= 0

Proposition 4.5 Xn est une suite de variables convergeant en probabilité
vers X ssi elle est de Cauchy en probabilité :

∀ε > 0, lim
n,m→+∞

P (|Xn − Xm| > ε) = 0

Démonstration.

Pierron Théo Page 38 Tous droits réservés



4.1. LOI DES GRANDS NOMBRES

⇒ On a :
|Xn − Xm| 6 |Xn − X| + |Xm − X| 6 2

ε

2
Donc, {|Xn − X| < ε

2
} ∩ {|Xm − X| < ε

2
} ⊂ {|Xn − Xm| < ε}.

Donc en passant au complémentaire,

P (|Xn − Xm| > ε) 6 P
(

|Xn − X| > ε

2

)
+ P

(
|Xm − X| > ε

2

)

Donc lim
n,m→+∞

P (|Xn − Xm| > ε) = 0.

⇐ Nous allons montrer que sous cette hypothèse, il existe une sous suite
(Xnj

) qui converge presque sûrement vers X.
La condition de Cauchy pour ε = 1

2j est : pour tout j,

lim
n,m→+∞

P (|Xn − Xm| > 1
2j

) = 0

On va construire la suite nj : n1 = 1, et :

nj+1 = min
{

n > nj , P
(

|Xr − Xs| >
1
2j

)
6

1
2j

, ∀r, s > n
}

nj est croissante et P (|Xnj+1
− Xnj

| > 1
2j ) 6 1

2j .

Comme
∞∑

j=1

P (|Xnj+1
−Xnj

| > 1
2j

) < ∞, on peut appliquer le lemme de

Borel-Cantelli :

P
(

lim inf
{

|Xnj+1
− Xnj

| <
1
2j

})
= 1

On pose Ω′ = lim inf{|Xnj+1
− Xnj

| < 1
2j }.

ω ∈ Ω′ ssi à partir d’un certain rang, |Xnj+1
− Xnj

| < 1
2j .

Autrement dit, à partir d’un certain rang, presque sûrement, |Xnj+1
−

Xnj
| < 1

2j .
Soient k > l deux entiers suffisamment grands,

|Xnk
(ω) − Xnl

(ω)| 6
k−1∑

j=l

|Xnj+1
(ω) − Xnj

(ω)| 6
∞∑

j=l

1
2j

→ 0

quand l → +∞.
Donc Xnj

satisfait une condition de Cauchy pour presque tout ω.
Donc Xnj

converge presque sûrement, donc en probabilité vers X.
On a P (|Xn−X| > ε) 6 P (|Xnj

−X| > ε
2
)+P (|Xn−Xnj

| > ε
2
) → 0.
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Proposition 4.6 Soit Xn une suite.
Xn converge en probabilité vers X ssi chaque sous-suite (Xnj

)j contient
une sous-suite (Xnjl

)l qui converge presque sûrement vers X.

Démonstration.
⇒ Supposons que Xn converge vers X en probabilités.

Soit nj une suite quelconque.
Xnj

converge vers X en probabilité donc Xnj
est de Cauchy en pro-

babilité donc il existe njl
une sous-suite de nj telle que Xnjl

converge
presque sûrement vers X.

⇐ Supposons par l’absurde que Xn ne converge pas en probabilité vers
X.
Alors il existe Xnj

une suite extraite telle que Xnj
ne converge pas en

probabilité vers X.
Mais par hypothèse, Xnj

contient une sous-suite Xnjl
qui converge

presque sûrement donc en probabilité.

Théorème 4.1 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées intégrables.

Alors :
X1 + . . . + Xn

n
→ E(X1)

en probabilité (faible) et presque sûrement (forte).

Remarque 4.3 On a une réciproque :
Soit Xn une suite de variables iid telles que (Sn

n
)n admet une limite

presque sûre.
Alors les variables sont intégrables et la limite de Sn

n
est E(X1).

Preuve de la loi faible dans le cas L2. On note m et σ2 l’espérance et la va-
riance communes.

On pose aussi Xn = X1+...+Xn

n
. On remarque que E(Xn) = m.

Soit ε > 0 quelconque.

P (|Xn − m| > ε) 6
Var(Xn)

ε2
=

σ2

nε2
→ 0

Donc on a la convergence en probabilité de Xn vers m.

Preuve de la loi forte dans le cas L2. On a Var(Sn) = nσ2.
Donc Var(Sn4) = n4σ2.
Donc Var(Xn4) = σ2

n4

On a alors pour n > 1, P (|Xn4 − m| > 1
n
) 6 n2 Var(Xn4) = σ2

n2 .
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Donc c’est une série sommable et par Borel-Cantelli, P (lim inf
n

{|Xn4 −
m| < 1

n
}) = 1

Donc presque sûrement, il existe n0 > 1 tel que pour n > n0, |Xn4 −m| <
1
n
.

Il est loisible de supposer Xn positive.
(Sn)n est une suite croissante et si k ∈ Jn4, (n + 1)4K, on a :

Sk

k
6

S(n+1)4

n4
=

S(n+1)4

(n + 1)4

(
n + 1

n

)4

<
(

m +
1
n

)(
n + 1

n

)4

pour n > n0.
Donc, presque sûrement, lim sup Xk 6 m.
De même on minore et on trouve finalement lim sup Xk = m presque

sûrement.

4.2 Convergences de suites de variables aléa-

toires

Définition 4.1 Soit (Xn)n une suite de Lp et X ∈ Lp.
On dit que Xn converge vers X dans Lp ssi lim

n→+∞
E(|Xn − X|p) = 0.

Proposition 4.7 Converger dans Lp implique converger en probabilité.

Démonstration. Soit ε > 0.

P (|Xn − X| > ε) 6 P (|Xn − X|p > εp) 6
E(|Xn − X|p)

εp
→ 0

D’où le résultat.

Remarque 4.4 La réciproque est fausse : prendre Xn = 2n1]0, 1
n

[. On a conver-
gence en probabilité mais pas dans Lp.

Définition 4.2 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires réelles inté-
grables est dite uniformément intégrable ssi

lim
R→+∞

sup
n>1

E(|Xn|1|Xn|>R) = 0

Exemple 4.1
• Une suite constante est uniformément intégrable.
• Une suite dominée par Y ∈ L1 est uniformément intégrable.
• Une famille finie de variables intégrables est uniformément intégrable.
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Proposition 4.8 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires intégrables.
Xn converge dans L1 ssi Xn est de Cauchy dans L1 ssi Xn est uniformé-

ment intégrable et converge en probabilité.

Définition 4.3 On dit qu’une suite (Xn)n converge en loi vers X ssi pour
tout g continue bornée,

E(g(Xn)) → E(g(X))

On dit aussi que la suite des probabilités PXn
converge faiblement (ou

étroitement) vers PX .

cv p.s. cv proba cv loi

cv Lp

sous-suites

cas particulier

u.i.

Proposition 4.9 Si Xn converge en loi vers X alors h(Xn) converge en loi
vers h(X) pour tout h continue.

Proposition 4.10 Si Xn converge en probabilité vers X alors Xn converge
en loi vers X.

Démonstration.

|E(g(Xn)) − E(g(X))| 6 E(|g(Xn) − g(X)|)
= E(|g(Xn) − g(X)|1|Xn−X|6ε) + E(|g(Xn) − g(X)|1|Xn−X|>ε)

6 δ(ε) + 2 ‖g‖∞ P (|Xn − X| > ε) → 0

si g est uniformément continue.
On a donc lim sup |E(g(Xn)) − E(g(X))| 6 δ(ε) → 0 quand δ → 0.
Si g est continue bornée quelconque,
On pose IR =] − R, R[ il existe Rε tel que 1 − PX(IRε

) < ε.
On pose uε la fonction qui vaut 1 sur IRε

, nulle sur Ic
Rε+1 et affine sur les

autres intervalles.
On pose g̃ = uεg. Elle est uniformément continue et bornée.
Donc on a E(g̃(Xn)) → E(g̃(X)) et E(uε(Xn)) → E(uε(X))/
Ainsi,

|E(g(Xn)) − E(g(X))| 6 E(|g(Xn) − g̃(Xn)|)
+ |E(g̃(Xn)) − E(g̃(X))| + E(|g̃(X) − g(X)|)

Le deuxième terme tend vers 0 quand n → +∞.
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On remarque que
∫

(1 − uε)(x)PX(dx) 6 1 − PX(Rε) < ε.

Donc

E(|g(1 − uε)(X)|) 6 ‖g‖∞

∫
(1 − uε)(x)PX(dx) < ε ‖g‖∞

De plus, on a
∫

R

(1 − uε)(x)PXn
(dx) →

∫

R

(1 − uε)(x)PX(dx).

On a ainsi pour n assez grand :
∫

(1 − uε)(x)PXn
(dx) < 2ε

Ainsi, pour tout ε et n assez grand,

|E(g(Xn)) − E(g(X))| 6 ε(3 ‖g‖∞ + 1)

Proposition 4.11 Si Xn converge en loi vers une constante c alors Xn

converge en probabilité vers c.

Démonstration. La convergence en probabilité est la convergence dans la
métrique :

d(X, Y ) = E

(
|X − Y |

1 + |X − Y |

)

Or gc = x 7→ |x−c|
1+|x−c| est continue bornée donc, comme Xn converge en

loi, E(gc(Xn)) → E(gc(X)) = 0 donc Xn converge dans cette métrique.

Théorème 4.2 de convergence en loi Soit (Xn)n une suite de variables
aléatoires. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Xn → X en loi

2. ϕXn
(t) → ϕX(t) sur R

3. FXn
(t) → FX(t) pour tout point de continuité de FX .

Remarque 4.5 FX est monotone donc le nombre de points de discontinuité
est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle.

Proposition 4.12 Slutsky Si Xn → X et Yn → c en loi alors (Xn, Yn)
converge en loi vers (X, Y ).

Démonstration.

|ϕ(Xn,Yn)(s, t) − ϕ(X,c)(s, t)| = |E(eisXneitYn) − E(eisXeitc)|
6 |E(eisXn+itYn) − E(eisXn+itc)| + |E(eisXn+itc) − E(eisX+itc)|
6 E(|eisXn(eitYn − eitc)|) + |eitc(E(eisXn) − E(eisX))|
= E(|eitYn − eitc|) + |ϕXn

(s) − ϕX(s)|
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On a :

E(eitYn − eitc) 6 |t|εP (|Yn − c| 6 ε) + 2P (|Yn − c| > ε)

6 |t|ε + 2P (|Yn − c| > ε) → 0

Donc on a le résultat.

Exemple 4.2 Soit G gaussienne, Xn = G et Yn = (−1)nG.
On a Xn → G et Yn → G mais pas (Xn, Yn) → (G, G) (en loi).

Proposition 4.13 Si Xn et X sont des variables aléatoire discrètes à valeurs
dans Z.

Alors Xn converge en loi vers X ssi P (Xn = k) → P (X = k) pour tout
k ∈ Z.

Proposition 4.14 Scheffé Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires ayant
de densités fn.

Si fn → f presque partout, avec
∫

R

f(x) dx = 1, alors X8n → X en loi

avec X de densité f .

Démonstration.

|ϕXn
(t) − ϕX(t)| 6

∣∣∣∣
∫

eitxfn(x) dx −
∫

eitxf(x) dx
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
∫

eitx(fn(x) − f(x)) dx

∣∣∣∣

6

∫
|fn(x) − f(x)| dx → 0

par convergence dominée.

Démonstration du théorème de convergence en loi.

1 ⇒ 2 Xn converge en loi vers X et x 7→ cos(tx), x 7→ sin(tx) sont
continues bornées donc :

E(cos(tXn)) → E(cos(tX)) et E(sin(tXn)) → E(sin(tX))

Donc ϕXn
(t) → ϕX(t)

2 ⇒ 1 On suppose ϕXn
(t) → ϕX(t).

Si g est continue à support compact telle que g ∈ L1. On a :

g(x) =
1

2π

∫

R

e−itxĝ(t) dt
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On a donc :

E(g(Xn)) = E
( 1

2π

∫

R

e−itXn ĝ(t) dt
)

=
1

2π

∫

R

ϕXn
(−t)ĝ(t) dt

→ 1
2π

∫

R

ϕX(t)ĝ(t) dt = E(g(X))

On montre aussi que si g est C2 à support compact alors elle vérifie la
condition précédente.
Il faut alors approcher les fonctions continues bornées par des fonctions
C2 à support compact.

1 ⇒ 3 Si Xn → X en loi, soit ε > 0 et t un point de continuité de FX .
On pose gε : R → [0, 1] valant 1 jusqu’à t, nulle après t + ε et C2 sur
[t, t + ε].
On a E(gε(Xn)) → E(gε(X)) et :

E(gε(X)) 6 E(1]−∞,t+ε](X)) = P (X 6 t + ε) = FX(t + ε)

De plus, E(gε(Xn)) > E(1]−∞,t](Xn)) = FXn
(t).

Donc lim sup FXn
(t) 6 lim E(gε(Xn)) = E(gε(X)) 6 FX(t + ε).

Donc lim sup FXn
(t) 6 FX(t) (car FX continue en t).

On fait de même avec hε définie comme g avec t − ε et t.
On obtient lim inf FXn

(t) > FX(t − ε).
Avec ε → 0, on a FXn

(t) → FX(t).
3 ⇒ 1 On suppose g C1 à support compact. On note Qn la loi de Xn.

E(g(Xn)) =
∫

R

g(x)Qn(dx)

=
∫

R

Qn(dx)
∫ x

−∞
g′(t) dt

=
∫

R

(1 − FXn
(t))g′(t) dt →

∫

R

(1 − FX(t))g′(t) dt

On approche g par des fonctions C1 à support compact et ça marche.

Théorème 4.3 Lévy Soit (ϕn)n une suite de fonctions caractéristiques as-
sociées à des variables aléatoires Xn (ou à des lois Qn).

Si ϕn → ϕ ponctuellement avec ϕ continue en 0 alors ϕ est la fonction
caractéristique d’une variable aléatoire X avec Xn → X.

Définition 4.4 Une suite de variables Xn est dite tendue ssi

∀ε > 0, ∃R > 0, sup
n>1

P (|Xn| > R) < ε

Remarque 4.6 Si Xn est tendue, il existe une sous-suite qui converge en loi.
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4.3 Théorème central limite

Théorème 4.4 Central Limite Soit Xn une suite de variables aléatoires
iid de carrés intégrables/

√
n(Xn − m)

σ
→ G ∼ N (0, 1)

avec

Xn =
X1 + . . . + Xn

n
→ m

Démonstration. Il est loisible de supposer m = 0.
On note ϕ la fonction caractéristique commune.√

nXn

σ
= Sn√

nσ
et :

ϕ Sn√
nσ

(t) = E(eit Sn√
nσ )

= E

(
exp

(
i

t√
nσ

n∑

k=1

Xk

))

=
n∏

k=1

E(ei t√
nσ

Xk)

= E(ei t√
nσ

X1)n

= ϕ

(
t√
nσ

)n

Comme X1 ∈ L2, ϕ(u) = 1 − σ2u2

2
+ o(u2) donc

ϕ Sn√
nσ

(t) =

(
1 − t2

2n
+ o(t2)

)n

Donc pour n → +∞, on a ϕ Sn√
nσ

(t) → e− t2

2 = ϕ(t).
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