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Introduction

e Groupes en arithmétique (GALOIS) :
Pour P € Z[X], on dit que P est résoluble ssi on peut écrire ses racines
en fonction de ses coefficients.
A P, on associe son groupe de Galois G. La théorie de Galois repose
sur P résoluble ssi G résoluble.
Or G est résoluble si Card(G) < 24 ie P est résoluble si deg P < 4.

e Groupes en géométrie (KLEIN) :
Une géométrie est composée d’un ensemble S de points et d'un groupe
G de transformations de S.
Dans une géométrie, on a des figures (parties de S) et des propriétés
stables par G.

e Groupes en analyse :

THEOREME 0.1 Un systéme différentiel hamiltonien (pendule, toupie,
probléme a trois corps,...) est intégrable ssi son groupe de Galois est
presque commutatif.
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Chapitre 1

Groupes et sous-groupes

1.1 Groupes

1.1.1 Définitions

Définition 1.1 Un groupe G est un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative, possédant un neutre et inversible. On dit que GG est abélien
quand cette loi est commutative.

Définition 1.2 L’ordre d’un groupe G est son cardinal.

Proposition 1.1 Il y a unicité du neutre et de 'inverse.

Définition 1.3 On définit récursivement la puissance n® de ¢ € G par
g =99" g " =(g )" et g’ =e.

1.1.2 Propriétés
Définition 1.4 On appelle translation a gauche ’application :

t'G_>G
" 1h = gh

qui est une bijection d’inverse ¢,-1.

Remarque 1.1  On obtient une nouvelle loi par transfert de structure : hxk =
ty(tg-1(h)ty-1(k)) = hg k.
Proposition 1.2

G —- @G
g .
g — g

est une bijection.



CHAPITRE 1. GROUPES ET SOUS-GROUPES

Remarque 1.2 On obtient aussi une nouvelle loi par transport de structure :
g* h = hg (groupe opposé).
Définition 1.5 (Tables de Cayley) Il s’agit d’'une table de multiplication

dans laquelle chaque élément de G ne doit apparaitre qu'une seule fois par
ligne et par colonne.

Exemple 1.1
1
o G={1} 111
llg
e G=1,g|1|1]|¢g
gle|l
1lglh
111]g|h
e G={1,9,h} I
hih|1l]|g
o G={1,9,h,k}. Sl existe g # h # 1 tel que gh =1 :
1lg|lhlk
111lg|hlk
glg|k|1]h
hih|1l|k|g
klk|lh|g]|1l
11g|lhlk
111lg|hlk
Si pour tout g,h, gh#1:|g|g|1|k|h
hih|lk|1l]|g
klk|lh|g]|1l
n—1
Proposition 1.3 Card(GL,(F,)) = [[(¢" — ¢').
=0

1.2 Sous-groupes

1.2.1 Définitions

Définition 1.6 Soit G un groupe. Un sous-groupe de G est une partie
H C G telle que :

e lcH

e Y(g,h) € H* gh € H.

eVgec H,g'eH.
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1.3. APPLICATIONS

1.2.2 Propriétés

Définition 1.7 Un sous-groupe H de G est dit distingué (ou normal) ssi
pour tout h,g € H x G, ghg™' € H.

On écrit parfois H < G si H est un sous-groupe de G et H << G si H est
en plus distingué.
Exemple 1.2

e Pour tout groupe G, {1} <G et G < G.

e Pour tout espace vectoriel V', SL(V) <1 GL(V).

o nZ < (Z,+).

Remarque 1.3 Si G est abélien, tout sous-groupe de G est distingué.
THEOREME 1.1 Si (H;)ie; < G alors N H; < G.

iel
Remarque 1.4 La distinction passe aussi a [’intersection.

Définition 1.8 Si X C G, il existe un plus petit sous-groupe de G contenant

X appelé sous-groupe engendré par X et noté (X). C'est [ H.
XCH<G

Définition 1.9 G est dit cyclique (ou monogene) ssi il existe g € G tel que
G = (9)-

Exemple 1.3 (Z/4Z,+) est cyclique, de méme que (Z/5Z*, x).
THEOREME 1.2 Si F est un corps fini, F'* est cyclique.

1.3 Applications

1.3.1 Opérations élémentaires sur les matrices

Définition 1.10 Soit M une matrice. Il y a trois types d’opérations élé-
mentaires :

e ¢changer les lignes L; et L;

e remplacer L; par \L; avec A\ # 0

e remplacer L; par L; + AL; avec i # j

Définition 1.11 Une matrice élémentaire est la matrice obtenue en effec-
tuant une opération élémentaire sur I,,.

THEOREME 1.3  Effectuer une opération élémentaire revient a multiplier d
gauche par une matrice élémentaire.

THEOREME 1.4 Si A € GL,(K), il existe (E;); un p — uplet de matrices
élémentaires telles que E, ... EyA=1, ie A= E".. .Ep_l.

Donc GL, (K) est engendré par les matrices élémentaires.
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CHAPITRE 1. GROUPES ET SOUS-GROUPES

Exemple 1.4 GLy(Z/2Z) = <<(1) é) , <(1) i) , G (1]>>

1.3.2 Mots

Définition 1.12 Un mot en X C G est un élément z;...x, € G avec
(x;); € X™ pas nécessairement distincts. On note M(X) cet ensemble.

Proposition 1.4 SiX C G, (X) = M(XUX ) avec X' = {z7' 2 € X}.

Démonstration. On a (X) = (X U X~ ') donc on peut supposer X = X 1.
On doit montrer que M(X) = (X) sachant X = X',
M(X) est un sous-groupe de X qui contient X.
De plus, si H < G contient X, pour tout (zy,...,z,) € X", on a
(x1,...,2,) €E H" et 2 ... 2, € H donc M(X) C H.
Donc (X) = M(X). u

Remarque 1.5 Dans le cas abélien, (g1, ...,9n) = Zg1 + ...+ Zg,.
Exemple 1.5 nZ = (n).

Proposition 1.5 Si H est un sous-groupe de Z, il existe un unique n € N
tel que H = nZ.

Démonstration.

e Les nZ sont clairement des sous-groupes de Z.

e Soit H un sous-groupe de Z. Si H = {0}, alors H = 0Z.
Sinon, H \ {0} # @ donc il existe n # 0 € H.
H est un groupe donc |n| € H donc on peut supposer n > 0. On pose
ensuite ng = min{n € H,n > 0}.
Tout élément de ngZ est dans H.
Réciproquement, si x € H, z = ngq + r avec r < nyg.
On a alors r € H donc r = 0 donc = € ngZ.
Donc H = nyZ. [

Définition 1.13 L’ordre de g € G est l'ordre de (g).

Exemple 1.6 Dans GLy(Z/27Z), il y a 1 élément d’ordre 1, 3 éléments
d’ordre 2 et 2 éléments d’ordre 3.

1.3.3 Groupe diédral

Définition 1.14 Le groupe diédral D, (n > 3) est le groupe des iso-
métries du plan qui laissent (globalement) invariant le polynéme régulier
(Ao, ..., A,_1), convexe, centré, orienté et normalisé & n cotés.
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1.3. APPLICATIONS

Proposition 1.6 D, est d’ordre 2n et D,, = (r,s) ou r est la rotation
d’ angle et s la symétrie par rapport a ’axe des abscisses.

Démonstration.
e Les isométries sont affines donc préservent les barycentres donc O. Elles
sont déterminées par leurs images de O A, et O A;.
Tout élément de D,, envoie Ay sur Ay et A; sur A; 41 mod n OU Aj 1 mod n-
Donc D,, a au plus 2n éléments.
e 7 et s sont des éléments de D,, donc (r,s) C D,,.

Dans (r, s), il y a 2n éléments : 1,7,..., 7" tet s,rs,...,r" s qui sont
distincts deux a deux.
Donc D,, = (r, s) et D,, est d’ordre 2n. n

1.3.4 Commutateurs, groupe dérivé

Définition 1.15
e Soit G un groupe. On appelle commutateur de (g, k) € G* et on note
lg, h] le produit ghg=*h~!.
e Le groupe dérivé de G, noté D(G) est le sous-groupe engendré par les
commutateurs de G.

Remarque 1.6 Les commutateurs ne forment pas toujours un sous-groupe si
G a au moins 96 éléments.

Proposition 1.7 D(G) <G

Démonstration.
e Ona [g,h]"t = [h,g] et klg, h|k™! = [kgk™', khk™!]
e Si X est 'ensemble des commutateurs, X ! = X et kXk™! = X d’apres
le point précédent. [ ]

Remarque 1.7 D(G) = {1} ssi G est abélien.

Exemple 1.7 D(D,) [r',ri] = 1d, [ris,ris] = (r¥)"9, [ris,r/] = r=% et
[r,ris] = r?. Donc D(D,) = (r?) (qul vaut aussi (r) si n impair).
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CHAPITRE 1. GROUPES ET SOUS-GROUPES
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Chapitre 2

Morphismes, isomorphismes

2.1 Définitions

Définition 2.1 Un morphisme de groupes (homomorphisme) entre deux
groupes G et H est une application ¢ : G — H telle que pour tout g, h € G?,
e(gh) = ¢(g)p(h).

@ est un isomorphisme ssi il est bijectif.

¢ est un endomorphisme ssi H = G.

¢ est un automorphisme ssi H = G et ¢ bijectif.

Remarque 2.1 ¢(1) = ¢(1.1) = p(1).(1) donc 1 = ¢(1).

L=¢(1) = ¢(g97") = ¢(9)p(g™") donc p(9)™" = ¢(g7).
Plus généralement, (g)" = ¢(g™) pour tout n € Z.

Exemple 2.1
e Soit H = {(é ?) ,a € K} < GLy(K).

H - K

f:(la)i_)a
0 1

est un isomorphisme de groupes. En effet, la bijectivité est claire et
1 a\ (1 0\ (1 a+b
o 1)\o 1/ \0o 1 J
In
e In et exp sont deux isomorphismes de groupe réciproques : R} ﬁ) R
e Si G est un groupe,
L JG6 = G
g — g

9



CHAPITRE 2. MORPHISMES, ISOMORPHISMES

n’est pas un automorphisme en général (pas un morphisme). Prendre
par exemple G non commutatif.
En revanche,

1. )Gy = G
g = g
est un automorphisme.

Proposition 2.1
e Sip:G— Hety: H— K sont des morphismes de groupes, alors
Yo : G — K est un morphisme de groupes.
e Si v : G — H est un isomorphisme de groupes, ¢! aussi.

Démonstration.

e Soit g, h € G*, (p(gh)) = Y(p(g)p(h)) = U(e(g))Y(p(h)).
e Soit ¢, W € H?.

e N (g'h) =0 Mg (B) ssi g'h =l (g (1))
Or p(p~ (g 1 (1)) = oo™ (¢") el (1) = g'I. n

Définition 2.2 Le noyau d’'un morphisme ¢ : G — H est Ker(p) =

v~ ({lu}) C G
L’image de ¢ est Im(p) = {¢(g),9 € G} C H.

2.2 Propriétés
Proposition 2.2 Soit ¢ un morphisme. Si X C G, (¢(X)) = p((X)).

Démonstration. On a (X 1) = ¢(X)™! donc on peut supposer X = X L.
On montre alors p(M (X)) = M(p(X)), ce qui est clair car p(x; ...x,) =

o) ... p(xy). ]

Proposition 2.3 Soit ¢ : G — H un morphisme. Alors Im(y) est un
sous-groupe de H et Ker(y) un sous-groupe distingué de G.

Démonstration.
e La propriété précédente appliquée a X = G, on a Im(p) = ¢((G)) =
(p(G)) est donc un sous-groupe).
e ©(1)=1donc 1 € Ker(yp)
Si g € Ker(p), ¢(g71) = ¢(g)"' =171 =1 donc ¢! € Ker(p).
Si g, h € Ker(y) alors ¢(gh) = ¢(g)¢(h) = 1 donc gh € Ker(y).

@
Sig e GetheKer(p), p(ghg™) = w(g)p(h)e(g™") = vlg)elg) ' =1
Donc ghg™! € Ker(p). n
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2.2. PROPRIETES

Exemple 2.2 SL,(C) est un sous-groupe distingué de GL,,(C) car c’est le
noyau de det.

Remarque 2.2  Deux groupes sont isomorphes ssi il existe un isomorphisme
entre eux. C’est équivalent a dire su’ils ont méme tables de Cayley quitte a
renommer les éléments.

Application : Soient G et G5 deux groupes isomorphes.
Les deux groupes ont méme ordre et ont le méme nombre d’éléments
d’ordre k.
(1 est cyclique ssi Gy lest. Gy est commutatif ssi G5 1est.
A isomorphisme prés, on a :
Ordre Groupes
1 {0}
727
7/37
7.]AZ, T3
Z7/57
Z)6Z, &3~ GLy(Z/27) ~ Ds
Z]TZ
Z/87, B3, Ty x ZJAZ, Dy, Qg

COl | O U | W DO

Remarque 2.3 Si H < G, Uapplication :

‘H—>G
g — g

est un morphisme de groupes.

Proposition 2.4 Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes.
¢ est sujectif ssi Im(p) = H. ¢ est injectif ssi Ker(p) = {1}.

Démonstration. La premiere équivalence est immédiate (définition d’une sur-
jection).

Si @ est injectif, soit g € Ker(p). p(g) = 1 = (1) donc g = 1. Donc
Ker(g) — {1}

Si Ker(p) = {1}, soit g, h € G? tel que v(g) = p(h).

On a p(gh™) = ¢(g)p(h)™* = 1. Donc gh™! € Ker(p) donc gh™' =1 et
g = h. Donc ¢ est injectif. ]

Proposition 2.5 Soit G un groupe.
e Si ¢ : Z — G est un morphisme, il existe un unique g € G tel que
¢(n) = g" pour tout n € Z.
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CHAPITRE 2. MORPHISMES, ISOMORPHISMES

e Si g € G, il existe un unique ¢ : Z — G tel que p(1) = g. On a alors
p(n) = g" pour tout n € Z.

Démonstration.
e Il y a unicité car Z est monogene. Il suffit de fixer ¢(1) qui vaut, par
définition, g.
De plus ce morphisme existe car si on pose g = ¢(1), p(n) = p(n.1) =

p(1)" = g".
e Il y a unicité car si ¢(1) = g, les valeurs de ¢ sur Z sont fixées.
Ce morphisme existe car ¢ : n +— ¢g" est bien un morphisme. ]

THEOREME 2.1 Soit G un groupe et g € G.
e Si g est d’ordre infini alors (g) est isomorphe a Z et

(9)={...9%9 " L9, ¢, . .}

avec g* # ¢’ si i # j.

e Si g est d’ordre fini n, alors (g) = {1,9,9% ...,9" '} avec g* # ¢’ si
(i,7) € [0,n — 1]* avec i # j.
De plus, on a g* =1 ssinlk.

Démonstration. On considere le morphisme :

{Z - G
2 n
n — g

On a Im(¢) = ¢((1)) = (¢(1)) = (9)-

e Si ¢ est injective, ¢ induit un isomorphisme de Z — (g).
On a alors {g) = {¢*,1 € Z}.

e Si p n'est pas injective, Ker(yp) # {0}. Ker(¢) est un sous-groupe de Z
donc il existe n € N* tel que Ker(y) = nZ.
Pour tout k € Z, k = ng+ 1 avec r € [0,n — 1]. On a alors g* =
(9")%" = g" donc (g) = {1,9,...,9"'}.
Sigh=¢g’avec0 <1< j<n—1.
¢"=1et j—i<ndonc g’ € Ker(p) donc n|j — ¢ donc j = 1.
Sigh=1,¢g"=1=¢g" avec r < n donc r = 0 et n|k. n

Exemple 2.3 G =C*, g =¢?
Si 0 = 2 avec 7 irréductible, g est d’ordre n si m est pair et 2n sinon.
Sinon, g est d’ordre infini.
Définition 2.3 Le centre d'un groupe G est Z(G) = {g € G,Vh € G,gh =
hg}.
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2.2. PROPRIETES

Remarque 2.4 G est commutatif ssi G = Z(G) et g € Z(G) ssi Vh €
G,[g,h] = 1.

Proposition 2.6 Soit G un groupe.
e L’ensemble Aut(G) des automorphismes de G est un sous-groupe de
(6(G),).
e Si h € GG, 'application :

G —- G
Op 1
g +—  hgh

est un automorphisme de G dit intérieur.

e L’ensemble des automorphismes intérieurs de G, noté Int(G) est un
sous-groupe distingué de Aut(G).

e Enfin, 'application :

‘. {G —  Int(G)

h Oh

est un morphisme surjectif de noyau Z(G). En particulier, Z(G) est un
sous-groupe distingué de G.

Démonstration.

e Idg est un automorphisme et si ¢ et ¥ sont des automorphismes, ¥ o ¢
et ! en sont. Donc Aut(G) < &(G).

o 04(g91)on(g2) = hgih thgsh™ = hgigoh™! donc o}, est un morphisme
d’inverse o,-1. C’est donc un automorphisme.

o f(mha)(g) = hihag(hiha)™" = ha(hoghy hi' = f(m1)(f(h2)(9)) et
f(1) =1Id donc f est Int(G) < Aut(G).
(poanow )(g) =¢he™(g)h™") = p(h)ge™"(h)) = o,m)(9)-
Donc Int(G) < Aut(G).

e Le point précédent assure que f est un morphisme surjectif (par défi-
nition de Int(G)).
on, = Id ssi pour tout ¢ € G, hgh™! = g ie ssi h € Z(G). Donc
Ker(f) = Z(G) donc Z(G) < Int(G). ]

THEOREME 2.2 Soit G un groupe cyclique d’ordre n fini.
Aut(G) est un groupe abélien d’ordre p(n) ou ¢ est l'indicatrice d’Euler.

Proposition 2.7 Si G est cyclique d’ordre n, Aut(G) est I'ensemble des :

G —- G
Pk - i
g = g

avec k € [1,n] tel que k An =1.
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CHAPITRE 2. MORPHISMES, ISOMORPHISMES

Démonstration.

e Comme G est cyclique, G = (g) avec g € G. i est bien un morphisme
pour tout k € Z.
Soit ¢ : G — G un morphisme. ¢(g) € G donc p(g) = g*.
On a alors ¢(g') = ¢(g9)" = (¢") = ¢" = (¢")* = wi(g’) pour tout i
donc ¢ = .
Donc les seuls morphismes sont les .

o Im(py) = ¢1(G) = (©(9)) = (¢").
Im(ypy) = G ssi lordre de g* vaut n.

Im <n,(¢F)" =1 ssi Im<n,nlkm ssi nAm#1

Par contraposée, I'ordre de g* vaut n ssin Ak = 1.
Donc ¢ € Aut(G) ssi nAk=1.
Il y a donc ¢(n) automorphismes. n
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Chapitre 3

Théoreme de LAGRANGE

Introduction

Définition 3.1 Un ensemble X est une collection d’éléments dans laquelle :
e 'ordre n’a pas d’importance : {1,2} = {2,1}
e les répétitions n’ont pas d’importance : {1,1} = {1}
On note | X| son nombre d’éléments (éventuellement infini).

Définition 3.2 Une relation R dans un ensemble X est une relation d’équi-
valence ssi elle est réflexive, symétrique et transitive.

Une relation R dans un ensemble X est une relation d’ordre ssi elle est
réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 3.3 Une partition d'un ensemble X est un ensemble P de parties
de X telque @ ¢ P, UY=XetYNZ#O=Y="27.
Yep

Il y a une surjection entre toute partition P de X et X (application

15



CHAPITRE 3. THEOREME DE LAGRANGE

quotient) :

X — P
T
r = Y ssi zeY

A chaque relation d’équivalence, on peut associer une partition : X /R =
{Z,z € X}.

De méme, a chaque partition, on peut associer une relation d’équivalence
par Ry ssi Y € P, (x,y) € Y2

On peut aussi associer une surjection a chaque partition et réciproque-
ment.

3.1 Groupes, relations d’équivalence, indice

Définition 3.4 Soit G un groupe et H un sous-groupe. On définit une
relation d’équivalence sur G par g;Rgs ssi dh € H, go = g1h.

La classe de g € G est gH (classe a gauche)

Le quotient se note G/H.

Remarque 3.1 Si on applique ¢ca a GP et HP, on obtient une autre relation
dont les classes sont les classes da droite (Hg).

On note le quotient H\G = {Hg,g € G}.

OnaVge G,gH=Hg ssi G/H=H\G ssi H<G.

Proposition 3.1 Si H < G et g € G alors |gH| = |Hg| = |H].

Démonstration. On montre que :

f'H—>gH
“lh = gh

est bijective.
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3.2. THEOREMES

Elle est surjective par définition. De plus, si ghy = ghs, alors hy = he.
Donc f est bijective. Donc |H| = |gh]. u

Définition 3.5 Si H < G, l'indice de H dans G, noté (G : H), vaut |G/H|

Exemple 3.1
o G/{1} ~G.
o G/G ~{1}.
e Dans Z/nZ, k = {k +nq,q € Z}.

3.2 Théoréemes

Proposition 3.2 Tout sous-groupe d’indice 2 est distingué.

Démonstration. |G/H| = 2 donc G/H = {H,H} = H\G. Donc H est
distingué. [ ]

Exemple 3.2 Dans D, (r) est distingué.

D,/(ry={{1L,r,....7" '} {s,sr,...,sr" '}}

et (r) D, ={{1,...,7" 1} {s,rs,....,r" " ts}}.
THEOREME 3.1 Si H <G, |G|=|H|(G: H).

Démonstration. On a une injection de H dans G et une surjection de GG dans
G/H.

Donc |H| < |G| et |G| > |G/H]|.

On peut supposer |H| et |G/H]| finis. On a alors G/H = {¢1H, ..., gxH}.
les (g;H) ont |H| éléments

OnaG= U kgiH. Comme les (g;H) sont disjoints, |G| = |G/H||H|. =

1<i<

COROLLAIRE 3.1 DE LAGRANGE L’ ordre d’un sous-groupe divise le cardinal
du groupe.

COROLLAIRE 3.2 Tout groupe d’ordre premier p est cyclique et tout élément
différent de 1 en est un générateur.

Démonstration. Soit g € G. L’ordre de (g) divise p donc c’est {1} ou G. m
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CHAPITRE 3. THEOREME DE LAGRANGE
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Chapitre 4

Actions d’un groupe sur un
ensemble

Rappels sur le groupe symétrique

Définition 4.1 Pour tout ensemble X, on note &(X) I'ensemble des bijec-
tions de X.

Remarque 4.1 Si|X|=n, 6(X)~G,.

4.1 Actions de groupes

Définition 4.2 Une action (ou une opération) (& gauche) d'un groupe G
sur un ensemble X est une application :

GxX —» X
I
{(g,x) = g

telle que Vo € X, f(1,2) = x et V(z,g,h) € X xG?, f(gh,z) = f(g, f(h,7)).

Exemple 4.1
e G(X) opere sur X.
e Les isométries opérent sur R2,
o GL(V) opéere sur V pour tout V espace vectoriel sur K.

THEOREME 4.1 Si G opére sur X,

G — 6(X)

QY {X - X
g = 04
r = gx
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CHAPITRE 4. ACTIONS D’'UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

est un morphisme de groupes.
Sip : G — &(X) est un morphisme de groupes, on a une action :

" GxX — X
gz) = el

Démonstration.
e On a oy(x) = (gh)z et o,(on(z)) = 04(hz) = g(hx).
Comme G opere sur X, g(hx) = (gh)z.
De plus, o1(z) = 2. Il faut montrer que o, € &(X).
o, est bijective car o, 0 0,-1 = Id car G opere sur X. Donc ¢ est un

morphisme.
o (gh) -z = @(gh)(z) = (#(g) o p(h))(x) = @(9)(p(h)(x)) = g - (h - )
Donc 9 est une action. ]

Définition 4.3 Une action a droite de G sur X est une action a gauche de
G sur X :

GxX —» X
I
{(g,x) = xg

tel que x1 = x et x(gh) = (zg)h.

Proposition 4.1 Si ¢ : G — H est un morphisme de groupes et X muni
d’une action de H, alors X est muni d’une action de G.

Démonstration. 11 suffit de composer par ¢ un morphisme ¢ : H — &(X)
(théoreme précédent). n

Exemple 4.2
[
o )G = G*
B

transforme une action a droite en une action a gauche.
e Si H < G, toute action de GG sur X induit une action de H sur X car
Iinjection canonique de H dans G est un morphisme.

COROLLAIRE 4.1 §i X est un ensemble fini a n éléments, toute action de
G sur X donne un morphisme G — &,,. (et réciproquement)

Définition 4.4 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On définit,
pour chaque = € X, le stabilisateur de z, noté G,, I'ensemble {g € G, gx =
z} CG.

L’orbite de z, notée G.x = {gx,g € G} C X.
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4.1. ACTIONS DE GROUPES

L’opération est dite transitive s’il existe une unique orbite (ie Vz,y €
X?,3g € G, gr =y).

L’opération est libre si les stabilisateurs sont triviaux (ie V(z, g) € X x G,
gr=x=g=1).
Remarque 4.2 Pour tout x, G, < G.

Proposition 4.2 Les orbites forment une partition de X. Ce sont les classes
d’équivalences de :

TRy ssi y=gx
On notera G\ X l'ensemble quotient (et X/G = G\ X)

Démonstration. * = 1z donc xRx. Si 2Ry, y = gz donc x = g~y donc
yRex.
Si 2Ry et yRz, y = gxr et z = hy donc z = hgx et xRz. [ ]

Définition 4.5 Si G agit sur X et H < G, on dit qu’une partie Y de X est
H-stable ssi HY C Y.

Exemple 4.3
e SiY ={z}, on dit que x est fixe.
e Si H = (g), on dit que Y est g-stable.

Remarque 4.8 Si'Y stable sous H, on obtient une action de H surY donné
par :

[HxYy - Y
I {(h, y = hy
Proposition 4.3 Si G agit sur X, H < G, Y C X, Y est H-stable ssi Y
est une union d’orbites de X sous l'action de H
Proposition 4.4 Si G agit sur X et ¢ : G — &(X) le morphisme associé.
Ker(p) = ﬂ G,

rzeX
Démonstration.

g€ Ker(p) ssi ¢(g)=1d ssi Vee X, gr=z

ssi Vz,ge G, ssi ge (Ga n
rzeX

Définition 4.6 Una action est dite fidele si le morphisme associé est injectif.

Remarque 4.4 Si les stabilisateurs sont triviauz, alors l’action est fidele. La
réciproque est fausse.
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CHAPITRE 4. ACTIONS D’'UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Exemple 4.4 G est Pensemble des isométries du plan, X = R?, X = D,
et Y =P, (polygone régulier & n cotés).

L’action de D,, sur P, est transitive ((r) agit transitivement), pas libre
(s € (Dy)a,) mais fidele (pour n > 3) (une isométrie est affine et si elle fixe
trois points non alignés de R?, elle est égale a Id).

En particulier D3 ~ G3.

4.2 Opérations par translation

Définition 4.7 Pour tout groupe G, sa loi - est une action de G sur G a
droite et a gauche. De plus G\G = G/G = {1}.

Si H<G,-:Gx H— G est un action a droite de H sur G.

Les orbites par l'action a droite de H sur G sont les classes a gauche gH.

Proposition 4.5 Soit H < G.
On a une action de G a gauche sur G/H donnée par :

[GxG/H - G/H
"\ (g.9H) +— ggH

Remarque 4.5 Si (G : H) est fini, on obtient un morphisme G — & ..

11
|H| =2 donc (G : H) = 3 et on obtient G — S3. L’action est fidele donc
G ~ 63.
THEOREME 4.2 CAYLEY Tout groupe fini est isomorphe d un sous-groupe
d’un groupe symétrique.

Exemple 4.5 G = GLy(Z/2Z > H = <<1 0>>

Démonstration. G agit a gauche sur GG donc on a un morphisme ¢ de G —
S(G). Or 6(G) ~ G

Ce morphisme est fidele donc G est isomorphe a Im(yp) < &(G) donc
isomorphe a un sous-groupe de S,,. ]

4.3 Opérations par conjugaison

Définition 4.8 G agit sur G par conjugaison (& gauche) par :

£ GxGE = G
" l(g,h) —  ghg!
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4.3. OPERATIONS PAR CONJUGAISON

Définition 4.9 La classe de h sous I'action par conjugaison de G est appelée
classe de conjugaison de h. Le stabilisateur de h est appelé centralisateur :
Zg(h) ={g € G,gh = hg}.
Exemple 4.6 D, = (r,s).

ripiy=t = i (ris)risr=" = r= ri(ris)r= = rit%gs et (ris)(ris)sr—t =
r2i=ig,

Donc les classes de conjugaison sont :

e pour n impair :

1 n+1

(), {r, 7Y, T e Y s, s, s}
® pOouUr n pair :
(3, {2}, {1 o e e Y {s r2s, . ras) {rs, L2t Ls)
Donc Z(D,,) = {1} si n impair et {1,72} si n pair.
De plus, Zp, (r) = (r),. ..
Proposition 4.6 Soit G un groupe. Aut(G) agit sur les sous-groupes H de
Gpar p-H = p(H).
Remarque 4.6
e H1G ssi Int(G) C Stabawye) (H)
En effet, Int(G) C Stabauyc)(H) ssiVg € G,gHg™ ' =H ssi H<G.
e K< H<G# K<G en général.

Définition 4.10 Un sous-groupe H d’un groupe G est dit caractéristique
ssi son stabilisateur sous I'action de Aut(G) est Aut(G).

Remarque 4.7 H < G caractéristique = H < G.

Exemple 4.7
e D(G) est caractéristique.

allg. b)) = a(ghg™'h™") = a(g)a(h)a(g) " a(h) ™ = [a(g), a(h)]
D(G) = (X) avee X = {[g, H],g.h € G?}.
a(D(G)) = (a(X)) C (X) = D(G).
De méme, a~'(D(G)) C D(G) donc a(D(G)) = D(G).

o 7(@) est caractéristique.

a(g)h = a(ga™ (h)) = a(a™ (h)g) = ha(g)
Proposition 4.7 Soient G un groupe et K << H < G.

Si K est caractéristique dans H, K < G.
Si, de plus, H est caractéristique, K est caractéristique dans G.
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CHAPITRE 4. ACTIONS D’'UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE

Démonstration. Soit a € Aut(G) intérieur.

a(H) = H car H < G. Donc « induit o/ sur H.

Comme K est caractéristique dans H, o/ (K) = K. Or o(K) = o/(K).
Donc a(K) = K. Donc K < G.

Soit @ € Aut(G) caractéristique.

a(H) = H car H < G. Donc « induit o/ sur H.

Comme K est caractéristique dans H, o/(K) = K. Or a(K) = o/(K).
Donc a(K) = K. Donc K est caractéristique dans G. n

Remarque 4.8
A . L y R .
e o' n’est pas un automorphisme intérieur de H en général, méme si «
est intérieur sur G.
e Par composition avec

G — Aut(G)
O : G —- G
g = 0y .
h +—  ghg

G agit sur ses sous-groupes par conjugaison.

Définition 4.11 Le normalisateur Ng(H) est le stabilisateur de H sous
I’action de G par conjugaison.
Na(H) ={g€ G gHg™" = H}

Remarque 4.9 Ng(H) est le plus grand sous-groupe de G dans lequel H est
distingué.
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Chapitre 5

Groupes symétriques

5.1 Groupe des permutations

Définition 5.1 On note G, le groupe symétrique ie ’ensemble des permu-
tations de [1,n]"l.

Proposition 5.1 Card(&,,) = nl.

Notation :
o€ G, sécrit :

Exemple 5.1
oo (12 3>etp_<1 2 3)
2 31 31 2/
Onaop=1d=
co_ (! 23 tp:<123)
2 1 3 31 2)

_123#123_
9P=\3 92 9 13 2] P

Remarque 5.1 &3 n’est pas commutatif.

S, agit naturellement sur [[1,n].

Les permutations qui fixzent [m+1,n] forment un sous-groupe isomorphe
a6,,.

Donc G,, n’est pas abélien pour n > 3.
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CHAPITRE 5. GROUPES SYMETRIQUES

5.2 Cycles et support

Définition 5.2 Le support de o € &,,, noté supp(o), est le complémentaire
de I'ensemble des points fixes de o.

Proposition 5.2 Soient 0,p € &,,.

supp(op) C supp(o) Usupp(p) avec égalité ssi supp(o) N supp(p) = 2.
Dans ce cas, on a op = po.

Démonstration.

e Sii ¢ supp(G) et i ¢ supp(p), alors (op)(i) = o(p(i)) = o(i) = i.
Donc i ¢ supp(op).

e Suppsons supp(c) No(p) = @. Soit ¢ € supp(o).
(0p)(i) = o (i) car i € supp(o) C supp(p)*.
De méme, si i € supp(p), p(i) € supp(p) C supp(o)®. Donc (op)(i) =
p(2).
Si i ¢ supp(o) et ¢ ¢ supp(p) alors (op)(i) = o (i) = i.
Les résultats en découlent. |

Définition 5.3 Soient (i1,...,4; € [1,n‘] distincts avec [ > 2. Alors, le
l-cycle (iy,...,4;) est la permutation de &,, de support {iy,...,7} telle que
o(iy) = ig, o(iz) =13, ..., o(i;) = 11.

[ est la longueur du cycle.

Exemple 5.2

(142):(}1 L 3):(421);&(124)

Remarque 5.2 Le support d’un cycle est l'unique orbite non triviale sous
laction du cycle.

Définition 5.4 Si G agit sur X et g € G, on appelle action de g sur X
l'action de (g) sur X.

Remarque 5.3 Un l-cycle est d’ordre .

THEOREME 5.1 Toute permutation s’écrit de maniére unique comme pro-
duit de cycles a support disjoints.

Démonstration.

P
! Supposons o = 71 ...7,. On a supp(c) = U supp(7;) qui forment une
i=1
partition de supp(o).
Donc 7;(i) = o(i)si i € supp(~;) et ¢ sinon.
D’ot I'unicité (car supp(y;) est une orbite sous l'action de o.
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5.2. CYCLES ET SUPPORT

p
3 On écrit supp(o) = | JX; avec (X;); formant la partition de supp(o)

associée a l'action deZC} .

Soit X une orbite de supp(G) sous l'action de o et i € X.

Soit [ le plus petit entier tel que ¢!(i) = i. Par division euclidienne, on
peut montrer que Card(X) =1 et X = {i,0(i),...,c'71(i)}.

On pose v = (i,0(i), ..., 0! 1 (x)). v et o agissent de la méme maniére
sur X.
On le fait pour chaque orbite X; qui nous donne un «;. On a alors
o= u
Exemple 5.3
1 23 456
<2 4 5 1 3 6) = (124)(35)

Définition 5.5 Si (X;)icpip) est la partition de [1,n] sous o € &,, avec
Lh>2l>...21,( =Card(X;)), on dit que [l1,...,l,] est le type de o.

Remarque 5.4 On a alors o = 7, ..., avec 7; des cycles de longueur [; pour
i tel que l; # 1.

Exemple 5.4 (124) € &, est de type [3,1].
Proposition 5.3 Si o est de type [l1,...,l,], alors Or(o) = ;.

Démonstration. On a 0 = v ...7, avec 7; de longueur [;.

of =1d ssi Vi, o"(i) =i
ssi Vi, j, v (i) =i
ssi Vg, fy;? =1Id
Donc Or(o) = V Or(y,). n
1<i<r
Proposition 5.4 Deux permutations sont conjuguées ssi elles ont méme
type.
Démonstration.

Lemme 5.1.1
Wiy, ..., i) w = (w(iy),...,w()) =7
————

v

Démonstration. (wyw ') (w(ij)) = w(ijs1) et (wyw ) (w(i)) = wliy).
Si j € w(supp(v)) alors (wyw™)(j) = 7'(j)-

PIERRON Théo Page 27 Tous droits réservés



CHAPITRE 5. GROUPES SYMETRIQUES

Sinon, w™(j) ¢ supp(7). On a alors y(w™(j)) = w™(j) et (wyw™)(j) =

J="0) m
Sioce&,eto=nv...7 sadécomposition.
wow ! = (wyw™) ... (wyw™) qui sont disjoints donc le type de o est
celui de wow™".
Réciproquement, si o et p sont de type [l1,...,[].

Notons (Xi,...,X,) les orbites de o et (Y7,...,Y,) ceux de p.

On a donc |X;| = |Y;| = [;. Pour chaque j, soit i; € X; et k; € Y on
définit w par w(o'(i;)) = p'(k;) pour t € [1,1;].

On vérifie que wow™! = p. n

Exemple 5.5 Dans G4, il y a 4 types possibles :

types nombre de permutations
1,1,1,1] 1
2,1,1] 6
2, 2] 3
3, 1] 8
[4] 6

5.3 Générateurs et signature

Proposition 5.5 &, est engendré par les transpositions.

Démonstration. Tout cycle est un produit de transpositions : (iy,...,%)
(11,19) ... (41_1,7;) et les cycles engendrent &,,.

Remarque 5.5 Autre démonstration : par récurrence, n = 1 débile.
Sio(n) =n, o € &,_1 donc Uhypothése de récurrence conclut. Si o(n) =

k #mn, p= (k,n)o vérifie p(n) = n et le cas précédent conclut a o = (k,n)p =
ptl

P
(k,m)[I7 = [I7
i=1 i=1

Proposition 5.6 &, est engendré par les {(114),i € [1,n]}.

Démonstration. Pour tout , 7, (ij) = (17)(1:)(17). D’ou le résultat. n

Définition 5.6 On note &, l'ensemble des paires d’éléments de [1,n].
Si o € &,, on pose :

()= 1 WOy 2D=0b)
Gjyer, 7 I<icj<n L]

Remarque 5.6
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5.4. GROUPE ALTERNE

o {i,j} = {j,i} et {i,i} ¢ P, alors que (i,j) # (j,i) et (i,7) est un
couple.

o P, est muni d’une action de &,, par o({i,j}) ={0o(i),0(j)}.

e Par conséquent, on a :

[1o(i) = o(j) Card{(i,7),i < j et o(i) > o(j)}
e(0) = ———— — = (-1) wombre d'mversions
II o()—0o0)
o(i)<o(j)
et €(6,) = {1, —1}.
o c(k,l)=—1.

Proposition 5.7
e c: 6, — {—1,1} est un morphisme de groupes.
e Si 0 est produit d'un nombre pair de transpositions, (o) = 1 et —1
sinon.
® Si ..., est la décomposition de o en l;-cycles a support disjoints,
P

(o) = [I(-1)" .

Démonstmtw;.
e Ona:
o) = I a(p(i) - a(p(4))
{i,j}€ 2 L=
_ o(p())) —a(p(y)) p(i) — p(j)
- 11 U(l)z' :;f(]) < TI p(@i:;(ﬂ)
{i.j}en {i,§}€Pn

= e(a)e(p)

e Clair par le point précédent et la remarque ci-dessus.
e Clair par les points précédents et par la décomposition de tout cycle
en produit de transpositions : (i, ...,4) = (i1,42) ... (4-1, 7). u

5.4 Groupe alterné

5.4.1 Définition

Définition 5.7 Le noyau de la sigmature € : &,, — {1, —1} est le groupe
alterné 2,,.
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CHAPITRE 5. GROUPES SYMETRIQUES

Proposition 5.8 2, <&, et Card(2,,) = %'

Démonstration. &, = A, U (12)2, donc Card(2,) = 2. u

Exemple 5.6
o 2y = {1}.
o 2A; = {Id, (132),(123)}.

Ay = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123),
(132), (124), (142), (234), (243), (134), (143)}

5.4.2 Sous-groupes

Ordre Sous-groupe
1 {1}
2 | ((12)(34)), ((13)(24)), {(14)(23))
3 | {((123)), ((124)), ((234)), ((134))
4 | {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} '
6 Il n’y en a pas
12 {1}

Proposition 5.9 2, est engendré par les 3-cycles, et aussi par les cycles
de la forme (14 j).

Démonstration. On sait que (1ij) = (17)(14) et que les {(14)(1J), (¢,7) €
[1,n]?} engendrent 2L,,. ]
5.5 Simplicité

Définition 5.8 Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes distin-
gués sont {1} et G.

Exemple 5.7
e 7/pZ avec p premier est simple.
e 7/AZ n’est pas simple.
e G,, D, et 24 ne sont pas simples.

THEOREME 5.2 Pour tout n > 5, 2, est simple.

Démonstration. Soit N un sous-groupe distingué de 2, tel que N # 2,,.

P1ERRON Théo Page 30 Tous droits réservés



5.5. SIMPLICITE

e Supposons que N contienne un cycle de la forme (i j k) = o.
Si o/ = (i’ j/ k') est un 3-cycle, il existe p € &,, tel que o’ = pop~!
ils ont méme type.
SipeA,, o € N donc N contient tout les 3-cycles donc N = 2, donc
contradiction.
Sinon, p ¢ 2A,,, on remplace p par p(Im) € A, avec i, j, k, [, m distincts
(possible car n > 5). Dot une contradiction par le cas précédent.
Donc il n’y a pas de cycles d’ordre 3 dans N.

e Soit 0 € N qui sécrit 0 = (i1 ...4p)Y2...m avec p > 4.
On conjugue avec (iy,1a,1i3) € Ay, et on a o' = (igiziy... Ip) V2. .. Ym €

N.
Donc, comme N est un groupe, o’c™! = (iyigi1) € N. Dot la contra-
diction.
Donc tous les cycles dans la décomposition de o € N sont de longueur
2 ou 3.

e Si o est de type [3,2,...,2], 02 est de type [3,1, ..., 1] donc contradic-
tion.
Il reste donc les permutations associées aux types [3,...,3] et [1,...,1].

e Type [3,...,3] : soit o = (41 1223)(d} i595) 73 . .. Yp.
On conjugue avec (i} t,i3) et on a o' = (iyi24))(i5375)7s...7, et on
obtient un cycle a plus de quatre éléments dans oo’. D’oul une contra-
diction.

e Type [2,...,2] : 0 = (i142)(izi4)
On conjugue avec (i1i5is) et on trouve o
(i915141), d’ott une contradiction.

o Cas ot 0 = (i1 42)(i314)(i5 %) V4 - - - Yim-
On conjugue avec (i5i4)(i372) et on a o' = (i1 i3)(ix )(24 i6)Y4 - - - Ym €L

o'oc = (i1 i5144) ... d’ott une contradiction. OUF u

' = (Z5Z1)(Z3Z4) et oo =

Proposition 5.10

e Les groupes commutatifs simples sont les groupes cycliques d’ordre p
avec p premier.

e Il n’y a aucun groupe simple non abélien a moins de 60 éléments.

e A isomorphisme pres, il n’y a qu'un seul groupe simple de cardinal
compris entre 60 et 360 : c’est PSLy(Z/TZL) = SLo(Z])TZ) ] pe(Z]TZ)
avec po(Z)T2) = {a € Z)TZ,a* = 1}.7

e Le premier groupe de Mathieu (7920 éléments) noté M; est :

((1234567891011),(37118)(41056)) C &y

est simple.
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CHAPITRE 5. GROUPES SYMETRIQUES

Exemple 5.8 En notant PSL,(q) = PSL,(Z/qZ), on a

PSLy(7) ~ PSL3(2) et Ag ~ PSLy(9)
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Chapitre 6

Groupes quotients

Proposition 6.1
H<G ssi G/H=H\G
ssi Vge G,gH = Hyg
ssi  H stable sous Int(G)

ssi  H est réunion de classes de GG

THEOREME 6.1 Soit H < G.
H<G ssiil existe une structure de groupe sur G/ H telle que lapplication :

G — G/H
T
g — gH

soit un morphisme de groupe. Celle-ci est alors unique et w est un morphisme
surjectif de noyau H.

Démonstration.
< Si G/H est muni d’une structure de groupe telle que 7 soit un mor-
phisme. On aura alors

gH - g'H = 7(g)n(g') = m(99") = 99'H
D’ou l'unicité. La surjectivité est connue. De plus,
g€ Ker(m) ssi w(g)=H ssi gH=H ssi ge H

Donc H = Ker(w) donc est distingué.

= Si H<G,gHg'H = gg'H car ¢ H = Hg'.
Donc (gH, g'H) — gg'H est bien définie et fait de G/H un groupe. De
plus, 7 est bien un morphisme. [ ]
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CHAPITRE 6. GROUPES QUOTIENTS

Définition 6.1 Si H <G et g€ G,onnoteg=g" =gH = Hg.
Exemple 6.1

o A, <16, et 6,/A, ={A,, (12)A,}.

L V4<1%4€tV4<64.

m4/‘/4 = {Tvmv 1 2}

S4/Vy = {1, (123), (132), (12), (14), (13)}

COROLLAIRE 6.1 Un sous-groupe est distingué ssi c’est le noyau d’un mor-
phisme.

THEOREME 6.2 Soit G un groupe.
o G =G/D(G) est un groupe abélien.
o Soit H<G. D(G)CH ssi H<G et G/H abélien.

Démonstration. Le deuxiéme point implique le premier donc on montre le
deuxieme.
< On suppose H <<G et on note 7 : g — g.

lg,h] = [g,h] car 7 est un morphisme. Donc [g,h] € H ssi [g,h] =
0 ssi [g,h] =0.
Donc D(G) C H ssi V(g,h),[g,h] =0 ssi G/H abélien.
= Il reste a montrer que D(G) C H ssi H < G.
Soit (g,h) € G x H. [g,h] € D(G) c H donc ghg~'h € H donc

ghg™ € H. [ ]

THEOREME 6.3 (PROPRIETE UNIVERSELLE DU QUOTIENT) Soit ¢ : G —
G’ un morphisme et H < G. H C Ker(yp) ssi il existe un morphisme @ :
G/H — G’ tel que p =P o,

Remarque 6.1
e U est l'unique morphisme vérifiant cette propriété.
e On écrit :

G/H
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o Ker(p) = Ker(p)/H.
e U est injective ssi H = Ker(yp).
e H< K <G et HAG impligue H <1 K.

Démonstration.
< Soit h € H.
¢o(h) =3(h) =%(1) = 1 donc h € Ker(p). Donc H C Ker(yp).
= On définit 3(g) = ¢(g).
Il faut montrer que c’est bien défini. Sig = ¢/, g7'¢’ € H C Ker(p)

donc ¢(g) = ¢(¢').
Le reste est vraie par définition. [ ]

THEOREME 6.4 Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.

v {G/Ker(gp) —  Im(yp)
g = o(g)

est un isomorphisme et c’est le seul.

Démonstration. ¢ est a valeurs dans Im(y) donc on a un morphisme surjectif
G — Im(g). Son noyau est Ker(yp) donc il existe un morphisme injectif de
G/ Ker(p) — Im(G) qui reste surjectif. u

COROLLAIRE 6.2 Tout groupe cyclique est isomorphe d un Z/nZ.

Exemple 6.2
o G/Z(G) ~Int(G) car

G — Aut(G)
@ : G — G
g = 04 .
h +—  ghg

a pour noyau Z(G) et pour image Int(G).
e GL,(C)/SL,(C) ~ C*. (considérer det)
e G, /U, ~ {+£1} (considérer ¢)

THEOREME 6.5 Soit K < H < G avec K <G et H<G.

(G/K)/(H/K) ~G/H

Démonstration. 11 suffit de considérer le graphe suivant :
]
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CHAPITRE 6. GROUPES QUOTIENTS

G/K G/H

TH

TH/K

(G/K)/(H/K)

Définition 6.2 Soit X un ensemble et M(XUX 1) I'ensemble des mots sur
X. On définit une relation d’équivalence ~ sur cet ensemble en contractant
les produits zz~! et 7 12.

On note .7 (X) = M(X U X 1)/ ~ le quotient. .#(X) est le groupe libre
sur X

Proposition 6.2 C’est un groupe.

Proposition 6.3 Soit G un groupe, Y C GG et X en ensemble quelconque.
Pour tout f : X — Y, il existe un unique morphisme ¢ : #(X) — G tel
que ¢(x) = f(z) pour tout x € X.
Si f est surjective et G = (Y'), ¢ est surjective.
Remarque 6.2 Si ¢ est surjective, G ~ .F(X)/ Ker(p).

Exemple 6.3 Pour X = {z,y}, R= (,2", 9 zyry), F(X)/R ~ D,,.
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Chapitre 7

Formule des classes

Proposition 7.1 Si G agit sur X, pour tout x € X,
)G/G, — Gx
oG o oge
est une bijection.

Démonstration. La surjectivité est claire.
Soit g,q¢' € G.

gr=gz ssi x=¢g gz ssi g g €G, ssi ¢G,=gG,
D’ou l'injectivité et la bonne définition. [ ]

Remarque 7.1 Six et x' sont dans la méme orbite, leurs stabilisateurs sont
conjugués et |G| = |Gyl
En effet, si ' = gx, on a :

heGy ssi ha' =2 ssi hgr=gr ssi g lhgr==x
ssi g 'hg€e G, ssi h€gGug!

COROLLAIRE 7.1 |G| = |Gz||Gy|

Démonstration. Clair par le théoreme avant Lagrange et par la proposition
précédente. [ ]

Exemple 7.1 Quels sont les groupes finis avec exactement deux classes de
conjugaison ?

Soit G' un tel groupe.

La classe de 1 est {1} donc l'autre classe est G\ {1}. Donc |G| — 1 divise
|G| et donc |G| = 2.

37



CHAPITRE 7. FORMULE DES CLASSES

COROLLAIRE 7.2 (FORMULE DES CLASSES) Soit G fini agissant sur X et

(x1,...,2,) € X un élément dans chaque orbite.
G
Onal|X|= Z |‘Gx|

Démonstration. On a X = | JGz; qui est disjointe donc |X| = Y |G| =
i=1 =

Z Y G par la proposition. [ ]

Définition 7.1 On note X¢ = {x € X,Vg € G, gz = z}, X9 = X9 =
{z € X, gz = 2} et G\X l'ensemble des orbites sous 'action de G.

RS

|G

Proposition 7.2 Ona [G\X| =) —-

geG

Démonstration. On a :

> |X9 = Card({(g,2) € G x X, gz = z})

geG

zeX

:zr: Z |G|

i=lzeGx;

=D _|G. | |Gl
i=1

=2 IG|
i=1

= |G]lG\X]

Définition 7.2 Soit p premier. Un p-groupe fini est un groupe dont 'ordre
est une puissance de p.

Remarque 7.2 Tout groupe abélien fini est somme de p-groupes abéliens finis.

Proposition 7.3 Si un p-groupe fini agit sur un ensemble X, | X¢| = |X]|
mod p.

Démonstration. On a par la formule des classes :

r

| X = ZIG%I— Z Gzl + > |G| = Z |Gy = 1X°]

=1
\Gzl\ 1 p divise |Gz, | \Gzl\ 1
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THEOREME 7.1 DE CAUCHY Si G est un groupe fini d’ordre n et p premier
divisant n alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Démonstration. On fait agir &, sur G? par

(0,(91,- - 9)) ¥ (9o(), - - -+ Go(n))

On se limite au sous-groupe () € &, avec v = (123...p).

Posons X = {(¢g1,....9,) € G, ¢1...9, =1} C GP.

X est stable sous 'action de (7).

On a de plus |(y)| = p et | X| = |G|P~! = nP~ L.

Donc, comme p|n, p||X| donc p||X7| car | X7| = |X| mod p.

Donc, comme X7 # & (contient (11...1)), il existe (¢1,...,9,) € X”
avec au moins un des g; différent de 1.

On a donc (g2,93,---,9p,61) = (91,---,9p) donc g1 = go = ... = g.
Donc (g1,...,91) € X donc ¢ = 1. [

Proposition 7.4
e Le centre d'un p-groupe fini non trivial est non trivial.
e Si G est un p-groupe fini simple, |G| =1 ou |G| = p.

Démonstration.
e On fait agir G sur lui-mém par conjugaison.
On a |Z(G)| = |G| mod p.
Si Z(G) ={1}, |G| =1 mod p. Comme p||G|, |G| =1 donc G = {1}.
e On a Z(G) < G. Si G est simple, on a Z(G) =G ou Z(G) = 1.
Si Z(G) = G, G est abélien. Si G # {1}, comme G est un p-groupe,
p||G| donc il existe un élément g d’ordre p.
Alors (g) < G. Donc G = (g) et |G| = p.
Si Z(G) = {1}, G = {1} par le point précédent. n

Proposition 7.5 Un groupe d’ordre p? est abélien.

Remarque 7.3 Les groupes d’ordre p aussi.

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre p* et g € G.

Sige Z(G), Za(g) = G.

Sinon, g € Za(g) et Z(G) C Zg(g) done |Zg(g)| > p car Z(G) est non
trivial.

Or | Za(9)||p* donc Zg(g) = G.

Donc Z5(g) = G pour tout g € G, ce qui conclut. [

Proposition 7.6 Soit GG est un p-groupe et H < G.
Si J # G alors H # Ng(H).
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CHAPITRE 7. FORMULE DES CLASSES

Démonstration. On suppose qu’il existe un p-groupe G fini et un sous-group
H de G avec H # G et Nq(H) = H.

On prend G tel que |G| minimal.

Ona Z(G)C Ng(H)=H.

On pose G' =G/Z(G) et H = H/Z(G).

H' est un sous-groupe de G', H' # G’ et |G'| < |G| car Z(G) # {1}.

De plus, Ne/(H') = Ng(H)/Z(G) = H/Z(G) = H'. D’ou la contradic-
tion. [ ]

P1ERRON Théo Page 40 Tous droits réservés



Chapitre 8

Produits directs et semi-directs

8.1 Produit direct

8.1.1 Définitions

THEOREME 8.1 Si H et K sont deux groupes, il existe une unique structure
de groupe sur H x K telle que les projections soient des morphismes.

Démonstration. Unicité : Clair
Existence : le premier truc qui vous passe par la téte marche! [ ]

Définition 8.1 H x K est le produit direct de H et K.

8.1.2 Propriétés

Proposition 8.1 (universelle) Etant donnés deux morphismes de groupes
p:G— Hety: G — K, il existe un unique morphisme 6 : G — H x K
qui redonne ¢ et ¥ apres composition avec les projections.

Démonstration. 1l suffit de considérer : ]

Exemple 8.1 D’ou le théoreéme chinois : Z/nZ x Z/mZ ~ Z/mnZ.

Remarque 8.1 On peut définir HGi de la méme facon. Il est abélien si les
i€l
G; le sont.
THEOREME 8.2 Soient H et K deuz sous-groupes d’un groupe G.
e 5i K C Ng(H), alors HK est un sous-groupe de G et HK = KH.
e Si HN K = {1}, lapplication (h, k) — hk est injective.

1. encore faudrait-il que quelque chose passe. . .
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CHAPITRE 8. PRODUITS DIRECTS ET SEMI-DIRECTS

N
Z|nZ x L]mZ

Z/nZ
P2

Z/mZ

e SiH C Ng(K), K C No(H) et HNG = {1}, alors (h,k) — hk est un
morphisme qui induit un isomorphisme de H x K — HK . (considérer
les commutateurs)

Démonstration. Clair n

Exemple 8.2 K = ((12)), H=23 ¢t G = G;.
HNK={1}, HiGet HK = G. Mais H ¢ Ng(K) car

1 (123)(12)(132) = (13) # (12)

Et ¢a marche pas : (0,7) — o7 n’est pas un morphisme. Seulement une
bijection.

8.1.3 Applications

COROLLAIRE 8.1 Tout groupe d’ordre 4 est isomorphe a Z/4Z ou bien d
(Zp/2Z)*.

Démonstration. Tout groupe d’ordre 4 est d’ordre p? avec p = 2 donc il est
abélien.
Si G est cyclique, alors G ~ Z/47Z.
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8.2. PRODUIT SEMI-DIRECT

Sinon, tous les éléments sont d’ordre 1 ou 2. Donc il y a trois éléments
d’ordre 2 : g, h et k.

On a (g) N (h) = {1} donc G =~ (g) x (h) ~ (Z/27Z)*. n

Proposition 8.2 Si G est un sous-groupe d’ordre 6 alors G ~ Z/6Z ou
G~ 63.

Démonstration. Par Cauchy, il existe un élément d’ordre 2 qui engendre H
et un élément d’ordre 3 qui engendre K.

On a K <G car il est d’indice 2. On a bien sur HNK = {1} par Lagrange.

SiH<G, G~HXxK ~7Z/27 X 7/37 ~ 7]6Z.

Sinon, il y a trois éléments d’ordre 2. G agit par cojugaison sur les groupes
engendrés par ces trois éléments.

On a donc un morphisme ¢ de G — &3. Montrons que Ker(yp) = {1}.
On aura alors ¢ bijectif.

OrKer(p)= () Nelg)= () (9)={1} n

ordre(g)=2 ordre(g)=2

Remarque 8.2 Le nombre de conjugués d’un sous-groupe H dans un groupe
G divise (G : H). En effet, c’est le nombre d’orbites de H sous l'action par
conjugaison de G ie (G : Ng(H)) par la formule des classes.

8.2 Produit semi-direct

8.2.1 Définitions

THEOREME 8.3 Soient Q et N deux groupes et ¢ : Q — Aut(N) un mor-
phisme.

La formule (ny,q1)(n2, q2) = (n1p(q1)(n1), q1qe) définit une structure de
groupe sur N x Q.

Définition 8.2 Le groupe obtenu, noté N x, () est le produit semi-direct
de N par @ le long de ¢.

Remarque 8.3  On aura un morphisme surjectif N x, Q) — @ dont le noyau
est N.

Démonstration. On a (1,1)(n,q) = (p(1)(n),q) = (n,q) et (n,q)(1,1) =
(ne(q)(1),q) = (n,q).

(n,q)(n',q¢') = (1,1) ssi ¢ =q 'etn =¢(qg")(n").

’associativité marche aussi. ]
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CHAPITRE 8. PRODUITS DIRECTS ET SEMI-DIRECTS

THEOREME 8.4 Soient N et Q deux sous-groupes de G avec N < G et

NN ={1}.
NQ est un sous-groupe de G et lapplication :

" Nx,Q — G
(n,q) = ng

1

avec p(q)(n) = gng~" induit un isomorphisme avec NQ.

Démonstration. On a NQ < G et N x, () — G est injective.
©(q) est un automorphisme de N car N < G et que ¢ — ¢(q) est un
morphisme.

De plus, (n1,q1)(n2, g2) = nlqlnzfﬁlqlqz = n10(q1)(n2)q. u

Exemple 8.3
o 7/37 x7/27.
0 Z)27Z — Aut(Z/37Z) ~ .
Si @ est trivial, ¢a fait le produit direct des deux ie Z/6Z.
Sinon, ¢a fait D3 car ¢(0) = Id et p(1)(1) = 2 et p(1)(2) = 1 et on
peut faire correspondre r a (1,0) et s a (0,1).
o 7/27. % 7/3Z
Le seul morphisme ¢ est le morphisme trivial donc ¢a fait Z/6Z.
Remarque 8.4 Si NQ =G et G fini, on a N x,Q ~ G et |[N||Q| = |G|
THEOREME 8.5 Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes et N = Ker(¢p).
e SiK <G, o' (p(K))=NK=KN.
o SiK' <G, p(p ' (K") = K'NnIm(p).
o ¢ et o~ induisent des bijections réciproques entre l’ensemble des sous-
groupes de G contenant Ker(p) et les sous-groupes de Im(¢p).
o Lorsque ¢ est surjective, cette bijection préserve les sous-groupes dis-
tingués.
Remarque 8.5 K QG % ¢(K) <G en général. Par ezemple, K = ((12)),
G=K,G =63 et p=1d.

Démonstration.
e On a:

g€ (p(K)) ssi p(g) € p(K)
ssi Jh € K, p(g) = ¢(h)
ssi dhe K, p(gh™) =1
ssi dhe K,gh™t e N
ssi ge NK
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8.2. PRODUIT SEMI-DIRECT

De méme pour K N.
e Ona:

g €l (K") ssi 3gep (K¢ =0l
ssi 3¢’ € K'NIm(yp)

e Si N C K, alors p ! (p(K)) = NK = K.
Si K <Im(p), p(¢ ' (K")) = K'NIm(yp) = K'.
e Si K/ <G’ on regarde @ = ¢ o 7 avec 7 la surjection canonique de G’
dans G'/H'.
geKer(p) ssi p(g)=0 ssi p(g) € K' ssi ge o (K.
Donc ¢ }(K’) = Ker(p) < G.
Si K <G et @ surjective, p(K) < G'.
Soit h € K et ¢’ € G'. Comme ¢ est surjectif, ¢’ = ¢(g) avec g € G.
On a g'p(h)g~" = ¢(ghg™") € p(K). m

Remarque 8.6 Quels sont les sous-groupes de Z /107 ?
Ce sont ceux de Z qui contiennent 10Z ie pZ avec p € {1,2,5,10}.
Donc les sous-groupes en question sont {0}, Z/10Z, 27./10Z et 5Z/10Z.

COROLLAIRE 8.2 Soit G un groupe cyclique d’ordre n et d un diviseur de
n. Il existe un unique sous-groupe de G cyclique d’ordre d.

Démonstration. Le probleme est stable par isomorphisme donc on peut sup-
poser G = Z/nZ. On a n = md.
Dans Z/nZ, les sous-groupes d’ordre d sont exactement ceux d’indice m.
Ce sont les sous-groupes d’indice m de Z contenant nZ.
Or il y en n’a qu’un seul : mZ. Ce qui conclut. [ ]

THEOREME 8.6 (DEUXIEME THEOREME D’ISOMORPHISME) Soient H et K
deuz sous-groupes de G tels que K C Ng(H).

Ona HK/H ~ K/(KNH).

Démonstration. On a K C Ng(H) et H C Ng(H) donc HK C Ng(H) car
N¢(H) est un groupe.

Donc H < HK.

Notons 7 la surjection canonique de HK — HK/H. Posons ¢ : K —
HK/H Tinjection canonique de K dans HK composée avec 7.

On a ¢ surjective de noyau H N K donc K/(HNK) ~ HK/K. n

COROLLAIRE 8.3 Si G est de plus fini, | HK||H N K| = |H||K]|.
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CHAPITRE 8. PRODUITS DIRECTS ET SEMI-DIRECTS

8.3 Suites exactes

Définition 8.3 On appelle suite exacte une suite de morphismes ¢; tels
que Ker(yp;) = Im(gp;_1).

On dit qu’elle est courte ssi il existe ¢ tel que ¢; est injective et ;1 est
surjective.

Exemple 8.4 1 — Ker(p) - G — Im(p) — 1.
1—)G1—)G1XG2—>G2—>1
SiG=Nx,0Q,1 =N —=G— (@ —1en est une.

Définition 8.4 On appelle scindage d’une suite exacte courte un mor-
phisme o tel que o o = Id avec m un morphisme surjectif de la suite.

Proposition 8.3 G est un produit semi direct ssi il existe un scindage.

Exemple 8.5
e (Js # D, car Qg n’est pas un produit semi-direct (tout sous-groupe non
trivial de Qs contient le centre {£1}) alors que Dy si, c’est (r)(s).
o ‘/4<]64, 63<64 et V4ﬂG4:{Id}
De plus |V4]|G3| = |Gy] et 64 =V x &3 = V,6;.
Et 64/‘/;1 = ‘/;163/‘/4 ~ 63/(63 N ‘/4) ~ 63/{1} ~ 63.
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Chapitre 9

Théoremes de SYLOW

Définition 9.1 Soit G’ un groupe fini et p un nombre premier. Un p-Sylow
de G est un p-sous-groupe maximal pour I'inclusion.

Proposition 9.1 D < G est un p-Sylow ssi D est un p-groupe et si D <
H < G avec H un p-groupe, alors D = H.

Proposition 9.2 Soit G un groupe et p premier.

L’intersection de tous les p-Sylow de G est caractéristique.

Si N est un p-sous-groupe distingué de G alors N est inclus dans cette
intersection.

Démonstration. Si P est un p-Sylow de G et ¢ : G — G un automorphisme,
alors o(P) est un p-Sylow de G.

On a donc, pour o € Aut(G), o ( N P) = () o(P)C ()] Petil
p-Sylow p-Sylow p-Sylow
y a égalité car les cardinaux sont égaux.
Si N est distingué et P un p-Sylow, N P est un sous-groupe donc |[NP| =
INIPL qone [N P| est une puissance de p
INAP|

Donc NP est un p-groupe qui contient P donc NP = P et N C P. [ ]

Exemple 9.1 Dans &, de cardinal 24 = 23 x 3, il y a quatre 3-Sylow
(les sous-groupes engendrés par les cycles) et trois 2-Sylow : ((17), V) avec
j€{2,3,4}

Définition 9.2 Un p-sous-groupe P d’un groupe fini G est dit p-clos ssi il
contient tous les éléments d’ordre une puissance de p.

Remarque 9.1
e [’existence n’est pas assurce.
e On a l'unicité si on a [’existence.
o S’il existe, c’est l'unique p-Sylow de G.
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CHAPITRE 9. THEOREMES DE SYLOW

COROLLAIRE 9.1 Soit G un groupe fini, p premier.
Soit P < G. P est p-clos ssi P est un p-Sylow distingué.
Dans ce cas, Uordre de P est la plus grande puissance de p qui divise |G]|.

Démonstration.

= P est un p-Sylow, son conjugué aussi donc comme P est 'unique
p-Sylow, P est distingué.

< Si P est un p-Sylow distingué, il est contenu dans tous les autres
p-Sylow car il est distingué et par maximalité, il est égal aux autres.
P est donc 'unique p-Sylow et donc il est p-clos.

— On a |G| = p®m avec p Am =1 et on veut montrer |P| = 2°.
Par Lagrange, il suffit de montrer p J|G/P].
Si p||G/P|, par Cauchy, il existe H' < G/P d’ordre p. Mais on a une
bijection entre les sous-groupes de G/ P et ceux de G qui contiennent
P.
Donc il existe un unique H < G tel que P C H qui correspond a H'.
Les théoremes d’isomorphismes donnent (H : P) = |H'| donc p = (H :
P) donc H est un p-groupe par Lagrange.
Donc H=Petp=1. [ ]

THEOREME 9.1 DE SYLOW Soit G un groupe fini et p premier. On écrit
|G| = p®m avec p Am = 1. Notons n, le nombre de p-Sylow de G.

o Les p-Sylow sont les sous-groupes d’ordre p°.

e Tous les p-Sylow sont conjugués et n, = (G : Ng(P))

e n, =1 mod p et n,|m.

Remarque 9.2 En général, (G : Ng(H)) est le cardinal de 'orbite de H sous
laction par conjugaison de G. C’est donc le nombre de conjugués distincts

de H dans G.

Démonstration.
2 Soient P et P’ deux p-Sylow de G.
On sait que G agit sur G/Ng(P) = X et on peut regarder la restriction
de l'action a P’.
Comme P’ est un p-groupe, on a | X*'| = | X| mod p.
De plus on a :

gNg(P) € XT' ssi Vh € P',hgNg(P) = gNa(P)
ssi VYh € P',g 'hgNg(P) = Ng(P)
ssi g~ P'gNg(P) = Ne(P)
ssi g 'P'g C Ng(P)
ssi g 'PgC P
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e Si P"=P, gNg(P)e X¥ ssi g'PgC P ssi ge Ng(P).
Donc X* = {Ng(P)} donc | X| = |XF| =1 mod p.

e SiP#P ona|X"|=|X|=1 mod pdonc |XT'|#0et X* # 2.
g 'P'qg C P et comme P et P’ jouent des roles symétriques, P et P’
sont conjugués. On a donc le deuxieme point.

let3 Ona|G|=(G: P)|P|=(G:Ng(P))(Ng(P): P)|P|.

(Ng(P):P)#0 modpet (G: Ng(P)) =n,=1 mod p.

En effet, P est un p-Sylow de Ng(P) et P < Ng(P).

Donc P est p-clos dans Ng(P) donc p f(Ng(P) : P) donc (Ng(P) :

P)#0 mod p.

On a donc (G : P) =m et |P| = p°. u

Exemple 9.2 Tout groupe GG d’ordre 15 est cyclique.
n3 =1 mod 3 et ng|5 donc n3 = 1. De méme, n; = 1.
Donc on a un 3-Sylow H et un 5-Sylow K distingués.
H N K = {1} car son ordre doit diviser 3 et 5.
OnaG~HXK ~7Z/37 x 757 ~ Z/15Z.

COROLLAIRE 9.2 Si P est un p-Sylow et H un p-sous-groupe.
Il existe g tel gie H C gPg~!.

THEOREME 9.2 [l existe un unique groupe simple d’ordre 60 (a isomor-
phisme prés).

Démonstration. Soit G un groupe simple d’ordre 60.

Soit H un sous-groupe d’indice k dans G. On fait agir G sur G/H pour
obtenir un morphisme ¢ : G = &y

On a Ker(p) < F donc Ker(y) = {1} ou Ker(¢) = G.

Mais si Ker(p) = {1}, ¢ est injectif donc k! > 60 donc k > 5 et si
Ker(¢) = {G}, pour tout g € G, gH = H donc G = H et k = 1.

Supposons k£ = 5. On a un isomorphisme entre G' et H qui est d’indice 2
dans &5 donc H = 5.

Supposons que pour tout H < G, on ait (G : H) > 6. On applique les
théoremes de Sylow : ny > 6, ng =1 mod 2 et ny|30 donc ny = 15.

De méme, ng = 10 et n5 = 6. Il y a donc 24 = 6(5 — 1) éléments d’ordre
5 et 20 = 10(3 — 1) éléments d’ordre 3.

Soient P # () des 2-Sylow de G et K = PN Q. Si K # {1}, on pose
H = (P,Q).

Comme ils sont d’ordre 4, ils sont abéliens donc K <1 P et K <1 () donc
K < (P,Q).

Donc H n’est pas simple donc H # G donc (G : H) > 5. Donc H = P.

Donc contradiction avec P # Q. Donc K = {1} et on a 45 éléments
d’ordre 2 ou 4. Donc |G| > 244-20+45+1 > 60 et on a une contradiction. m
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CHAPITRE 9. THEOREMES DE SYLOW

Remarque 9.3 2, est le seul espace d’indice 2 dans &,, car € est le seul
morphisme non trivial de &,, dans {+1}.

SiN < &, est d’indice 2, N = Ker(m) = Ker(e) = 2, avec 7 la surjection
canonique dans &,,/N .
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