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Chapitre 1

Groupe de Poincaré

1.1 Rappels de topologie

Définition 1.1 Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une
application continue de v : [a,b] — X avec usuellement a = 0 et b = 1. On
dit que v(a) et y(b) sont les extrémités du chemin : lorigine et 'arrivée.

Définition 1.2 X est connexe par arcs ssi pour tout (z,y) € X?, il existe
un chemin de x a y dans X.

Définition 1.3 On appelle espace projectif le quotient de R™™! \ {0} par
la relation de colinéarité. On le note Pg. On peut le munir de la topologie
quotient. C’est aussi le quotient de S par la relation x ~y ssi = = +y.

Proposition 1.1
e Toute partie convexe est connexe par arcs.
Les spheres sont connexes par arcs.
Les espaces projectifs sont connexes par arcs.
L’adhérence d’un connexe est connexe.
Si X est connexe par arcs alors il est connexe.
Si (A;); sont connexes par arcs et s’ils ont un point commun, alors leur
union reste connexe par arcs.

Définition 1.4 La relation z ~ y ssi il existe un chemin de x a y est une
relation d’équivalence. Les classes d’équivalences sont appelées composantes
connexes.

Proposition 1.2 Si f: X — Y est continue et X connexe par arcs, alors
f(X) le reste. En particulier, si f est surjective, Y est connexe par arcs.

Définition 1.5 Une variété topologique de dimension n est un espace to-
pologique V' tel que tout point v € V' possede un voisinage homéomorphe a
un ouvert de R”.




CHAPITRE 1. GROUPE DE POINCARE

Remarque 1.1 Tout point v € V' posséde un voisinage homéomorphe a une
boule ouverte de R".

Exemple 1.1
e Soit f : RP — R? continue. Dans R? x R?, on regarde le graphe de f :
Dy ={(z, f(x)), v € R?}.
On pose ¢~ : (z,y) = (z,y — f(2)) et T : (z,y) = (2,y + f(2)).
It est une variété topologique.
e Le ruban de Mobius est une variété topologique.

Remarque 1.2 Les variétés topologiques connexes de dimension 1 sont ho-
méomorphes soit a un cercle, soit a une droite.
Les variétés topologiques connexes compactes orientables sont :
e La sphere
Le tore
Le tore a 2 trous
Les bretzels a n trous.

Proposition 1.3 Les variétés topologiques sont localement connexes par
arcs.

Proposition 1.4 Si X est localement connexe par arcs, les composantes
connexes par arcs de X sont ouvertes et fermés dans X.

Proposition 1.5 Un connexe est localement connexe par arcs.

1.2 Homotopie

Définition 1.6 Soit X un espace topologique, vy et 7, deux chemins de
X ayant les mémes extrémités. On dit que vy et ; sont homotopes ssi il
existe une application continue § : [0,1]> — X telle que §(£,0) = 7(t),
5<t7 1) = 71<t>7 5<07 S) = 70(0) et 5<17 S) = 70(1)'

0 s’appelle homotopie a extrémités fixes entre g et ;.

Exemple 1.2

J0,1] = U
Tn t S einnt

Nous verrons que si v, et v, sont homotopes & extrémité fixe alors n = n’.

Remarque 1.3 Sivy :]0,1] — X est un chemin, on se donne o : [0,1] — [0, 1]
continue, telle que 0(0) =0 et o(1) =1, alors v' = yo et v sont homotopes
a extrémités fizes par :

PIERRON Théo Page 2 Tous droits réservés



1.2. HOMOTOPIE

Définition 1.7 On dit que deux chemins ' et 4" dans X sont composables
ssi larrivée de 4/ est 1'origine de ~”.

On construit v (mise bout & bout de 7' et 7”) qui part de 4/(0) pour aller
a~"(1) par :

0,1 — X
vt — 7 (2t) site [0, %}
t —  ~"(2t —1) sinon

Le chemin obtenu se note 4’ o 4”. La continuité est immédiate et on peut
I’obtenir de la proposition qui suit.

Proposition 1.6 On considere ¢ : X = AU B — Y espace topologique
avec A et B fermés.

Sifla: A=Y et flp: B—Y sont continues pour la topologie induite
sur A et B, alors f est continue.

Démonstration. Si F CY est un fermé, f~1(F) = f~Ya(F)U f~!5(F) qui
est fermé. |

Définition 1.8 Soit v : [0, 1] — X.
Le chemin inverse de 7, noté v71, est t — (1 —t).

Définition 1.9 Le chemin constant &£,, est le chemin ¢ — .

Proposition 1.7 Soit vy : [0,1] — X.
vy~ ! est homotope au chemin constant &, ).

Démonstration. L’idée de I’homotopie c’est que 'on va de moins en moins
loin : 6 = (¢, 8) = y(st)y " !(st). ]

Proposition 1.8 Si 7, et v, sont homotopes a extrémités fixes, alors v, *
et 47! sont homotopes & extrémités fixes.

Démonstration. Si (t, s) est une homotopie entre g et 1, (1 —1t, s) est une
homologie entre 7, ' et vt [ ]

Proposition 1.9 (Homotople et mise bout & bout) Soient 7{ et 7
composables, v et ] composables, avec 7,(0) = 71(0), (1) = ~v1(1) =
2(0) = 71(0) et (1) = (1),

Si 74 et 1 sont homotopes a extrémités fixes, et si v et 7} aussi, alors

/i

Yoy et vyy sont homotopes.

Démonstration. Soient f'(t,s) une homologie entre v, et v;, f”(t, s) une ho-
mologie entre v et 7.
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CHAPITRE 1. GROUPE DE POINCARE

0,12 - X
0:(ts) = flts) site0d]
(t,s) +—  f"(2t—1,s) sinon

convient. [ ]

Proposition 1.10 (Associativité) On se donne 3 chemins composables,
75"

v(7¥'¥") est homotope a extrémités fixes a (v7')y”, mais ces chemins ne

sont pas égaux en général.

1.3 Lacets et groupe fondamental (ou groupe
de POINCARE ou premier groupe d’homo-
logie)

Définition 1.10 ~ : [0,1] — X est un lacet en x ou de base = ssi v(0) =
(1) = z. On note L(X, z) 'ensemble des lacets basés en z.

Exemple 1.3 t € [0,1] — e*"™ n € Z, est un lacet pour chaque n, de
point de base x = 1.
Remarque 1.4 Si vy et v sont deux éléments de L(X,x), alors 7,7 €
L(X,z).

Deuzx lacets sont homotopes ssi il existe une homotopie a extrémités fixes
les reliant.

Définition 1.11 On note I1;(X, z) le quotient de £(X,z) par la relation
d’homotopie (& extrémités fixes). On le munit de la loi de groupe o.

L’inverse de la classe de v est la classe de v~!, et I’élément neutre est la
classe de &,.

Remarque 1.5 Le 1 de 11y vient du fait qu’on regarde les « morphismes » de
St.

THEOREME 1.1 On suppose que X est connexe par arcs.

Pour tout z,y € X, II;(X,x) et II1(X,y) sont isomorphes. En général,
["isomorphisme n’est pas canonique.

Démonstration. 1l existe v joignant x a y. Soit [ un lacet basé en y.
~ly~! est un lacet en x. [ ]
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1.3. LACETS ET GROUPE FONDAMENTAL

Proposition 1.11 L’application :

. - H1<X7y) - H1<X,.T)
T = yly!

est un isomorphisme de groupes d’inverse I',-1.

Démonstration. Soient i, 1l € 111 (X, y).

ny<lll2) = 7(1112)771
homotope a (yl17 1) (yloy™h)
- Fv(ll)rv(ZQ)

Proposition 1.12 Soit f : X — Y, un morphisme d’espaces topologiques
et v € L(X,x).

On a:

o fveL(Y,y)

e Sivy, v € L(X,z) sont homotopes, alors fv et f+' sont aussi homotopes.
En effet, si §(¢,s) est une homotopie entre 7 et 1, alors fd est une
homotopie entre fv et f+'.

On a donc une application notée m,(f) : I (X, z) — I (Y, f(x)) qui, &
chaque classe d’homotopie du lacet v, associe la classe d’homotopie du lacet
I

Cette application est un morphisme de Lagrange.

Proposition 1.13 Soient f: X - Y, g:Y — Zet g € X, yo = f(x0),
20 = g(yo), morphismes d’espaces topologiques.

Onan(go f) = nlg) o n(f).
Dans le cas X =Y et f =1d, m(Idx) = Idy, (x,2)-

Démonstration. On considére h : X =Y et b1 : YV — X.

Onald=nm(Id) =m(hoh™)=n(h)om(h™}). ]
COROLLAIRE 1.1 Sih : X — Y est un homéomorphisme alors w(h) est un
isomorphisme entre 111 (X, xq) et T11(Y, h(xg)).

Exemple 1.4 Nous verrons que II(S?, x) est {1} et que IT; (X XY, (¢, %0)) =~
1, (X, 7o) x (Y, yo) et que II;(S*, z) ~ Z.
T? = S! x S! (tore) a pour II; I'ensemble Z x Z donc T? £ S2.

Définition 1.12 Un espace connexe par arcs X est dit simplement connexe
ssi son groupe fondamental est trivial.

Exemple 1.5 R™ est simplement connexe. En effet, si ¢ — ~(t) est un lacet
basé en 0, 0(t, s) = s7y(t) est une homologie entre v et le lacet constant.
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CHAPITRE 1. GROUPE DE POINCARE

Définition 1.13 (Localisation) Un espace X est localement connexe si tout
point x a une base de voisinage simplement connexe.

Exemple 1.6 Toutes les variétés topologiques sont localement simplement
connexes.

L’union des cercles de rayon % tangents a la droite horizontale passant
par x n’est pas simplement connexe.

Proposition 1.14 Soient X et Y deux espaces topologiques. On a :
I (X X Y, (20, y0)) = I (X, 20) x TL (Y, 9o)

1.4 Applications homotopes, espaces homéo-
topes

Définition 1.14 Soient fy, f; : X — Y continues.

On suppose que f(xg) = fi(zo) = yo. On dit que fy et f; sont homotopes
a extrémités fixes (ou basiquement homotopes) ssi il existe F': X x[0,1] = Y
continue telle que F'(zg, s) = yo, F(z,0) = fo(x) et F(x,1) = fi(z).

Il s’agit d’une généralisation d’homotopie des chemins.

Exemple 1.7
e Soient fy, f1: X — R™, tel que fo(zo) = fi(xo). fo et fi sont homotopes
via :
(F(z,5) = (1= s)fo(z) + sfi(z)
e Soit :

st — st
fn:{

r = "

fn et f, ne sont pas homotopes ssi p # n.

Proposition 1.15 Soit fy, f1 : X — Y avec yg = fo(xo) = fi(xo).
Si fo et fi sont homotopes a extrémités fixes, alors w(fy) et w(f1) :
(X, zg) — TI(Y, yo) sont égales.

Démonstration. Soit v un lacet de X. fy o~ et f; oy sont des lacets de Y.
Si F' est une homotopie entre fy et fi, F(7(t), s) est une homotopie entre
Jooyet fron.
On a donc fyoy = f; oy donc 7(fy) = 7(f1)- ]

Définition 1.15 On appelle équivalence d’homotopie entre X et Y (avec
points de base xg,yp) une application f : X — Y telle que f(z9) = yo et f
soit inversible a homotopie pres ie il existe g : Y — X telle que g o f (resp.
f o g) soit homotope a Idy (resp. Idy).
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1.4. APPLICATIONS HOMOTOPES, ESPACES HOMEOTOPES

S’il existe une équivalence d’homotopie entre X et Y, on dit que X et Y
sont homéotopes.
Exemple 1.8 R" et {0} sont homéotopes (f =0, g =0: fog=Idy et
go f =0 qui est homotope a Idgn).
Proposition 1.16 Homéomorphe implique homéotope mais la réciproque
est fausse.

Définition 1.16 Un espace topologique connexe est dit contractile ssi il est
homéotope a un point.

Proposition 1.17 Les spheres S™ ne sont pas contractiles.

Exemple 1.9
e R?\ {0} est homéotope a S'.
e R?\ {0,1} est homéotope a un huit.
e R? privé de n points est homéotope a une paquerette a n pétales.

On en déduit 'homéotopie entre les figures :

O OO

En faisant tourner par rapport a un axe vertical, on conserve une homo-
topie.

Proposition 1.18 R"*\ {0} et S sont homéotopes.
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CHAPITRE 1. GROUPE DE POINCARE

THEOREME 1.2 Deuz espaces X et Y topologiques connexes par arcs et
homéotopes on des groupes fondamentauz isomorphes.

Démonstration. Si f : X — Y (f(xg) = yo) est continue, alors on a un
morphisme de IT; (X, zg) — I1; (Y, vo).

On sait aussi que si f' : X — Y était homotope a f, alors w(f) = 7(f’).

Comme X et Y sont homéotopes, il existe f et g tel que f o g homotope
a Idy et g o f homotope a Idy.

On a 7(g) om(f) = Idm, (x,20) €t idem dans I'autre sens, donc II(f) est un
isomorphisme de groupe. [ ]

Proposition 1.19 1,2,3,5,7 sont homéotopes. 6 et 9 aussi.

1.5 Calcul de II; (S}, 1)

On va associer & tout lacet de S' un nombre qui est le nombre de tours.

Lemme 1.2.1
Soient fq et fi :[0,1] — S! continues telles que f;(0) = f;(1) = 1. On suppose
qu'il existe k tel que sup |fo(t) — f1(t)] < k < 2.

Alors fj et fi; sont homotopes.

Démonstration. Considérer

(1—5)fo(t) + sfi(t)
[(1 = s)fo(t) + sfi(t)]

qui est bien définie par la condition k < 2. [ ]

(t,s) —

Définition 1.17 On dit qu'un lacet v est différentiable ssi il est différen-
tiable en tant qu’application de [0, 1] — R2.

Lemme 1.2.2
Tout lacet est homotope a un lacet différentiable.

Démonstration. Par Stone-Weierstrass, si ¢ : [0,1] — R, pour tout ¢ > 0, il
existe ¥ : [0,1] — R différentiable telle que sup |p(t) — (t)] < €.

Soit ¢ : [0,1] — R? différentiable suffisament proche de v (appliquer
Stone-Weierstrass aux composantes de 7).

Comme ¢ est suffisament proche, alors ¢ ne s’annule pas et ﬁ est diffé-
rentiable.

Comme ¢ est proche de 7, |¢| est proche de 1 donc ‘—% c’est a peu pres ¢
ie . ]

Proposition 1.20 Les spheéres S? pour n > 2 sont simplement connexes.
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1.5. CALCUL DE II;(S', 1)

Démonstration. Si~y, est un lacet sur S?, on peut approcher v par ¢ : [0,1] —
R? dont I'image est une ligne polygonale.

On projette depuis le centre de la sphére. On obtient un lacet 7, sur S
qui est proche de 7y dont I'image est une union finie d’arcs de cercles.

~1 évite au moins un point de la sphére. En projetant stéréographique-
ment, on a un isomorphisme avec R?. 7; est donc homotope a un point.

Donc vy est homotope & un point de S?.

Donc S? est simplement connexe. La méme preuve s’applique aux autres
S™ avec n = 2. n

Définition 1.18 Soit ¢ : [0, 1] — S! différentiable. On appelle degré de ¢
la quantité :

_ 1 1Dg 1 [Re()()+iS(p)(1)
deale) =5 | "2 =5 . o0 dt

On appelle argument de ¢ la quantité :

arg(p)(t) = —i [

(U
Proposition 1.21 Soit 1 : t — 28#®) On a ¢ = 1.

Démonstration. On vérifie que pr_’ = %’. Par unicité dans Cauchy-Lipschitz,

on a ¢ = 1 (puisque (0) = 1 = ¢(0)). u

Remarque 1.6 FEn utilisant la proposition, comme % = deg(p), comme
o(1) =1, on a deg(p) € Z.

A tout lacet différentiable, on peut donc associer un degré entier.

Si @5 est une famille de lacets continue alors s — deg(yps) est continue
donc constante (puisqu’a valeurs dans 7.). En particulier, deuz lacets diffé-
rentiables voisins ont méme degré, de méme que deux lacets homotopes.

Définition 1.19 Soit ¢ : [0,1] — S* un lacet continu et ;, @5 deux lacets
proches de ¢g. ¢1 et 2 sont proches donc ont méme degré. On définit donc
le degré de ¢ comme le degré de ses voisin différentiables, ce qui est bien
défini.
Proposition 1.22 Finalement, 'application degré passe au quotient et
définit une application : TI;(S!, 1) — Z.

C’est un isomorphisme.

Démonstration. C’est un morphisme : si ¢ = @19, deg(yp) = deg(y1) +
deg(ps) (il suffit d’écrire les intégrales et supooser i et o différentiables,
ce qui est licite par ce qu’on a vu précédemment)
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CHAPITRE 1. GROUPE DE POINCARE

De plus deg(p™1) = — deg(y).

C’est clairement surjectif. Il faut maintenant montrer l'injectivité.

Soit ¢ de degré nul.

Posons ¢, (t) = e ars(@(t)

On a clairement ¢4(0) =1, g =1 et @1 = .

On doit vérifier p (1) = 1. On a ,(1) = e2&@)1),

Or arg(p)(1) = 1 car deg(p) = 1. n

THEOREME 1.3 TI;(SY, 1) est isomorphe a Z et I1;(S™, ) = {1} pourn > 2.

1.6 Application de Brouwer

THEOREME 1.4 Toute application continue de D(0, 1) posséde un point fize.

Remarque 1.7 C’est fauzr sur le disque ouvert.

1.6.1 Concept de rétraction

Définition 1.20 Soient A C X deux espaces topologiques connexes par
arcs, 7 : X — A continue est une rétractation ssi |4 = Id.
On dit alors que X se rétracte sur A.

THEOREME 1.5 Soit A C X avec X qui se rétracte sur A viar. Soit xg € A.
m(C) : (A, zo) = II(X, xg) est injective.

Démonstration. ro C= Ids donc 7(r) om(C) = 7(Id4). Donc 7(C) est injec-
tive. -

COROLLAIRE 1.2 Il n'y a pas d’application continue de R? dans S' qui est
Uidentité sur S*.

Démonstration. (Théoréeme de Brouwer)
Supposons qu’il existe f qui marche.
On pose p(x) le point d’intersection de la demi droite [f(x),z) avec S.
© est continue et si z € S est au bord, p(x) = .
v est donc une rétractation du disque unité fermé sur S!, ce qui contredit
le théoreme (puisqu’on crée un morphisme injectif de Z — {1}). n

Remarque 1.8
o (est vrai en toute dimension.
e FEn dimension 1, on peut utiliser le T'VI.
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Chapitre 2

Le théoreme de VAN-KAMPEN

2.1 Groupe libre

Définition 2.1 Un mot est une suite de lettres. Comme il peut exister
des regles de simplification, on peut simplifier. Pour ce faire, on quotiente
I’alphabet par les regles de simplification.

On obtient le groupe libre. On le note L(A) avec A I'alphabet.

Proposition 2.1 Soit G un groupe avec des morphismes ¢ et ¢ : Z — G.
Il existe un unique morphisme 0 : L(a,b) — G avec fo (a— a") = ¢ et

a

HOE:Q/}.

Démonstration. On prend 0(a™) = ¢(n) et O(b") = ¥ (n).
Et on définit O(a™b™ - - - a™b™ ) = p(mq)(ng) - - - (myg)(ng). n

Soit G un groupe engendré par deux éléments a et 4. On construit un
morphisme ¢ : L(a,b) — G en décidant que p(a) = a et p(b) = p.

Si @™ - .- a@™h™ est un mot réduit dans L(a,b), son image par ¢ sera
Q™ B ™ ™ est surjectif mais pas injectif en général.

THEOREME 2.1  Tout groupe G d deux générateurs est isomorphe d un quo-
tient de L(a,b).
Les éléments de Ker(y) s’appellent des relations du groupe G.

Définition 2.2 Si S est un ensemble on construit le groupe libre L(S5)
constitué du mot vide et des concaténations finies d’éléments de S.

THEOREME 2.2 Si G est engendré par un nombre fini de générateurs alors
G est isomorphe a un quotient du groupe libre a p générateurs.
Tout groupe est isomorphe a un quotient d’un L(S).

Définition 2.3 On appelle groupe libre tout groupe isomorphe a un L(5).
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CHAPITRE 2. LE THEOREME DE VAN-KAMPEN

THEOREME 2.3  Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.

2.2 Produit libre de groupes

Définition 2.4 Le produit libre de deux groupes G et G est constitué du
mot vide et des juxtapositions de lettres de G et Gs.

On munit de la regle de simplification : on remplace la concaténation de
deux éléments de Gy par leur produit (idem pour Gs).

THEOREME 2.4 Soient ¢, et vy des morphismes G; — G et Gy — G.
1l existe un unique morphisme ¢ : Gy *x Go — G qui étent p1 et @s.

Proposition 2.2 Les groupes libres de rang fini ont isomorphes a Zx- - - xZ.

THEOREME 2.5 DU PING-PONG Soient I'y et I'y deux sous-groupes des bi-
jections de X — X. Soit T' = (I'1, T'y).

Les éléments de I" sont des bijections. On suppose qu’il existe X1, Xy C X
avec Xo ¢ Xy tel que pour tout v € I'y \ {Id}, v(X2) C X; et pour tout
AS PQ \ {Id}, ’Y(Xl) C XQ.

Si Card(I'y) > 3 et Card(I'g) > 2, alors T' est isomorphe a T'y x Ts.

Démonstration. On a un morphisme 1 : I'y x 'y — I" (qui remplace la conca-
ténation par la composition).
1 est surjectif. Il faut montrer 'injectivité.
Soit w € 'y * I'y non vide.
» S’il s’écrit a1 f; -+ Brayr, alors Y(w)(Xs) C Xy et si x € Xo \ Xy,
Y(w)(x) # = donc Y(w) # Id.
» S’il s’écrit Biaq - - - B on conjugue par o € I'y non trivial.
awa™! est du type précédent et comme 1) est un morphisme, Id #
blawa) = la)p(w)ba),
Donc ¢ (w) # 1d.
» S’il s’écrit gy - - By, soit v € T'y \ {Id, a1} par hypothese.
En conjugant par a, a 'wa = a " toy By - - - frov.
——

#e
Par un des cas précédents, on conclut.
» Le dernier cas (3 - - - frags1) se fait en conjuguant par oy 1. ]
i 1 2 10
Exemple 2.1 Soit A = (O 1) et B = <2 1).
1 2n
On pose I') = (A) = 0 1 ,n€Zyety=(B).

Soit X7 = {(x,y),|z| > |y|} et Xo = {(z,y), || < |y|}. T1 \ {Id} envoie
X, dans X et I'y \ {Id} envoie X; dans Xo.
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2.3. PRODUIT AMALGAME

Par le ping-pong, I' = (I'y, I's) est isomorphe a Z * Z.

Proposition 2.3 Soit I' un sous-groupe de GL(C).
On a l'alternative :
e [' contient un groupe libre isomorphe a Z * Z.
o Il existe IV C I' d’indice fini qui est triangulable. On dit que I' est
virtuellement résoluble.

Proposition 2.4 Soit G un groupe. G * {1} est isomorphe a G.
Exemple 2.2 7Z/27 x 7./27Z est isomorphe a ((ab)* + (ba)*")(a + b).

2.3 Produit amalgamé

Définition 2.5 On prend trois groupes Gy, G et Gy et deux morphismes
(,013G0—>G1 etch:Go—>G2.

On considere le produit libre G; X G5 et les morphismes d’inclusion na-
turels 6, : G; — G1 * Gy et 0y : Gy — G x G.

Soit N le plus petit sous-groupe distingué de G * G qui contient (6; o
©1(90)) (02 © 2(g0)) ! pour tout gy € Go.

Le groupe G; * G3/N s’appelle produit amalgamé de G et G sur Gy. 1l
se note Gy 50 Go.

Remarque 2.1 Si Gy = {1} le produit amalgamé est G x G;.
Proposition 2.5 On note 7 la surjection canonique de G1*Gy — G1%Gy/N.
0 =mof
™o Uy O(pl T O Uy O@Q
=71 =72
THEOREME 2.6 Soient 1, : G1 — H et vy : Gy — H des morphismes de
groupes tels que 11 0 1 = 1y 0 Ps.
Il existe un unique morphisme v : G, X Gy — H qui étend iy et 1y ie
0

Yy = om ety =1om,,

Démonstration. On utilise la propriété universelle du produit libre G * Gbs.
Il existe ¢ G1 * Gy — H tel que ¢y = 1 o6y et 1)y = 1) 0 5.
L’hypothese 11 o0 ¢1 = 1)5 0 o montre que 1’ 0 01 0 1 =1’ 0 05 0 Ps.
Donc les mots (61 0 ©1(go)) (02 0 2(go)) ™! sont dans le noyau de 9.

Par suite Ker(¢)’) contient N et 1)’ se factorise donc en ). |

Proposition 2.6 Pour qu'un mot soit dans /V, il fut et il suffit qu’on puisse
le réduire au mot vide en effectuant les deux manipulations suivantes :

e remplacer un mot de type ¢1(go) par ws2(go) et inversement

e remplacer g;g; par leur produit.
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CHAPITRE 2. LE THEOREME DE VAN-KAMPEN

2.4 Enoncé du théoréme

Soit X un connexe par arcs. On suppose que X = X;U X5 avec X7 et X,
sont ouverts.

X1, Xo et Xy = X7 N X, sont connexes par arcs. On fixe zyp € Xy =
XN Xo,.

Les inclusions Xy — Xi, Xg — X5, Xg — X, X7 = X et Xy — X
forment le diagramme suivant :

X1,9€0)
7T<X0 — Xl) X1 — X
©1
H (X07 0) X .CUO
7(Xo k /X2:—> X)
XQJCO)

On a ¢ 0 p1 = 1y 0 3.
On applique la propriété universelle : on a un morphisme ¢ qui va de

H1 <X17 SU(]) Hl()zko z0) H1 (XQ, SU(]) dans H1 (X, .',Uo).

THEOREME 2.7 VAN-KAMPEN ) est un isomorphisme.

COROLLAIRE 2.1 Dans les hypothéses du théoreme, si Xy et Xo sont sim-
plement connezes, alors X aussi.
Si Xo est simplement conneze alors 11y (X, xg) ~ I1;(X, xo) * [1;(Xs, xo).

Remarque 2.2
e On a la méme version du théoréme avec des fermés.
e Pour le huit, le Il est Z x 7Z.
e Par récurrence, la paquerette a n pétales a Z * - - - x 7, pour I1y.
n fois
e On rappelle que le quotient de Iy (X1, x) %111 ( Xy, xo) par le sous groupe
normal engendré par les mots {a".1,n € N} :

I, (X1, 7o) Hl(;(k() 20) I, (Xs, wg) ~ T(a)

Démonstration de la surjectivité dans Van-Kampen.

Lemme 2.7.1 (Nombre de Lebesgue)
Soit Y un espace métrique compact, (V;);e; un recouvrement par des ouverts
de Y.
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2.4. ENONCE DU THEOREME

Il existe ¢ > 0 (nombre de Lebesgue) tel que toute boule de rayon r < ¢
soit contenue dans un V.

Démonstration. Par I'absurde, si y € Y il existe un indice j(y) tel que y €
Vit)-

Il existe aussi une boule B(y, a(y)) C Vj(, car les V; sont ouverts.

Si I’énoncé n’est pas correct, il existe une suite de boules B(y,, %) tel que
chaque B(yp, %) n’est contenue dans aucun ouvert V.

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer (compacité) que y,
converge vers un certain .

Pour n > N, d(y,,y) < 3a(y), et + < 2a(y). On a alors B(yy, +) C

B(y, a(y)). i .

Lemme 2.7.2
Soit X = X7 U Xo, X1 N Xy = Xy 3 29, comme dans Van-Kampen.

Soit v : [0,1] — X un lacet. Alors 7 est homotope & la mise bout a bout
de lacets 71 - - - y,, ot chaque 7; a son image dans X; ou Xs.

Démonstration. On considére le recouvrement du compact [0, 1] par les ou-
verts 71 X7) et v Xy).

Par le lemme précédent, pour n assez grand, [%,%] C 7 1(X;) ou
[%7 %] - ’771(X2)'

On note z;, = 7(%) et on choisit un chemin ~; qui va joindre zy a xg tel
que

e si 7, € X on demande que 7, soit tracé dans X;.

e si x; € Xy, on demande que 7}, soit tracé dans Xo.

En particulier, si x; € Xy on demande que ;. soit dans X; N X.

7\[07;] donne un chemin allant de zy a x; par exemple x; € Xj.

On écrit alors 7 = (7‘[07%1%)(7{*1%%) b -

Un élément dans T1( X7, zy) est un mot abstrait v{vysvi---.

La mise bout & bout dans X de 7{ puis 74 est un lacet. On appelle v
Papplication qui passe du mot au lacet. Le lemme dit exactement que 1)’ est
surjective. Par passage au quotient ¢ = 9/ est surjective. ]

Exemple 2.3

e Deux spheres tangentes. Si X = X; U X, sont sous les hypotheses de
Van-Kampen, qui sont simplement connexes, alors X aussi.

e Avec trois spheres tangentes c¢’est plus délicat. On utilise Van-Kampen
en séparant un oeuf a la coque (avec support triangulaire) et le reste,
puis on réapplique Van-Kampen a l'oeuf a la coque (son II; est un
cercle). On trouve finalement Z.
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CHAPITRE 2. LE THEOREME DE VAN-KAMPEN

e Avec trois cercles, on obtient un groupe fondamental qui est le quotient
de (L(a) * L(b)) x (L(c) x L(d)) par le sous-groupe N qui est ici le {1}.
Ainsi l'intersection X, est simplement connexe.

2.5 Groupe fondamental et construction de
tores

On voit ici le tore (habituel) T? comme le quotient du carré par la relation
d’équivalence :

On considere X’ = [0, 1]?\]0, £[%. Le tore troué est 'image par la projection
p de X'

On note X| = {(z,y) € X',z > e} et X;, ={(z,y) € X',y > ¢}. On pose
aussi X7 = p(X]) et Xy = p(X)).

Xi

Si X = XN X, Xo=p(X{) est homéomorphe a un carré donc simple-
ment connexe.

Par Van Kampen, le II; du tore troué est Z = Z (L(a) * L(b)) avec a la
projection du lacet {1} x [0, 1] et b celle de [0, 1] x {0}.

On veut exprimer dans L(a) x L(b) le lacet qui constitue le bord du trou.
Attention, ¢a ne correspond pas au bord de [0,¢]?, mais au lacet rouge (a
orienter) suivant vu que le point de base est (1,1).
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2.5. TORES A PLUSIEURS TROUS

Notons 7, le lacet bleu ci-dessus. (t,s) — 7;(s) est une homotopie entre
le lacet bord et le lacet qui fait le tour du carré : bab=ta=! = [b, a].

La classe d’homotopie du lacet bord est égale a celle de [b, a).

On construit le tore 7" & 2 trous comme le collage d'un tore troué avec
son symétrique en collant selon le bord du trou.

Par Van Kampen, on a I1; (7", %) = L(a,b) amalgamé avec L(c,d). Or on
identifie [b, a] avec [d,c]™! (car on a pas les mémes orientations).

On a donc :

L(a,b) x L(c,d)

H1<T/7 *) - <[a, b] [07 d]>
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CHAPITRE 2. LE THEOREME DE VAN-KAMPEN
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Chapitre 3

Théorie élémentaire des
revetements

On va considérer des espaces topologiques qui seront séparés et des ap-
plications linéaires qui seront continues.

3.1 Rappels

Définition 3.1 p: F — B est un homéomorphisme local ssi pour tout x €
F il existe un voisinage V' de x tel que p: V' +— p(V') soit un homéomorphisme.

Remarque 3.1 Sip est un homéomorphisme global, alors il induit un homéo-
morphisme local en tout point.

Proposition 3.1

e Tout homéomorphisme local est ouvert.

e La réciproque est fausse (prendre z — 2% dans C est ouverte mais pas
un homéomorphisme local en 0).

e Sip: E — B est un homéomorphisme local en tout point, et si A C
p(E), alors la restriction p : p~!(A) — A est un homéomorphisme local
en tout point.

e En particulier, si b € Im(p) alors p : p~1(b) — {b} est un homéomor-
phisme local en tout point et p~'(b) est un sous-espace discret dans
E.

Remarque 3.2 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R"™ une application
différentiable de rang mazimum en tout point (ie pour tout x € U, D f(x) est
inversible).

f est un homéomorphisme local en tout point par le TIL.
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CHAPITRE 3. THEORIE ELEMENTAIRE DES REVETEMENTS

3.2 Revétements

Définition 3.2 Un revétement est la donnée de p : ' — X vérifiant : pour
tout * € X, il existe un voisinage V, de x tel que p~'(V}) soit une union
disjointe d’ouverts S; tels que p|g, : S; — V, soit un homéomorphisme pour
tout 7.

X s’appelle la base du revétement, E I'espace total, les S; les feuillets et
V. des ouverts trivialisants (ou de trivialisation ou bien couverts).

Proposition 3.2 Si p est un revétement alors :
e p est un homéomorphisme local en tout point
e p est surjective
e Pour tout z € X, p~!(z) est un sous-espace discret de E.

Définition 3.3 L’espace topologique X s’identifie a l'espace topologique
quotient E/ ~ avec m ~m/ ssi  p(m) = p(m').
Si z € X, p~!(z) s’appelle fibre de p au-dessus de z.

Remarque 3.3 Sip : B — X est un revétement alors E et X ont les mémes
propriétés locales.

Exemple 3.1 e Si F' est fini, on considere X un espace topologique
et £ = X x F muni de la topologie produit ainsi que la projection
XxF—X.

On peut prendre comme ouvert trivialisant X tout entier.

o 7+ (z,e*™) sur R) est un homéomorphisme de R dans I'hélice circu-
laire de rayon 1 et de pas 1.
Onaexp=mpyoF.

o 2+ 2" sur S! sont des revétements (observer le polygone régulier a n
cotés x [0, 1] ol on recolle les deux extrémités en tournant de % tour).

3.3 Principe de monodromie

THEOREME 3.1 D’UNICITE DES RELEVEMENTS Soit p : E — X un revéte-
ment. On fize des points de base ey, xg = f(eg).

Soit f ;Y — X une application continue avec f(yo) = x¢ et Y connexe.
S’il existe f' 1Y — E tel que f(yo) = eo et po f' = f alors f' est unique
et s’appelle relevement de f.

Démonstration. Soit f” qui marche. On pose A={y €Y, f'(y) = f"(y)}.
Yo € A donc A # @. De plus A est fermé car c’est I'image réciproque de
{0} par f" — f” qui est continue.
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3.3. PRINCIPE DE MONODROMIE

Soit y; € A. f(y1) € X donc f(y;) est contenu dans un ouvert trivialisant
U.

Il y a un feuillet S qui contient f'(y1) = f"(y1).

pls : S — U est un homéomorphisme donc p|s’ : U — S a un sens et
po f'=po f" donc f' = f" au voisinage de .

Donc A est ouvert. Par connexité, A =Y. [ ]

THEOREME 3.2 DE RELEVEMENT DES CHEMINS Soit p : E — X un revé-
tement. Soit o : [0,1] — X un chemin o(0) = x.

Il existe o' :[0,1] — E un relévement de o, avec o'(0) = ey tel que
poo’ =o. De plus, il y a unicité.

o'
/ p
g

0,1] — X

Démonstration. L’unicité a été vue avant. On montre l'existence en deux
étapes.

e Tout d’abord, on suppose que 'espace X est un ouvert trivialisant. Ici
la restriction de p a n’importe quel feuillet S; est un homéomorphisme
sur X.

Soit Sy le feuillet qui contient le point base ey. On prend ¢’ = p~!|g, 00
qui convient.

e Dans le cas général, par compacité de [0,1] et donc de o(][0,1]), on
peut trouver une subdivision 0 =ty < t; < --- < t, = 1 telle que pour
chaque i, o([t;, t;11]) soit contenu dans un ouvert trivialisant noté Uj.
On se restreint au revétement pl,-1(,) p Y (Uy) — Uy qui a un ouvert
trivialisant qui est toute I'image.

On peut relever la restriction o) : [0,t1] — Up, en un chemin o’ :
[to, t1] = p~1(Up) avec 01(0) = eg et po ] = 0|j4.,]-

Supposons que l'on ait construit un relevement o] de ol avec tou-
jours ¢/(0) = eg. On va réinvoquer le cas 1 en considérant

Ply-1wy 1 p 7 (U) = U,

ou U; contient o([t;, ti11]).

On peut relever ol 4, en un chemin o} : [t;, ;1] — p~'(U;) avec
condition aux points base o7 (t;) = oi(t;).

On construit o;,; comme suit :

/ ‘ R/
Ui+1 [tistiv1]) — a;
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CHAPITRE 3. THEORIE ELEMENTAIRE DES REVETEMENTS

/ \ . . _
o, ; est un relevement de o|jy4,, ), on termine avec i =n — 1. [

Exemple 3.2 z — e*™ de R dans le cercle, avec point base ey = 0 et
xo = 1 dans le cercle. Le lacet

0,1] — St
o . .
t — eQMrt

a pour relevé dans R le chemin identité de [0, 1] dans R.

3.4 Relevement des homotopies

3.4.1 Enoncé

THEOREME 3.3 DE RELEVEMENT DES HOMOTOPIES On considére p : E —
X un revétement, xo = p(eg). Soit

)Yy - X
Ny —  z0= fleo)

continue possédant un relévement f’.

7
f

Yy — X

avec f'(yo) = eo et po f' = f. Alors toute homotopie F :' Y x [0,1] — X
partant de f, ie

F(y,0) = f(y)
F(yoat) = Xo

se reléve en une homotopie F' :'Y x [0,1] — E' tel que F'(y,0) = f'(y) et
F'(yo,t) = e, et po F' = F.
COROLLAIRE 3.1 On ap : E — X un revétement, ey un point base et
xo = p(eo).

Soient o et T : [0,1] — X ayant mémes extrémités. Soient o' et 7' des
relévements de o et T, avec o'(0) = ey = 7'(0).

Si o et T sont homotopes d extrémités fixes alors o’ et 7' aussi. (Noter
qu’en particulier o’ et 7' ont méme point d’arrivée)
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3.4. RELEVEMENT DES HOMOTOPIES

Démonstration du corollaire. Soit F' une homotopie entre o et 7 le théoreme
de relévement des homotopies nous donne une application F’. On doit vérifier
que F est une homotopie a extrémités fixes entre o’ et 7’.

Il reste une seule chose a vérifier : F’(s, 1) ne dépend pas de s.

On sait que po F'(s,t) = F(s,t) donc poF'(s,1) = F(s,1) =x; = o(1) =
7(1).

Comme p est un homéomorphisme local, F”(s, 1) est localement constante.
Comme elle est continue, elle est constante. Donc F’(s,1) est constante ce
qui indique que F’ est une homotopie a extrémités fixes. [ ]

3.4.2 Démonstration du théoréme de reléevement
Premier cas

Supposons qu’il y ait un seul ouvert de trivialisation. On prend comme
précédemment F' = p~t|g o F ol p|s est la restriction de p au feuillet qui
contient le point base eg.

Deuxiéme cas

Par compacité pour chaque point y € Y, on peut trouver une partition
(dépendant de y, y compris le nombre d’intervalles) 0 =ty < t; < --- <t, =
1, et un voisinage N, de y tels que ’homotopie F' envoie N, X [t;,t;11] dans
un méme ouvert de trivialisation contenant F'(y,t;).

On répete le deuxieme cas

de la preuve du théoreme de relevement des chemins pour construire un
relevement de la restriction F' : y, xjo,1) 1 Vy % [0,1] = X que I'on note F” :
N, x [0,1] — E (en principe on devait indicer F’ par y).

On se donne deux relevements locaux FJ et F de F construits sur N, x
[0,1] et Ny, x [0, 1]. Si Ny, N N,, est non vide, on choisit y3 € N, N N,.

On regarde F|y,«01]- On a deux relevements Fi|y,«j01] et Fyly,x[o,1] qui
coincident en (ys,0).

Comme y3 x [0, 1] est connexe on peut appliquer le théoréme d’unicité.
Donc F| et Fj coincident sur ys x [0, 1].

Comme ceci est valable pour tout y3 € N,, N N,,, on a alors que ces deux
relevements définissent une application sur NV, U N,,.

On construit ainsi F’ sur Y x [0, 1] sur tout entier.

COROLLAIRE 3.2 On ap : E— X un revétement, xy = p(ep).
Le morphisme w(p) : II1(E, ep) — 111 (X, x¢) est injectif.
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CHAPITRE 3. THEORIE ELEMENTAIRE DES REVETEMENTS

Démonstration. Soit o’ un lacet de E (basé en ej) dont la classe d’homotopie
est dans le noyau de 7(p).

Ca veut dire que le lacet p o 0’ = ¢ est homotope au lacet constant x.

Par construction ¢’ est un relevement de o.

Si F' est une homotopie entre o et le lacet constant z(, d’apres le théoreme
de relevement des homotopies, F se reléve en F’ qui sera une homotopie entre
o’ et le lacet constant eg.

Donc la classe de o est triviale et 7(p) est injectif. n

3.5 Action du II; sur la fibre d’un revétement

Soit G’ un groupe et Z un ensemble. Une action de G sur Z est la donnée
d’un morphisme de groupe p : G — &(J).
L’action est dite non triviale si I'image de p est distincte de {Idz}.

Exemple 3.3
e Si h est un homéomorphisme de I'espace topologique X, h produit une

action de Z sur X : a l'entier n on associe h o g h pour n positif, et
N 1018

avec n négatif c’est pareil sauf que on a h=! n fois.
Les orbites de cette action sont les {h™(z)}. L'objet des systemes dy-
namiques est de décrire ces orbites.

e Si A\ =e*™ o € R, on considére

1 1
. {S ~ S
z = Az

Si a € Q les orbites sont finies. Sinon, les orbites sont denses dans le
cercle.

e &, agit sur [1,n].

e Le groupe linéaire réel agit de fagon classique sur R". Si A € GL,,(R),
A s’identifie a un isomorphisme de R™ noté toujours A, ici p(A) c’est
la transformation linéaire = — Ax.

e Le groupe O,(R) agit sur la sphére S"~ 1.

e Le groupe GL,(R) agit sur Py ".

a b a
O 1 Y )
formations affines et donc agit sur R.

e Le groupe be R* x R} est isomorphe au groupe des trans-

Sip: G — Z est une action de G sur Z, le stabilisateur du point zy € Z
(pour cette action) est :

G., =1{9 € G,p(9)(20) = 20}
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3.5. ACTION DU II; SUR LA FIBRE D’UN REVETEMENT

C’est un sous-groupe de GG, qui en général n’est pas normal.
On appelle G 'ensemble des transformations affines de R. Le stabilisateur
de l'origine c’est I'ensemble des applications linéaires. Il n’est pas distingué.

Définition 3.4 Une action est transitive si il n’y a qu’une seule orbite.

De fagon équivalente pour tout choix de 2, z; dans Z il y aun g = g(2q, 21)
tel que p(g)zo = 1.

p: E — X un revétement. X connexe par arcs, o = p(eg).

On va montrer qu’il y a une action naturelle de II; (X, zo) sur la fibre
p~ (o).

On prend e € p~'(x), et o un lacet en x5 € X.

D’apres le théoreme de relévement des chemins il y a un unique relevé o’
de o, d’origine e.

On décide que 'action de o sur e est 'arrivée du chemin o', i.e o’(1).

De plus d’apres le théoreme de reléevements des homotopies, 'extrémité
o'(1) ne dépend que de la classe d’homotopie de o.

Finalement [o] € TI;(X,z0) et & e € p~!(x) on sait associer un autre
élément de p~'(zg). On le note [o]e ou abusivement oe.

Exemple 3.4

e On se donne X, F = X x {1,2,3}.

Si p~!(zg) = {eo, €1, €2} ici I'action est triviale, i.e que tout pour tout
lacet conao-e=e.

e p:z— e*® de R dans St
Onap (1) =Z.

Si o est un lacet dans S' alors ¢ est homotope a un o, : [0,1] — S*
valant ¢ — e*™* qui est of.
Ici Paction de o, sur k € p~'(1) est 0,k =k +n.

e On considére z — 2? un revétement a deux feuillets. On regarde par
exemple Paction de oy : [0,1] — St égal & t — €™ sur la fibre p~1(1) =
{1,1}.

On releve oy en o} avec condition initiale e = 1. On obtient o} (t) = e
dont l'arrivée est o7(1) = —1.

it

Proposition 3.3 Soit p: F — X un revétement. Si F est connexe par arcs,
alors Paction de TI; (X7, xg) sur le fibré p~'(zg) est transitive.

Démonstration. Soient e; et ey dans p~*(zp).
On doit trouver o tel que oge; = es.
Soit v : [0,1] — E un chemin tel que 7(0) = e; et y(1) = es.
Si o =po~, alors o est un lacet en zy dont le relevé d’origine e; est 7.
Avec les notations précédentes on a ¢’ = 7y et ¢'(1) = v(1) = ey. Donc
€1 = é9. |
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CHAPITRE 3. THEORIE ELEMENTAIRE DES REVETEMENTS

3.5.1 Stabilisateurs

Soit e € p~t(z).

Le stabilisateur de e sous l'action de II; (X, z() est I’ensemble des classes
d’homotopie de lacets o, dont les relevés o’ e ont pour extrémité encore e.

Dit autrement c’est ’ensemble des o tel que le relevé ¢’ d’origine e est un
lacet en e. En utilisant U'injectivité de 7(p), on obtient :

Proposition 3.4 On suppose que E est connexe par arcs.

Le stabilisateur de I'élément e € p~'(xq) sous 'action de II; (X, zg) est le
groupe 7(p)(I1; (£, e)) qui est isomorphe a I1;(E, e).
Proposition 3.5 Soit p : £ — X un revétement avec E connexe par arcs
et p~1(xg) fini (revétement fini).

Alors Card(p~!(z)) ne dépend pas de z. De plus Card(p~(x¢)) est I'index
de I'image de 7 (p) dans IT; (X, xg).

Démonstration. Remarquons que si E est connexe par arcs, X aussi, car p
est surjective.

Soit v un chemin dans X allant de x( a z;.

Si e € p~!(xg) on note v, le relevé de v d’origine e. Son arrivée est dans
pH ().

Donc 7 produit une application de p~t(zg) — p~*(z1).

Cette application a un inverse : on fait la méme chose avec v~ !, et en
particulier Card(p~*(z)) = Card(p~'(z1)). n

3.6 Le groupe du revétement

Définition 3.5 Soit p: E — X un revétement.
Le groupe du revétement G est le groupe des homéomorphismes de E qui
sont compatibles avec p, c¢’est-a-dire po h = p.

h

E E

D
Idx

p

X X

Remarque 3.4 Si h est un homéomorphisme de E alors h est un homéomor-
phisme de revétement si pour tout x € X, h(p~'(z)) = p~(z).

Exemple 3.5
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3.6. LE GROUPE DU REVETEMENT

e On prend S% P% = S?/{+1}.
Alors p : S* — P la projection canonique est un revétement a deux
feuillets.
Soit h un homéomorphisme de revétement, h : S? — S? compatible
avec p.
Sim € $?, alors p~!(p(m)) = {m, —m}.
Nécessairement, h(m) € {m,—m}. On en déduit que h est soit Id ou
—1d.
Ici le groupe G a deux éléments. De la méme facon sip : S — Pg est le
revétement canonique, alors le groupe du revétement a deux éléments.
e On revient a p : R — S! qui 2 — 2™, Ici le groupe du revétement est
exactement le groupe des translations entieres.
e L, c’est 2+ 22 du plan privé de l'origine dans lui-méme.
On a p~'p(z) = {2, —z}. Si h est dans le groupe de revétement alors
h(z) € {z,—z}, donc ici G = {Id, —1d}.
o 2 — 23 (exercice).
o =X x{1,2,3}, et p: E — X. Ici si h est un homéomorphisme de
revétement alors h(z, k) = (x, k).
Se donner h c’est se donner un élément de G3. (On réarrange les étages)

THEOREME 3.4 FONDAMENTAL Soitp : E — X un revétement, G le groupe
du revétement.

Si E est simplement conneze et E est connexe par arcs localement et
globalement, alors G est isomorphe a 11 (X, xo).

COROLLAIRE 3.3 Pourn > 2, le groupe fondamental de P} est isomorphe
i 7.)27.

COROLLAIRE 3.4 Le groupe fondamental I1;(SO(3),1d) de SO(3) est Z/2Z
et par suite 111 (GL*(3),1d) est aussi Z/27.

Démonstration. On va construire une application x : G — I3 (X, z). 1
faudra montrer que c’est un morphisme.

Lemme 3.4.1
Soit Z un espace topologique simplement connexe. Soient deux chemins 7,
et 1 ayant mémes extrémités xg et x;.

Alors 7 et v, sont homotopes a extrémités fixes.

Démonstration. vyy;* est un lacet, qui est homotope & un lacet trivial .
Soit (s, t) une homotopie entre yoy; = et .
On a 6(0,-) = voy; - et 8(1,-) = mp. Aussi §(s,0) = (s, 1) = zo.
Pour chaque s la mise bout a bout (s, )y, est un chemin partant de x
et terminant en x.
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CHAPITRE 3. THEORIE ELEMENTAIRE DES REVETEMENTS

On a &_y =777 = Y.
Aussi §._, = (lacet trivial zg) -1 = 7.
0’ est donc une homotopie a extrémités fixes entre g et 7;. |

Soit ¢ un élément de G. Soit ¢y un point de base dans E. Par connexité
par arcs, il y a un chemin 7, qui joint ey a ¢(eg).

Si 7, est un autre chemin joignant ey a ¢(eg), d’apres le lemme (simple
connexité de F) alors 7o et 7, sont homotopes a extrémités fixes.

Le projeté p() de 7o est un lacet de X en zq = p(eg). Pareil avec p(v;)
en mettant des 1.

Si (s, t) est une homotopie a extrémités fixes entre 7y et v, alors p(d) est
une homotopie entre les lacets p(7o) et p(v1).

Donc la classe d’homotopie de p(vy) ne dépend pas du choix de ~y. On
décide d’associer & ¢ la classe d’homotopie de p(7p). on obtient une applica-
tion

) G — 1L (X, l‘o)
e = p()]

Lemme 3.4.2
x est un morphisme de groupes.

Démonstration. Soient ¢ et ¢ dans G. On note o1 = p(7y1) et o2 = p(y2). W

On introduit 74 = ¢1(72). On se rappelle que po¢; = p donc p(v5) = p(72).

v, a pour extrémités ¢i(eg) et ¢ 0 da(ep).

On remarque que la mise bout a bout de 7 suivi de ¢;(72) produit un
chemin allant de ey & ¢ o Pa(ep).

On a x(¢1 0 ¢2) = [p(7)] € T'1(X,z0). On en déduit que x est un mor-
phisme, car [p(v')] apparait comme mise bout a bout de p(v;) et de p(7s).

Lemme 3.4.3 fondamental
Soit p : E — E un revétement, F/ connexe par arcs. Soit h € G.
Si h(ey) = eg alors h = Idg.

Démonstration. Unicité du relevement de p. [ ]

Par conséquent, x est injectif. En effet, si h € Ker(x), p(0) est homotope
au lacet constant . Le chemin 7y, est le relevé de p(vy) avec départ en e.

p(70) et xy sont homotopes via 0.

L’homotopie J se reléve en 5 pog = ¢. En particulier, § est une homotopie
entre 7o et eg (lacet constant).

Comme § est a extrémités fixes, vo(1) = eg et vy est un lacet en eq. Par
construction, h(ey) = ey donc h = Id.

On montre maintenant la surjectivité. Soit o un lacet en ey.
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On releve o en 7y avec 79(0) = ep. On décide que h(ep) = vo(1).

Soit e € E. On prend un chemin v reliant eg a e.

p(7)"top(7) est un lacet en z. On reléve ce lacet en z en un chemin ¢ de
départ e et d’arrivée e(1).

On décide que h(e) = (1). Cette manipulation ne dépend pas des choix
de o et v mais seulement de leur classe d’homotopie.

On a donc construit h compatible avec la projection, tel que po h = p.
En échangeant le role de eg et h(eg), on vérifie que h est bijectif.

Il reste a montrer que h est continue. Montrons-le en ey. Soit e voisin de
eo. € est dans un feuillet noté Sj.

Par locale connexité par arcs, on peut trouver un chemin v joignant ey a
e dans Sj.

Comme U est un ouvert trivialisant, p|s, : Sy — U est un homéomor-
phisme de méme que pls, : S; — U.

pls. o pls, : So — Si est continu et vaut h|s,. Comme ce raisonnement
est indépendant de eg, on a la continuité de h. [ ]

THEOREME 3.5 Soit p : E — X un revétement, f : Y — X continue tels

que p(eo) = zo = f(e€o).
Alors f posséde un relevement f' :Y — E ssi Im(xw(f)) C Im(7(p)).

Démonstration.

= Si f’ existe, po f' = p donc w(po f) = w(p) onw(f) = w(f) donc
tm(r(f)) < T (p)).

< 1 faut définir f'(y) pour y € Y.
On commence par les points de base f'(yy) = eo.
Soit vy joignant eq a y.
On considéere f oy, chemin joignant zo a f(y).
On reléve ce chemin en 7 et on décide que f'(y) = 7(1).
Il faut montrer que cette manipulation ne dépend pas de .
Si 6 est un autre chemin de yo & 3, 70! est un lacet en yq.
Son image par f est la mise bout a bout de f(v) et f(671).
C’est encore un lacet dont la classe d’homotopie est dans Im(7(p))/
Le relevé de ce lacet est un lacet dans F donc f’(y) ne dépend pas de

. u

COROLLAIRE 3.5 Soitp : E — X un revétement et f :' Y — X continue.
S1Y est simplement connexe alors f possede un relevement.

Proposition 3.6 On se donne deux revétements p; : By — X et py :
E, = X.

Alors il existe un homéomorphisme ¢ : E; — E5 tel que py o ¢ = py.

On dit que p; et py sont équivalents.
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Démonstration. S’il existe p: E — X avec E simplement connexe, on regarde
un ouvert trivialisant U et ses feuillets S;.

Soit v un lacet dans X dont I'image est contenue dans U (on l'appelle
petit lacet), alors, si on reléve v par p,on obtient un lacet 4 contenu dans un
S;.

Comme F est simplement connexe, 7 est homotope au lacet trivial dans
E.

En projetant par p, on obtient que le petit lacet est homotope au lacet
trivial. [ ]

THEOREME 3.6 Si X est localement connexe par arcs, connexe et a ses
petits lacets triviauzr alors X a un revétement simplement connezxe.

THEOREME 3.7 RIEMANN Les seules surfaces (variétés topologiques de di-
mension 2) connexes et simplement connexes sont S* et R? a homéomor-
phisme pres.

Exemple 3.6
e Le revétement universel de T? est R? via (x,y) — (e
e Pour le tore a deux trous, on a II; infini donc par simple connexité,
Card(p~!(zg)) = Card(I11 (X, z¢))
Donc p~t(zg) est infini donc £ n’est pas compact sinon p~!(xg) a des
points d’accumulation et p ne serait pas un homéomorphisme local.
e Le revétement universel de P% est S?.

imx L 2im
, ey,

THEOREME 3.8 BORSUK-ULAM Soit f : S? — R? continue. Il existe au
moins un point xo tel que f(xo) = f(—xo).

Démonstration.
e On suppose que f(x) # f(—x) pour tout x.

On consideére g : x +— 7”;%8:;%:3”'
e g produit une application de P% — P puisque g(—z) = —g(z). On la

note g.
Ona g=pogop,’ avec py* I'inverse local de p,. Donc § est continue.
e On veut que g se reléeve de P* — S!. Pour qu'il y ait un revétement, il
suffit que 'image de 7(g) soit contenue dans celle de m(p).
Comme P! = S!, on a II; (P!, -) = Z.
De plus, IT;(P?, -) = Z/2Z donc comme il n’y a pas de morphisme non
trivial de Z/27Z dans Z alors Im(m(g)) = {0} implique qu'’il existe ¢
relevement de g unique si les conditions initiales sont prescrites.
e Montrons que g = g o p,.
Par construction, p; o g = g o p,.
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3.6. LE GROUPE DU REVETEMENT

g est donc un relevement de gop,, donc gop, et g sont deux relevements
de g o p, avec méme condition initiale donc q o p, = g.
e On a donc g(zg) = g(—x¢), d’on la contradiction. n
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Chapitre 4

Actions de groupes et
revétements

Dans ce chapitre on va supposer les espaces métriques.

Définition 4.1 Un groupe topologique GG est un groupe muni d'une topo-
logie G — G qui rend g — ¢! continue.

Proposition 4.1 On prend G x G — G qui rend (g, h) — g - h continue.
Soit G un groupe topologique, et X un espace topologique.
En particulier pour chaque ¢ fixé dans G, X — X qui ¢ — gz est un
homéomorphisme dont l'inverse est x — g~ lz.

Exemple 4.1
e On regarde l'action du groupe linéaire réel sur R™ par translation a
gauche.
e Celle de Z sur le cercle avec z + €279z,
e Celle de Z/27Z sur la sphere S™.

Définition 4.2 Si G agit continiiment sur X, on va noter X/G l'espace des
orbites.
On dit que x € X et 2/ € X sont G-équivalents si les orbites Gax = G-
X/G est donc l'espace quotient muni de la topologie quotient p: X —
X/G est continue.

Proposition 4.2 Soit G x X — X est une action continue du groupe
topologique G sur I'espace topologique X.
Alors la projection p: X — X/G est ouverte.

Démonstration. On part d'un ouvert V' C X, et on veut montrer que 'image
par p est encore un ouvert, i.e p~*(p(V)) est ouvert.

Onap'(p(V)={gV.ge G} = JgV.

geG
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CHAPITRE 4. ACTIONS DE GROUPES ET REVETEMENTS

Comme l'action est continue, les x +— gz sont des homéomorphismes.
Donc chaque gV est ouvert et on a le résultat. [ ]

Proposition 4.3 Soit G un groupe topologique agissant sur ’espace topo-
logique X.
Alors si X, G sont compacts I'espace X/G est séparé.

Remarque 4.1 On fait agir le groupe multiplicatif R sur R", par simple
multiplication. L’espace quotient n’est pas séparé.

Démonstration. Le graphe de la relation d’équivalence associée a 'action ce
sont les couples de X x X qui sont en relation entre eux, i.e les (z, gx).

Notre espace X/G est séparé deés que son graphe est fermé.

L’espace G x X est compact, et le graphe c’est I'image de (g, ) — (z, gx)
qui est continue, du compact G x X.

L’image est compacte donc fermée. [ ]

Définition 4.3 Soit G’ un groupe topologique agissant sur l’espace topolo-
gique X.

On dit que I'action est propre (ou que G agit proprement sur X) si pour
tout compact K de X l'ensemble G = {g € G,gK N K # &} est relative-
ment compact (c’est-a-dire contenu dans un compact).

Exemple 4.2
e [’action de Z sur R par translation est propre.
En effet pour le compact [—N, N], 'ensemble des n tel que [-N +
n, N +n]N[—=N, N] # & est fini, donc relativement compact.
e Soit § € R auquel on associe I'action (n, 2) — e*™z de Z sur le cercle,
qui n’est pas propre (prendre K = S!).
Proposition 4.4 On a les propriétés :
1. Si G est compact et agit sur X alors I’action est propre.

2. Si G est discret et agit continiiment sur X alors 'action de G sur X
est propre si et seulement si pour chaque compact K, Gk est fini.
Démonstration.

1. Oui car n’importe quel sous-ensemble d’un ensemble compact est rela-
tivement compact.

2. Dans un espace discret les compacts sont des ensembles finis. ]

THEOREME 4.1 Soit G un groupe discret agissant continiment sur l’espace
topologique X .

On suppose que l'action propre et que X est localement compact.

Alors les orbites G, sont fermées et discrétes, et ’espace quotient séparé.
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Démonstration. Soient z,y € X. Soit V un voisinage compact de X (relative
compacité).

Comme 'action est propre et GG est discret, ’ensemble GGy, est fini et ceci
implique que Gy NV est fini.

Si on fixe y, on constate que Gy est fermée et discrete.

Pour la séparation, il suffit de vérifier encore que le graphe est fermé. m

Définition 4.4 Le groupe G agit librement (ou que I'action est libre, ou
sans point fixe), si pour tout = € X, le stabilisateur est trivial.

Dit autrement si on regarde a g fixé 'application = — gz, on a la pro-
priété : si on a un point fixe alors g = e neutre de g.

Il n’y a que e qui fixe des éléments.

Exemple 4.3
e [’action de R" par translation sur R™ est une action libre.
e [’action du groupe linéaire par multiplication a gauche n’est pas libre.
e Celle de Z sur le cercle comme avant 'est si, et seulement si, § € R\ Q.

Le groupe des matrices , avec a non nul, agit sur R comme une

a
0 1
application affine. Elle n’est pas libre.
Proposition 4.5 Soit G un groupe discret agissant contintiment propre-
ment et librement sur X topologique, localement compact.
Alors pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert V' de x tel que

gV NV =9

pour tout g # e neutre de G.

Exemple 4.4 [’action de Z par translation sur R.

Démonstration. Soit x € X, I'orbite Gz est fermée discrete. Par locale com-
pacité il existe un voisinage compact K de z tel que Gx N K = {z}.

Puisque G agit proprement sur X, I'ensemble Gx des g € G tel que
gK N K # & est fini.

On introduit W = K\ KN <UgK> pour les g € Gk \ {e}. Alors x € W.

En effet, si x € W, c’est que x € K N (UgK). En particulier, il existe

y € K et un g € Gk \ {e} tel que x = gy.

Donc y = g 'z, or comme Gz N X = {z}, on en déduit que y = x, donc
x =z avec g # e d’ou une contradiction.

K est un voisinage compact de x. Donc W est un voisinage de x et satisfait
gWnw =g.

gfl
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On prend V' un voisinage ouvert de x contenu dans W. Alors V satisfait
I’énoncé. |

COROLLAIRE 4.1 Sous les mémes hypothéses que dans la proposition, et les
meémes notations, alors si y € V', y est l'unique représentant de l’orbite Gy
dans V.

COROLLAIRE 4.2 Sous les mémes hypothéses, l’application surjective cano-
nique p: X — X/G est un homéomorphisme local en tout point.

Démonstration. Si p: X — X/G est continue, surjective et ouverte, r € X,
et V est comme dans la proposition, alors p(V') est un ouvert (application
ouverte), et ply: V — p(V) est une bijection. De plus p|y est un homéomor-
phisme local. ]

THEOREME 4.2 Soit G un groupe discret agissant continiiment proprement
et librement, sur X localement compact.

L’application p: X — X/G est un revétement. De plus, pour chaque élé-
ment du groupe g fixé, les homéomorphismes x +— gx sont dans le groupe du
revétement.

Démonstration. On prend xy € X, on le projette p(xy) € X/G, et on regarde
la fibre p~!(p(z0)), i.e Vorbite de xg, qui est discréte.

Soit V' voisinage de xy comme dans la proposition d’avant.

On observe que p~(p(V)) = U gV qui est une union disjointe (sinon, si

geG
il y en a deux qui s’intersectent, on fait agir g; ' et on obtient g; 'gy = e).

Les gV sont des ouverts car les x — gz, a g fixé, sont des homéomor-
phismes. Il nous reste a vérifier que les restrictions de p, p|,v: gV — p(gV) =
p(V') sont des homéomorphismes (corollaire). On le sait lorsque g = e.

On décompose plyv: gV — p(V) de la fagon suivante : gV — V —
p(V), la deuxieme fleche c’est p|y et la premiere c’est la multiplication par
g~ L. Cest donc la composée de deux homéomorphismes locaux, donc un
homéomorphisme.

Donc p(V') est un ouvert trivialisant. n

THEOREME 4.3 Soit H un sous-groupe discret d’un groupe G, topologique
(métrique) localement compact.

On considere la relation d’équivalence a gauche x ~y ssi y = h-x
avec h € H. L’espace quotient est noté H\G.

La projection p: G — H\G est un revétement.
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Démonstration. On a une action de H sur G, qui est continue puisque G
est un groupe topologique. L’action est libre puisque si hz = x alors h est
neutre.

Soit K un compact dans G. Soit h € H tel que hK N K # &.

Pour un tel h il y a deux éléments g; et g dans K C G tels que hg; =
Gp=>h=gg;', ¢ € K,iehe KK

K compact implique :

— K1 est compact

— KK~! est aussi compact dans G.
Comme H est discret K K'NH est fini. Hg est fini et Paction est propre. =

Exemple 4.5
e S! c’est R quotienté par Z & gauche ou a droite.
e T2 c’est pareil mais on met des carrés.
e On considere G le groupe de Heisenberg, engendré par les matrices

1 =z
01
0 0

— N

pour (x,y,z) € R3. H c’est pareil mais on prend dans Z3.

Rappel. p: E — X un revétement. On note Aut E' les automorphismes du
revétement. On munit Aut £ de la topologie discrete. 11 agit sur F.

Proposition 4.6 On prend p: E — X revétement avec E connexe par arcs.
Le groupe du revétement agit librement sur FE.

Démonstration. g € Aut E, ey dans E tel que geg = €. [ ]

THEOREME 4.4 Soit G un groupe discret qui agit contintiment, librement,
proprement sur X (mélrique) connexe par arcs, localement compact.
Le groupe des automorphismes du revétement p: X — X /G est isomorphe

ad.

Démonstration. A chaque élément g de G est associé 'automorphisme de
revétement x — gr. On a donc une inclusion de G dans Aut £ (car I'action
est libre).

Soit h € Aut(p: X — X/G) et xy € X.

h(zo) et xy sont dans la méme fibre de p (car po h = p), i.e zg et h(zo)
sont dans la méme classe d’équivalence, i.e il existe g tel que gxy = h(xo).

Les deux automorphismes de revétement h et g: x — gx coincident en x
donc sont égaux. [ ]
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Cas spécial. Si de plus X est simplement connexe alors le groupe fon-
damental est II;(X/G,*) est isomorphe au groupe du revétement qui est
isomorphe a G.

Par exemple si GG est le groupe de Heisenberg, et H comme avant, alors
I, (H\G, ) est isomorphe a H.

Si s est un nombre premier, on a un morphisme de H — 9M3(Z/sZ) qui
a une matrice

o O =
o 3
— R

associe sa réduite modulo s. On définit H(s) comme le noyau de ce mor-
phisme.

On fabrique un nouveau sous-groupe discret de GG et un nouveau quotient
H(s)\G.

Considérons maintenant SLy(Z). C’est un groupe discret dans GLy(C)
qui est connexe et simplement connexe.

THEOREME 4.5 Soit p: E — X revétement, X métrique, £ connexe par
arcs, globalement.

Le groupe Aut E opére librement proprement sur E. On a un nouveau
revétement E — E/ Aut E et il existe un homéomorphisme F: E/ Aut E —

X tel que
pl
F

E/ Aut(E)

4.1 Théoreme de Perron Frobenius

THEOREME 4.6 Soit M une matrice réelle n X n a coefficients strictement
positifs.

Alors M posséde un vecteur propre a coefficients positifs. La valeur propre
p associée est celle de module maximal.

Démonstration en dimension 2. On considere le bout de surface Y incluse
dans le premier cadran, comprise entre le cercle unité et le triangle 0, 1,7. On
My
AV M- , _ , . ,
Comme ¥ est homéomorphe au disque fermé, on peut appliquer le théo-
reme de Brouwer.

Il existe vy tel que

Muvg
= - | |
| Muwoll 0
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4.1. THEOREME DE PERRON FROBENIUS

On prend h: R? — R? tel que h(S?) = S, alors h(B(0,1)) = B(0,1).

THEOREME 4.7 DE LA BOULE CHEVELUE Sur S?, il n’y a pas de champ de
vecteurs C'*° qui ne n’annule pas en un point au moins.

Remarque 4.2 Ca marche avec seulement C°.

Démonstration. On note F le champ de vecteurs et on le suppose non nul.
|—§” est encore C*.
n pose :

@t(:ﬂ):{ ertHxHQF(ﬁ) siz#0

0 sinon

et P = (:L‘,t) = (th(x)vt)'

1 est au moins C*! en 0 et C™ en dehors de 0.

On a ¢(0,t) = (0,t) et ¢(x,0) = (x,0) donc D(0,0) = Id. Par inversion
locale, 1) est un difféomorphisme local.

Les hyperplans ¢t =Cste sont préservés et chaque = — ¢;(x) est un difféo-
morphisme local pour ¢ petit et x voisin de 0.

On a alors [|¢y(z)[|* = [l + ¢ |l]|*, done [|gi(w)[| = [|lz[| /1 + ¢ |l]|*.
En particulier, la sphere de rayon p est envoyée sur celle de rayon p\/1 + t2p?.

Donc pour p et t assez petits, I'image par ¢, de la boule B(0,p) est
B(0, pv/1+t2p?).

Le volume de cette derniere boule vaut [f/5, , | det Jg,|.

Comme la différentielle de ¢, est Id, le déterminant vaut 1, donc en re-
streignant ¢ et p, on trouve :

4
(L 2p%)% = P(1)

avec P un polynome.
D’ou une contradiction. [
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Chapitre 5

Exercices

5.1 Chapitre 1

1. Trouver un chemin entre deux points de R™
t +— ta + (1 —t)b est un chemin entre a et b (dans R™).

2. Méme question dans R™ privé d’un nombre fini de points
Pour chercher un chemin dans R™ privé d’un nombre fini de points, on
regarde les droites passant par a et de pente a. Comme il n’y a qu'un
nombre fini de points, il existe « tel que la droite ne rencontre aucune
de ces points. Par ce méme argument, il existe ¢ sur cette droite tel que
(¢b) ne rencontre aucun point. On a donc un chemin de a a b

3. Méme question dans S™ (sphére unité de R"*)

te+(1—-t)y
E= T —ol,

4. Dans R? trouver un chemin entre (—1,0) et (0,1) sans passer par (0,0)
t > (—cos(),sin(Z)) convient.

5. Donner une paramétrisation de vy et v, et d’une homotopie entre les
deuz, avec o le segment entre (0,0) et (1,0) et v, la ligne brisée passant
par (0,0), (0,1), (1,1) et (1,0).

5.2 Chapitre 2

1. St est un ouvert connexe. IT; (S, 1d) est trivial.
2. On a GLy(R) ~ SOy x ST ~7Z x S§*. Donc I1;(G Ly, Id) = Z.

3. Si on a un morphisme entre un groupe fini dans L(a) alors icelui est
trivial.

4. Existe-t-il un morphisme de Z* — L(a, b)?
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5. Si U C R? ouvert simplement connexe, est-ce que son adhérence l’est ?
Non, on peut prendre par exemple une couronne a laquelle on enleve
un segment.

6. Dans R3, on prend X, le complémentaire d’une droite et d’un cercle
entourant la droite. Quel est son Iy 7
C’est homéomorphe & un produit S'x un demi-plan (coordonées cylin-
driques). Donc le groupe fondamental est Z x R.

7. Dans R3, on prend le complémentaire X d’un cercle. Quel est son I1; ?
On a X = X; U X, avec X5 un cylindre ouvert entourant la droite de
I’exo précédent.

X, et X5 sont des ouverts connexes donc connexes par arcs. De plus,
Xo = X1 N Xy est aussi connexe de II; égal a Z.

On a donc par Van-Kampen : I1; (X) = (L(a) x L(b))/L(c) ~ L(a) car
par inclusion c¢ s’identifie a b.

8. On prend le complémentaire X d’un cercle et d’une droite tel que la
droite ne passe pas dans le cercle. 11;?

Il existe deux plans paralleles P, , P, espacés de € qui n’intersectent ni
la droite ni le cercle et tel que le cercle soit a gauche de P; et la droite
a droite de P;.

On prend X; le demi-espace a gauche de P, intersecté avec X et Xs le
demi-espace a droite de P; intersecté avec X.

Xy est la zone entre les deux plans. C’est simplement connexe.
De plus, X; ~ R? privé d'un cercle donc I} ~ Z et X; ~ R? privé
d’une droite donc II; ~ Z.
Donc 11 (X) ~ Z % Z.
9. Quid de R? privé de deux droites qui se coupent pas ?

C’est homéomorphe a R?\ {x,y} x R. Donc le II; est Z * Z.

10. Quid de R? privé de deux droites sécantes ?
C’est homéotope a la surface d’équation z* + (2y)? = ¢ qui est homéo-
tope a S? privée de 4 points donc a R? privé de trois points donc & une
paquerette a 3 pétales.
Donc le I1; est Z x Z x 7.

11. On colle un disque sur le contour du ruban de Mdébius. 11y ¢
On prend X le disque, X5 le ruban de Mobius, X7 N X5 est un cercle.
Le IT; est donc {1} =«  Z . Or b= 2a donc le Iy est Z/2Z.
Z=L(b) R/)
On en déduit que I1;(P%) = Z/27Z.
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5.3 Chapitre 3

1. Vérifier que x — €™ est un revétement, donner les ouverts de trivia-
lisation et décrire les feuillets.

2. Idem avec z +— 22
S1={z,Re(z) > 0} et Sy = {z,Re(z) < 0}.
ols, est une bijection continue donc sur tout compact, c’est un homéo-
morphisme, de méme que og,.
U = C*\ R~ est un ouvert trivialisant avec feuillets S; et Ss.

De méme, V = C*\ R en est aussi un.

3. La projection canonique S™ — PR est un revétement a 2 feuillets
Soit p(z) € P.
p est surjective, continue et localement injective (injective sur tout voi-
sinage suffisament petit d'un point de S?).
Il existe un voisinage V, de p(x) tel que p~1(V},) est I'union d’un voisi-
nage suffisament petit de z et d'un de —x.
On a alors un homéomorphisme local sur tout compact inclus dans
chacun de ces deux voisinages donc p est un revétement.
4. Calcul de T11(S0O3,1d)
Lemme 5.0.1
Soit ¢ : (R,+) = (GL,(R), x) un morphisme de groupes dérivable.
Il existe A tel que ¢ = e,
En particulier, si ¢'(0) = 0 alors p(t) = Id.

Démonstration. On a ¢(t + s) = p(t)p(s). En dérivant par rapport a
tona @/t +5) = @ (1)p(5).
Pour ¢ = 0, on obtient ¢'(s) = p(s)¢'(0).

0)'

Donc ¢(s) = e*#( u

Le groupe O(3) a deux composantes connexes. L'une c’est SO(3), qui
sont les matrices de déterminant 1, et 'autre c’est diag(1, 1, —1)SO(3).

On peut voir la sphére S? comme un ensemble de quaternions de la

forme (a_ b).
-b a
Ona $* = {M € H,det(M) = 1}.
L’espace affine tangent en Id est l'espace affine des (1, z2,91,¥2). Vu

dans Hl, I'espace vectoriel associé est celui des matrices de trace nulle
noté F.
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Lemme 5.0.2
Siz e E,e®eS3

Démonstration. det(e'®) = et™®@) =1, n

Lemme 5.0.3
E est stable par conjugaison (car tr l'est). La conjugaison est de plus
une isométrie et g — o, est un morphisme C*° de noyau {£1d}.

Démonstration. Comme || X||> = det(X) et que det et tr sont stables
par conjugaison, c’est fini. [ ]

Démonstration. On vérifie que ¢’est un morphisme.

La différentiabilité, apres choix de base orthonormée on se retrouve avec
une application a valeurs dans 9t3(R) dont chaque composante est une
formule en les variables x1, y1, 22, yo du type polynéme sur déterminant.

]

Proposition 5.1 Im(c) C SOs.

Démonstration. S est connexe et ¢ est continue donc son image est
connexe. Comme (1) = I3, 'image est incluse dans SOs. n

Proposition 5.2 exp : E — 8% est un difféomorphisme local en
0e L.

Démonstration. On peut composer exp par la projection sur {z; = 0}
restreinte & S3.

Cette nouvelle application satisfait les hypotheses du TIL, c¢’est donc
un difféomorphisme local.

Localement, S* est le graphe de ¢ : E — R.

En posant pil = ($2791>?/2) = (‘P(x2>?/1>?/2)a$2>?/1>?/2)a on constate
que exp est un difféomorphisme local d’'un voisinage de 0 € E dans un
voisinage de Id dans S®. n

Proposition 5.3 o est surjective.

Démonstration. On a dit que o est C*°. On peut parler de sa différen-
tielle.

Comme o(S?) C SO;, Do(Id)(E) est inclus dans l'espace tangent
TId(SOg) a 503 €n 13.

Or T14(S0;3) = Ker(D(M — M!M)(1d)) = Ker(M +— M +tM) = A
(matrices antisymétriques)
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Proposition 5.4 Do(Id) est injective.

Démonstration. Soit X dans son noyau et ¢ = o(e™).

© est un morphisme de groupes de R — SOj5 et :

Do e
% (0)Do(1d t =0) = Do(X) =0
22 0)Do(1a)o X (1 = 0) = Do(x)
car X € Ker(o).
Par ce quon a vu précédemment, si p(t) = Id, o(e*) = Id donc

e € Ker(o) = {+1d}.
Pour t = 0, e = Id donc par connexité, e = Id donc X = 0 puisque
exp est localement injective en 0. ]

On en déduit que Do(Id) : E — T, (SO3) est un isomorphisme.

o est un morphisme de groupes continu qui est donc ouverte (TIL)
en I’élément neutre de S3. Elle est donc ouverte partout (il suffit de
considérer o(go-) en Id).

Son image dans SO3 est donc ouverte. Comme elle est compacte, elle
est aussi fermée. Par connexité de SO3, Im(o) = SO;.

Donc o est surjective. ]

Par passage au quotient, on a S*/{+1Id} ~ SO3 via un morphisme de
groupe qui est aussi un homéomorphisme.

Or $3/{£1d} ~ P%. Donc S? est un revétement a deux feuillets de 3.
On verra plus tard que II; (PR) = Z/27Z pour n > 2.

Conclusion : [On a donc I1;(S0s, I3) ~ Z/27.
COROLLAIRE 5.1 II1(GL3(R)) ~ Z/27Z.

Démonstration. On a GL3 (R) ~ SOz x S5 .
Or S5 est convexe donc contractile.
Donc IT; (GL3 (R)) ~ I1,(SO3) ~ Z/27. n

5. Soit p : E — Xun homéomorphisme local avec E, X compacts et
connexes. Montrer que p : E — X est un revétement
On va montrer que pour tout z, p~'(z) est fini et son cardinal est
localement constant.
e Si p~!(zg) est infini, il existe (¢;); € E tel que p(e;) = xg et e; — €.
On a donc p(€) = x( et on a une contradiction avec la locale homéo-
morphismitude de p en xg.
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e On note p~!(zg) = {e1(xo), -+, en(z0)}-
Il existe V; ouverts autour de e;(xg) tel que p|y; soit un homéomor-
phisme. On pose U; = p(V;), U = | JU; et p~1(U) = (V.
Tout = € U admet un antécédent éails chaque V/ donzc i)n peut écrire
Card(p~'(x)) = Card(p~!(x0)).

e Réciproquement, supposons qu’il existe une suite x; € U qui tend
vers z avec Card(p~!(x;)) > Card(p~'(zp)).
{e1(x:), - -en(x;)} a n éléments et est contenu dans p~!(x;). Pour
chaque z;, on peut donc trouver (par hypothese) e distinct des e;(x;)
tel que p(el) = z;.

Quitte a extraire de €] une suite convergente, on a lim e} = ¢, avec
i—+00

par continuité p(ey) = xo.
Donc ef, € {e1(xg), - ,en(xo)}. Par symétrie, il est loisible de sup-
poser e, = e,. Comme p est un homéomorphisme localement en
en, il y a contradiction car e, (x;) et €, tendent vers e, et ont méme
image. Donc Card(p~'(x)) est localement constant donc constant par
connexité de E.
e On vérifie la définition de revétement en chaque xy. On prend V;
voisinage de e; assez petit et tel que p(V;) = U, ply, est un homéo-
n

morphisme et p~'(U) = | JVi.
i=1

6. Relévement de Uapplication p : z — 23 ?
On a h(z)® = 2% donc h(z) € {z,jz,j*2}. On pose Uy = {z, h(z) = 2},
Uy ={z,h(z) = jz} et Uy = {2, h(z) = j*2}.
Ce sont des fermés disjoints d'union C*.
Par connexité, h est une des applications Id, jId ou 52 Id.
On peut faire pareil avec z — 2"
7. Les translations z — z+k sont dans le groupe du revétement z +— e
et en fait forment le groupe d’icelus.
Soit f : C — C* continue.

Il existe g : C — C continue telle que expog = f. Si f est C'™, g aussi
et si f est holomorphe, g aussi.

Si f(0) =1, on demande g(0) = 0.

Soit z € C, on prend 7 le segment [0, z]. On définit g(z) comme I'ex-
trémité de f o~y.

Soit 7/ un autre chemin joignant 0 a z. Par simple connexité de C,
et 4" sont homotopes a extrémités fixes donc f o~y et f o~ aussi.
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Par le théoreme de relevement, les relevés de fo~ et fo+' dont homo-
topes a extrémités fixes donc ils ont méme arrivée donc g(z) est bien
définie.
De plus g est continue via la fin de la preuve du théoreme 3.4.
On a expog = f donc, comme exp est un C'*°-difféomorphisme sur un
voisinage de tout zp, g et C* en zy ssi f l'est.

8. Euziste-t-il h : C* — C* continue telle que h*(z) = z et h(1) =17
On note p : 2z + 2%. po h = Id donc 7(p) o w(h) = Id.

Comme 7(p) = k +— 2k, un tel h n’existe pas donc on n’a pas de
fonction racine carrée continue sur C*. (Idem pour les racines n-eémes)

5.4 Chapitre 4

1. La figure constituée de deux spheres tangentes intérieurement et celle
avec deux autres extérieurement sont homotopes. Cependant, il n’y a
aucun homéomorphisme de R?* — R? qui envoie 'une sur l'autre.

2. II; du tore a deux trous, privé d’un petit carré ¢ 7Z**.

3. Revétement universel d’une couronne ?
La couronne c’est S' x I et le revétement universel de S! est R.

Donc le revétement recherché est R2.

4. Soit p € C avec 0 < |p| < 1.

ZxC — C
[ n
(n,z) +— p'z

est une action continue libre et propre d'un groupe discret.
L’espace C*/p s’identifie & un tore et p : C* — C*/p est un revétement.
Les compacts pour la topologie associée a I'image par

I Rt xS! — RxS!
| (p,e®) o~ (log(p),e”)

de la topologie usuelle sont les fermés inclus dans une couronne stricte.

Les homothéties de rapport p" sont dans le groupe de revétement. Ré-
ciproquement, si h est dans le groupe de revétement, on choisit zy € C*,
h(zo) doit étre dans la méme orbite que zp.

Il existe donc n € Z tel que h(zy) = p" 2.
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Les automorphismes de revétement h et z — p™z coincident en zy donc
coincident partout.

On peut donc se représenter le tore comme R?/Z? (structure additive)
ou comme C*/{p",n € Z} (structure multiplicative).

5. On considére linvolution z — —1 considérée comme une action de
z

7)27.
Cette action est libre et stabilise la couronne C' de rayons % et 2.

N
N

Le quotient de la couronne par (o) est homéomorphe a la bande de
Moebius.

C' — Moebius est un revétement a deux feuillets.

On remarque que le ruban est non orientable mais a un revétement a
deux feuillets orientable.

On connait aussi le revétement & deux feuillets de P4 (non orientable)
par S? qui lest.

6. Eziste-t-il un revétement a deux feuillets de S dans le huit ?
Non, a cause du point au milieu.
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