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Chapitre 1

Espaces topologiques, espaces
métriques

1.1 Espaces topologiques : généralités

1.1.1 Espace topologique

Définition 1.1 Soit £ # @. Un espace topologique est un couple (F, T) ou
E est un ensemble et 7 C P(F) tel que :

o V(w;); €T, Juw; €.

iel

e 7 est stable par intersection finie.

e (0,FE) e

Les éléments de 7 sont appelés ouverts. On appelle fermés les wf. 7 est la
topologie sur F.

Définition 1.2 (Ordre sur les topologies) Soit F muni de 71 et 75.
On dit que 71 est plus grossiére que 7, ou que 75 est plus fine que 7y ssi
71 C To.

1.1.2 Notion de voisinage d’un point

Définition 1.3 Soit (E,7) un espace topologique et = € E.
On appelle voisinage de x tout V' C E contenant w € 7 avec = € w.
On note V, I'ensemble des voisinages de .

Proposition 1.1
e VV eV, VCV =V eV,

p
o V(Vi); e VI Vi € V,..

=1



CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

THEOREME 1.1 Soit (E,7) un espace topologique et w C E.
w est ouvert ssi w est un voisinage de tous ses points.

Démonstration.
= Clair
< Soit * € w. w est un voisinage de x donc il existe €2, C w ouvert
contenant x.
OnawcC U ), C w. Donc w est ouvert. [

TEW

1.1.3 Bases d’ouverts et de voisinages

Définition 1.4 B C 7 est une base d’ouverts ssi tout ouvert est réunion
d’ouverts de B.

B, C V, est une base de voisinages de = (ou systeme fondamental de
voisinages de ) ssi VV € V,, 3B € B,,x € BC V.

Proposition 1.2 Soit @ # B C 7 avec & € B.
B est une base d’ouverts ssi Vo € E, B, = {b € B,z € b} est une base de
voisinages de x.

Démonstration.
= Soit B base d’ouverts, z € E et V € V,.
Il existe w € Tavecx € w C V. Onaw = UDB; avec B; € B donc il
icl
existe 7o tel que z € B,y Cw C V et B;, € B,.
Donc B, est une base de voisinages de z
< On suppose que pour tout x € E, B, est une base de voisinages de x.
Soit w € T et x € w. w €V, donc il existe B € B, tel que x € B C w.
Notons b, la réunion des B tels que x € B Cw. On a w = U b,. Donc

TreEwW
B est une base d’ouverts. ]

Proposition 1.3 Soit £ un espace muni de deux topologies (11, 7) et B;
une base d’ouverts de 7;.
71 C Ty ssi Vr € E,VBl € Bl,mu HBQ € Bz,x,l’ € B2 C Bl

Démonstration.
= By € Bi, C 11 C 7 donc B; est un mp-voisinage de x donc, par
définition de B ,, il existe By € By, tel que x € By C By.
< Soit w € 7y et © € w. w est ouvert donc 7y-voisinage de x donc il existe
B, € By, tel que z € B; Cw.
Or, par hypothese, il existe By € By, tel que x € By C By C w. Donc
w est un 7y-voisinage de x. [
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1.2. ESPACES METRIQUES

Définition 1.5 (FE,7) est séparé (de HAUSDORFF) ssi

Vo # 2’ € B, (wy,wy) € T2 tel que & € wy, 0’ € wy et wy Nwy = @

Proposition 1.4 Dans un espace topologique séparé, tous les points sont
fermés.

Démonstration. Montrons que {z}¢ est ouvert ie qu'il est voisinage de tous
ses points.
Soit z # 2. Tl existe (wy, wy) € T2 tel que T € Wy, T’ € Wy et wNwy = 3.
En particulier, 2’ € w, C {x}°, ce qui conclut. u

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Distances et espaces métriques

Définition 1.6 On appelle distance sur E toute application de E? — R*
vérifiant :

e d(x,y)=0 ssi x=y

o d(x,y) = d(y,x)

o d(z,y) <d(z,z)+d(y, 2).

Définition 1.7 On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x € E

et de rayon n € RT et on note By(x,r) (resp. By(x,r)) 'ensemble {y €
E,d(z,y) <r} (resp. {y € E,d(z,y) <r}).

Définition 1.8 Soit (£, d) un espace métrique.
On appelle topologie associée a d la topologie 7; définie sur E par : 75 =

{weP(E),Vr € w,Ir > 0,£O3d(x,r) C w}.

Démonstration. C’est bien une topologie :
e J F €1y
p o
e Soit x € Nw;. Pour tout 4, il existe r; > 0 tel que By(x,r;) C w;.
i=1
o P
On pose r = min(r;) > 0. On a By(z,r) C Nw;.
i=1
e Soit z € Yuw;. Il existe iy tel que = € wy, et 7 > 0 tel que By(x,r) C
iel
Wio C Uwi. |
1€l
Proposition 1.5 Soit (£, d) un espace métrique. Les boules ouvertes sont
des ouverts de E. Elles forment une base d’ouverts de 74. Les boules fermées
sont des fermés de F.
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

Démonstration. . .
e On veut montrer que By(zg,r) € T4. Soit x € By(xg, ).

Soit y € E?d(:p,r —d(x,z)).
d(xo,y) < d(zo,x) +d(x,y) < d(zg,z) + 17 — d(x0,2) <71

D’ou le résultat.

e On veut montrer que By(zg,7) est fermée ie By(xo,7)¢ € 4.

Soit # € Bg(wo,r)¢. On a éd(:p,d(:p — 1) — 1) C Bg(wg,7)¢ donc
By(zo,7)¢ € 4.

e Notons B l'ensemble des boules ouvertes. Montrer que B est une base
d’ouverts revient & montrer que B, = {B € B,z € B} est une base de
voisinages de x pour tout z.

Soit V' € V, pour 74. Il existe w € 74 tel que x € w C V. Par définition,
il existe r > 0 tel que éd(a:, r) Cw C V. De plus éd(a:, r) € B, ce qui
assure le résultat. [ ]

COROLLAIRE 1.1 Tout ouvert de 14 est réunion de boules ouvertes.
COROLLAIRE 1.2

o {éd(x, r),r > 0} est une base de voisinages de x.

) {éd(x, 1), n € N*} est une base de voisinages DENOMBRABLE de .

Définition 1.9 On dit que (F, 7) est métrisable ssi il existe une distance d
sur E tel que 7 = 7.

CN de métrisabilité :
e Tout point doit avoir une base dénombrable de T-voisinages.
e [l doit étre séparé.

Remarque 1.1
e La topologie grossiere est non métrisable car non séparée.
e Toute topologie discréte est métrisable avec d(x,x") =1 — 044. (T4 est

une topologie discréte car By(x, ) = {x} est ouvert)

1.2.2 Comparaisons de structures métriques

THEOREME 1.2 Soit E un espace métrique muni de deux distances d; et
ds. Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que di < cds.
Alors 14, C Tq,.

o

Démonstration. ¥(z,r), Ba,(x,%) C Bg,(z,7) n
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1.3. AUTRES EXEMPLES DE TOPOLOGIES

Remarque 1.2 Dans le cas ot dy < cdy < ddy, on dit que les distances sont
fortement équivalentes, ce qui implique que T4, = T4, (i€ les distances sont
topologiquement équivalentes). La réciproque est fausse. (Exemple : dy(x,y) =
|r — y|, do(z,y) = |arctan(x) — arctan(y)|. On a 74, = T4y, do < di mais
d1 % Cdg.)

1.2.3 Cas des espaces vectoriels normés

Définition 1.10 Soit £ un R ou C espace vectoriel. On appelle norme sur
E toute application de E — R vérifiant :

o ||lz||=0 ssi =0

o [[Az][ = [A] ||

o [lz+ 2l < flfl + 2]

Remarque 1.3 d(z,2') = ||z — 2|| est alors une distance.

Proposition 1.6 Si E est un espace vectoriel normé muni de ||-||; et |||,
71 C 1y ssi Je >0 tel que |||, < el

Démonstration.
< Clair .
= B4(0,1) contient By(0,r) pour un certain r > 0.

Siz#0, |2 x3 | < 1donc [, < Z|jall,. n

]l o =1

7N

1.3 Autres exemples de topologies

1.3.1 Topologie induite

Définition 1.11 Soit (F,7) un espace topologique et A C E. On appelle
topologie induite sur A par 7 la topologie 74 définie par 74 = {wNA,w € 7}.

Remarque 1.4 (A, 7a) est parfois appelé sous-espace topologique de (E,T).
Masis les ouverts de T4 ne sont pas des ouverts de T en général.
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

Exemple : [—v/2,v/2] N Q dans Q muni de la topologie induite de R sur
Q. C’est un fermé de 7 car intersection d'un fermé de R avec Q. C’est aussi
un ouvert de 7.

Proposition 1.7 Si 1 =174, 74 = 14,.
Exemple : E = R2, A est le cercle de centre O et de rayon 1.
Bd‘A(O, 1) = et Fd‘A(O, 1) = A.

1.3.2 Topologie engendrée par une famille de parties

Définition 1.12 On appelle topologie engendrée par A C P(F) la plus

petite topologie contenant A : 74 = N 7.
TDA

Proposition 1.8 Les intersections finies des éléments de A forment une
base d’ouverts de 74.

1.3.3 Topologie produit

Définition 1.13 On appelle topologie produit sur E; x FE, la topologie
engendrée par les {wy X wo,w; € T,wy € To}. Ces éléments forment une base
d’ouverts.

Proposition 1.9 Soient (F1,d;) et (F2, d2) deux espaces métriques. La to-
pologie produit de 7,4, et de 74, est métrisable. Elle est associée aux distances
suivantes :

o dp(w,y) = {/(di(x1,91)? + da(w2, y2)7) pour p € N*.

o doo(z,y) = max(di(z1,y1), d2(22, y2)).

Démonstration. Boo((x1,x9),7) = By(z1,7) X Ba(xa,7) donc 7o, C 1.
Soit x € wy Xws. Il existe r; tel que B;(x;, ;) C w;. On pose r = min(ry, o)

(o]
et B(z,r) C wxws.
Donc 1 = 7. [ |

P
Définition 1.14 On appelle topologie produit sur ]:[EZ la topologie en-
i=1

P
gendrée par les {Hwi,‘v’i e [1,p],w; € 7',}. Ces éléments forment une base

i=1
d’ouverts. (L’opération est associative)
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1.3. AUTRES EXEMPLES DE TOPOLOGIES

Définition 1.15 On appelle topologie produit sur [[E; (avec E; # @) la
el
topologie engendrée par les :

{HQZ-,HJ finie C I vérifiant Vi € [\ J,Q; = E; et Vi € J,Q; € Ti}
i€l

Cet ensemble est stable par intersection donc il constitue une base d’ouverts.
Proposition 1.10 On suppose I non dénombrable et Card(E;) > 2. 71 est

non métrisable.

Démonstration. Supposons qu’il existe d tel que T =715et o € E = HEZ

i€l
éd(l’o’ %) D) HQZ(") > xg avec J,, C I finie telle que Vi € T\ J,,, QZ(”) = E,.
i€l
{ro} = A Balwo. 1) > ATIO" =] ( ng)'
n=1 n=lics iel \n=1

Pourig € I'\ U J,, N QZ(:) = FE;, qui est de cardinal supérieur a 2.
n>1

n=1

Donc Card({zo}) = 2. Contradiction. u

Proposition 1.11 Soit (E,, d,), une famille d’espaces métriques. La topo-

logie produit sur HEn est métrisable.

n>=0

Par exemple, 11 = 74, = 74, avec :

11E- — Rt

n=0
d1 .

(@) = D min{Ld (o)

11E. — Rt

. n=0
dp : © 1 dy(2n, Yn)

n:02n 1+ dn(l‘na yn)

Remarque 1.5 et min{1,d} sont topologiquement équivalentes.

1.3.4 Topologie quotient

Rappels : Si E est un espace et R une relation d’équivalence, on note
E/R V'ensemble des classes des éléments de E. On définit aussi :

JE — E/R
X':c»—>T
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

Définition 1.16 Si (E,7) est un espace topologique, on appelle topologie
quotient sur /R la topologie 7 définie par :

m={0c E/R,x '(0)er}

Démonstration. C’est bien une topologie :

o, E/R € 5%
< (UOf) = Ux 10y
el el

Remarque 1.6
e TR n'est pas forcément séparée méme si T [’est.
e Une condition nécessaire de séparation est que les points de Tr soient
fermés ie T est fermée pour tout x.
e [l n'y a pas de métrique naturelle associée a .

Exemples :

e £ =1[0,1], R est définie par 0 =T et si « ¢ {0,1}, T = {x}.
E/R est un cercle.

e F est un carré de coté 1. R est telle que chaque élément x des cotés
verticaux soit associé avec le point de 'autre coté vertical situé a la
méme hauteur que z, et que les autres soient seuls dans leur classe.
E/R est un cylindre.

e F est un carré de coté 1. R est telle que chaque élément x soit associé
avec le point du c6té opposé situé a la méme hauteur que x. F/R est
un tore.
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1.4. INTERIEUR, ADHERENCE, FRONTIERE, LIMITES

e F est un carré de coté 1. R est telle que chaque élément x des cotés
verticaux soit associé avec le point de l'autre coté vertical situé a la
méme hauteur que x, et que les autres soient associés a leur symétrique
par rapport au centre du carré. /R est une bouteille de KLEIN.

1.4 Intérieur, adhérence, frontiere, limites

1.4.1 Définitions

Définition 1.17 Soit (F,7) un espace topologique et A C F.

e a € F est dit adhérent & AssiVV € V,, VN A # @.
» Soit il existe V €V, tel que VN A = {a} : a est dit isolé.
» Soit pour tout V € V,, VN (A\{a}) # @ : a est un point d’accu-

mulation.

e On note A I'ensemble des points adhérents & A. A est appelé adhérence
(ou fermeture) de A.

e a € F est dit intérieur & Assi Jw € Tavecacw C Assi AeV,.

e On note A I'ensemble des points intérieurs a A. A est appelée intérieur

de A.

Proposition 1.12 A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Démonstration. Soit a € A. 1l existe w € T tel que a € w C A.

Pour tout x € w, v € A (par définition) donc A est voisinage de tous ses
points.

Onadeplus A= Jwouz €w C A [ |
1‘6;&

Proposition 1.13 A est le plus petit fermé contenant A.

oC

Démonstration. On montre que A = A¢. Le résultat en découle par la pro-
position précédente.
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

oC
aceA ssi AweT,acwCA
ssi YWweTacew=wnNA“#o
ssi a€ Ac

Définition 1.18 On définit la frontiere JA de A par 04 = A\ ;1
Proposition 1.14 0A est un fermé car 04 = AN Ac.

Définition 1.19 Soit (£, 7) un espace topologique et (), € EN.
On dit que a est une valeur d’adhérence de x ssi tout voisinage de a
contient une infinité de termes de z.

Proposition 1.15 a est une valeur d’adhérence de x ssi

S ﬂ {I‘N,ZL‘]\H_l,...} :X—N
NeN

Démonstration.

a est valeur d’adhérence de x ssi VV € V,,VN e N,dn > N,z, € V
ssi VWV eV, ,VNeNVNXy#9
ssi VN €N,a € Xy
ssi a€ ﬂX—N
NeN
[ ]

Proposition 1.16 L’ensemble des valeurs d’adhérences de x, noté adh(x)
est fermé.
Définition 1.20 Soit (E, 7) un espace topologique et (z,), € EV.

On dit que x converge vers a quand n — 400 et on écrit lim =z, = a ou

n——+00
T, — assiVV €V,,AN >0,Vn > N,z, € V.

n—-+o0o

Proposition 1.17 Si (F,7) est séparé, une suite a au plus une limite.

Démonstration. Soit a # o’ deux limites pour z. (E,T) est séparé donc il
existe (w,w’) tels que (a,d') Ew x W' et wNwW' = 2.

Il existe N > 0 tel que pour tout n > N, x, € w et il existe N’ > 0 tel
que pour tout n > N', z, € W'.

Pour n > max(N, N’), on a une contradiction. n
Remarque 1.7 Si lim =z, = a, alors a € adh(z) et Card(adh(z)) = 1.

n—-+4o0o
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1.5. CONTINUITE ET HOMEOMORPHISMES

1.4.2 Cas des espaces métriques

Remarque 1.8 Soit (E,d) un espace métrique.
lim z,=a ssi lim d(x,,a)=0
n—-—+o0o n—-—+o0o

Proposition 1.18 Soit (F,d) un espace métrique.
o A est fermé ssi A = A ssi Va,, € AN qui converge vers a € E, a € A.
e a € adh(z) ssi Jp € N¥ strictement croissante telle que ) — a.

Démonstration.
e = Claircarsi z,, > a,a € A= A.
< Montrons que A C A. Soit a € A.
Pour tout Ve V,,ona VNA# 2.

En particulier, By(a, +) N A # @ donc contient un élément noté .
1

d(x,,a) < — donc x,, — a et a € A par hypothese.
n

Donc A = A.
e & Clair car si o) — a, a € A.
= Soit a € adh(x).

Pour tout k, on note Ny, le premier n tel que x, € By(a, 117)-

1
d(zn,,a) < Z donc zy, — a. ]

1.5 Continuité et homéomorphismes

1.5.1 Définitions

Définition 1.21 Soient (F,7) et (E’, ") deux espaces topologiques.
o f:(E,7) — (E',7) est dite continue ssi V' € 7/, f~}(w') € T.
e (formulation équivalente) f : (E,7) — (E', 1) est dite continue ssi elle
Pest en tout x € E ssi Vo € E,VV' € Vi), f7HV') € V.

Démonstration.
= Soit x € E et V' € V(. Il existe w’ € 7/ tel que f(z) € w' C V"
On a donc z € f~Hw') € 7 donc fH(w') € V.
< Soit w' €7 et z € fHW).
On a f(x) € w' qui est alors un voisinage de f(x) donc f~1(w') € V,.
C’est donc un voisinage de tous ses points. Il appartient donc a 7. =

Définition 1.22 On dit que f est ouverte (resp. fermée) ssi I'image de tout
ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé)
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

Définition 1.23 f : (E,7) — (E’,7’) est un homéomorphisme ssi f est
bijective, continue telle que f~! soit continue (ie continue bijective ouverte).

Remarque 1.9 Soit E muni des topologies T et T'.
e 7 C7 ssi Id:(E,7")— (E,7) est continue.
e 7=7" ssi Id:(E,7") = (E,7) est un homéomorphisme.

1.5.2 Cas des espaces métriques

Proposition 1.19 [ : (E,d) — (E',7') est continue en x € E ssi V(z,,), €
EY, @, B x> () 5 fla).

Démonstration.
= (reste vrai pour f : (E,7) — (E', 7)) Soit (z,) tendant vers x via 74
et V' e Vf(J;)
On a f~Y(V') € V, donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N,
z, € f~1(V') donc f(x,) € V' donc f(z,) — f(x).
< (contraposée) Si f n’est pas continue en z, il existe V' € Vy(,) tel que
PV &V
Donc, pour tout n, il existe un z,, € éd(:c, %) tel que =, & f~H(V").
On a donc x, — x mais f(z,) # f(x) car aucun f(z,) n’appartient a
V. u
Remarque 1.10 Pour comparer T et 74 sur E/, on étudie la continuité séquen-
tielle de 1d : (E,7;) — (E,7). Celle-ci assure que (z, -3 x) = (f(zn) =

f(x)) ce qui assure T C 4.
En particulier, di et dy sont topologiquement équivalentes sur E ssi

d(xp,x) = 0= d(f(x,), f(x)) =0

Définition 1.24 f: (E,d) — (E',d') est dite :
e uniformément continue ssi Ve > 0,3n > 0,V(z,2') € E?,d(x,2') <n =
d'(f(z), f(a)) <e.
e lipschitzienne ssi 3k > 0,V(x,2') € B2, d'(f(z), f(2')) < kd(z, 7).
e holderienne ssi

3k > 0,3a €]0,1),¥(z,2") € E*,d'(f(x), f(2)) < kd(z,2')*

Remarque 1.11 Plus généralement, s’il existe w : R — RT wérifiant que
iiir(l)w(:p) =0 et V(x,2') € E?, d'(f(2), f(2") < w(d(z,2')), f est uniformé-
ment continue. La borne inférieure des w vérifiant cette propriété est appelé
module de continuité uniforme de f.
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1.5. CONTINUITE ET HOMEOMORPHISMES

1.5.3 Continuité et topologie induite

Proposition 1.20 Soit f : (E,7) — (E',7') continue et A C E.
fla: (A,7la) = (B, 7") et f: (E,7) = (f(E),7'|fx)) sont continues.

Démonstration. Soit w' € 7.

Ona (fla) () =f(W)NAeT|scar f7'()eT.

Soit w’ € 7| y(p), W' Sécrit wN f(E) et ona f~Hwn f(E)) = f(w) €
T. ]

Exemple : Montrer que [0, 1] et le cercle C de centre 0 et de rayon 1 ne
sont pas homéomorphes.
Supposons qu’ils le soient via f. Notons :

A oz - i)

x = f(x)

f reste un homéomorphisme & cause de la propriété précédente. Or, [0, 1]\
{%} n’est pas connexe alors que C'\ { f (%)} I’est. Le chapitre 2 conclut alors

a une contradiction.

1.5.4 Continuité et topologie produit

Proposition 1.21 Soit (F;, 7;); une famille de topologies et F = I_IEZ
i€l

X, 5 X ssi Viel, X! X'

Démonstration.
= Soit 19 € [ et w;, € T, On pose Q;, = w;, X l_IEZ
i#£1i0
Q;, € T et contient X donc contient une infinité des (X?),.
< Soit 2 € 11 contenant X de la forme Hwi X HEZ avec (; € T; et J

icJ i¢J

finie.

Pour tout i € J, il existe N; tel que pour tout n > N;, X! € Q,. Pour
n > max(V;);, X, € Q. ]

Proposition 1.22 La topologie de la convergence simple de (f,) € (FE)N
est une topologie produit : celle de ’ensemble des suites d’éléments de F
indicées par E.

COROLLAIRE 1.3 Cette topologie n’est pas métrisable quand E n’est pas
dénombrable et F' a plus de deux éléments.
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

Proposition 1.23 La fonction :

T (E’TH) - (EioaTio)
o (Xi)iel = X,

est continue.

Démonstration. Siwy, € 7y, T (wiy) = wiy X [[ Ei € . u
iio

Remarque 1.12 1 est la moins fine topologie qui fasse de tous les m; des

fonctions continues.

Proposition 1.24 f: (X,7) — (HEZ, TH> est continue ssi pour tout 7 € 1,
iel
m; o f Dest.

Démonstration.
= m; est continue donc 7; o f l'est.

<= 0= HQZ avec §2; = F; sauf sur une partie finie J de I ou €); € 7;.
i€l

) ={z € X, f(z) € Q}
={re X Vie Jm(f(x)) € Q}
= Q(Wiof)’l(ﬂi) €T
n

Remarque 1.18 Si f : R? — R est continue en (xq,yo), alors f1 : (x,y) —
f(z,yo) et fo i (z,y) — f(xo,y) le sont. La réciproque est fausse (considérer
par ezemple (z,y) — s ).

THEOREME 1.3  Soient f et g deux fonctions de (E,7) — (E',7") avec
(E', ") séparé.

Si f et g sont continues, alors {x € E, f(x) = g(x)} est fermé et Gy =
{(z,y) € Ex E',y= f(x)} aussi.

Démonstration.
e Résultat préliminaire : A = {(z,y) € E? y = x} est un fermé de
(E”, 1) dés que E’ est séparé.
Montrons que A° est ouvert. Si (z,y) € A, il existe w,,w, € 71 avec
Wy Nwy = .
Ceci assure w, X w, C A° donc A est ouvert.
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1.5. CONTINUITE ET HOMEOMORPHISMES

[ ]
[E -5 ExE
v o= (f(2)9(x))
est continue car f et g le sont donc {z € E, f(z) = g(x)} = T~1(A)
est fermé.
[

S{E — E'xE
@y = (f2),y)

est continue car 7 o f et my le sont donc Gy = S7H(A) est fermé. =

1.5.5 Continuité et topologie quotient

Proposition 1.25 Par définition de 7, x : = +— T est continue.
Définition 1.25 Soit f : £ — E’. On définit Ry par 2Rpy ssi  f(x) =
f(y). f se factorise sur E/R; en f définie par f = fox. f est alors injective
(et surjective ssi f l'est).

Proposition 1.26 f est continue ssi fl’est.

Démonstration.
< f= f o x donc f est continue.
= Soit w' € 7. fTNW) € T ssi X NfTUW)) €T ssi fTHW) €
T ssi [ est continue.
]

Exemple :

fzvu]ﬁ U

t — e2i7rt

est continue et surjective. De plus, f|j,1[ est injective et f(0) = f(1).
Ry est donc telle que 0 =1 et Vz €]0,1[, T = {z}.
f est alors bijective continue et ouverte donc c¢’est un homéomorphisme.

1.5.6 Continuité et espaces vectoriels normés
Proposition 1.27 Soit f : (E, ||-||z) = (£, ||||z/) linéaire.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue
2. f est continue en 0

3. f est bornée sur les bornés
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CHAPITRE 1. ESPACES TOPOLOGIQUES, ESPACES METRIQUES

4. f est lipschitzienne en 0

5. f est lipschitzienne

Démonstration.
1=2 Clairo
2=3 f1(Bg/(0,1)) est un voisinage de 0 dans E donc contient une

boule éE(O, T).
Donc f(éE(O,'r’)) C éE/(O,l). Donc, pour tout R, f(éE(O,R)) =
Bf(Bp(0,r)) C Br(0,2).
3 = 4 il existe R tel que f(Bg(0,1)) C I%E/(O, R).
Pour tout x # 0, f(ﬁ) € EEI(O R) donc (m)’

Donc ”f”( ””E’ R et f est R lipschitzienne en 0.

4 = 5 Clair par linéarité.
5=-1 f est lipschitzienne donc continue. [ ]

<
o

Définition 1.26 On définit

1Nl 2(p,pry = min{k, Vo € E, | f(2)|l 5 <k 2|z}

Proposition 1.28

f (@)l g

£l )= Ssup
CEED T emvey g
= sup || f(2)|g

z|| p=1
= sup ||f(z)|g

lell <1
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Chapitre 2

Connexité

2.1 Définitions

Définition 2.1 On dit qu'un espace topologique (E, T) est non connexe ssi
E = w; Uwsy avec wy,ws € 72 disjoints.

Ceci est équivalent a £ = F} U F; avec F et F; fermés disjoints (prendre
Fy = w§ et Fy = wf) et a E contient une partie ouverte fermée non triviale
(prendre wy).

Définition 2.2 Soit (F, 7) un espace topologique. (£, 7) est dit connexe ssi
(Jwy,we € 7 disjoints, ' = wy Uws) = w; = F ouwy = F.

Ceci est équivalent a (3Fy, Fy € 7¢ disjoints, F = F} U Fy) = F; = FE ou
F,=Feta A C FE est ouverte fermée non vide = A = F.

Définition 2.3 Soit (E,7) un espace topologique et A C E.

A est une partie connexe de E ssi (A, 7[4) est connexe ssi (Jwy,wy € 72
disjoints, A C wy Uws et wy Nws NA# &) = A Cwyou A C ws.
Remarque 2.1

o On a une définition similaire avec les fermés et les ouverts fermés.
e La connexité est une notion topologique donc elle se conserve par ho-
meéomorphisme

Exemple :
Q C R n’est pas convexe : Q = (] — 00, vV2[NQ) U (]v/2, +00[NQ).

w1 w2

wlﬁwgzgetW1¢E¢w2.
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CHAPITRE 2. CONNEXITE

2.2 Propriétés

2.2.1 Connexes de R

THEOREME 2.1 Les parties connexes de R en sont les intervalles.

Démonstration.

= On montre que si A C R vérifie Ja < b € A? et ¢ €]a, b[\A, alors A
est non connexe.
En effet, A = (]—00, ¢[NA)U(]e, +00[NA) qui sont non vides et disjoints.
En prenant la contraposée, si A est connexe, pour tout (a,b) € A,
[a,b] C A. Donc A est convexe donc c’est un intervalle.

< Montrons que I =|a, b avec —00 < a < b < +00 est connexe. Soit E
un ouvert fermé de I et ¢ € E.
Posons A={z € I,[c,x] CE}. A# @ (c€ A).
A est majoré par b donc A admet une borne supérieure ~.
Supposons v < b. Il existe (v,,) € AN croissant vers v € I.
E est fermé dans I donc v € E. Comme E est ouvert, il existe ¢ > 0
tel que v +¢ € F.
v+ ¢ € A donc il y a contradiction. Donc v = b.
On a donc [¢,b[C E. De méme, |a,c] C E donc I = E.

2.2.2 Connexes et fonctions continues

Proposition 2.1 L’image continue d'un connexe est connexe.

Démonstration. Soit f : (E,7) — (E',7") continue, et A C E connexe.
Si f(A) CwiUwsy avec wyNwyNf(A) =@, ona A C f~Hw)UfHws) et
fHwr) N f~Hwqy) N A = & donc (A connexe) A C f~Hw;) ou A C fHws).
Donc f(A) C wy ou f(A) C ws. u

COROLLAIRE 2.1 (TVI) Si f : (E,7) — R est continue et A C E est
conneze, f(A) est un intervalle.

Démonstration. Conséquence des deux propriétés précédentes. [ ]

COROLLAIRE 2.2 (E,T) est connexe ssi toute f : (E,7) — {0,1} continue
est constante.

Démonstration.
= Si f: (FE,7) = R est continue, f~1({0}) U f~*({1}) est une partition
de E. Or E est connexe donc f~1({0}) = @ ou f71({1}) = @.
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2.2. PROPRIETES

< Si F = w; Uwy avec w; Nwy = . On pose :

E — {0,1}
f: 2z — 0 size€w

r = 1 siz € ws

[ est continue car f~'({0}) et f~'({1}) sont ouverts. Donc f est
constante et w; = F ou wy = F. [
Donc E' est connexe.

COROLLAIRE 2.3
e R et R? ne sont pas homéomorphes.
e 10,1[, [0,1] et [0, 1] ne sont pas homéomorphes.
e A, B, C, D, E (vus comme sous-ensembles de R?) ne sont pas homé-
morphes.

Démonstration. Si f : R2 — R était un homéomorphisme, f : R?\ {0} —
R\ {f(0)} en serait un. Or R\ {f(0)} n’est pas connexe alors que R?\ {0}
est.

Donc R? et R ne sont pas homéomorphes. [ ]

THEOREME 2.2 Soit A C E et B un connexe tel que BNA # & et BNA® #
. Ona BNOA # @.

Démonstration. BN A, BN A° et BN 0A forment une partition de B.
Si BNOJA = @, on a une partition de B en deux ouverts non vides

disjoints. En effet, BN A # @ et BN0A = & donc BN A # &. De méme
BNA®#+ 2.
On a donc une contradiction car B est connexe. ]

Proposition 2.2 Soit (E,7) un espace topologique et A C E connexe.
Si B C E vérifie A C B C A, B est connexe.

Remarque 2.2 A est donc connnexze.
Démonstration. Si B C Fy U Fy avec F1NF, N B # &, alors A C F1 UF; et
FFNFKNA=0.

Donc A C F} ou A C Fs.

Donc A C Fy ou A C F, donc B C Fy ou B C F, donc B est connexe. =
Remarque 2.3

o A est connexe & A connexe (prendre un cone fermé de R?)
e A et B sont connexes # AN B est conneze :
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CHAPITRE 2. CONNEXITE

Proposition 2.3 Soit (F,7) un espace topologique et (A;);c; des connexes
tels que N A; # 2.
il

U A; est connexe.
i€l

iel el
2'6], AijlLJwg etwﬂﬁa&ﬂA#@.
Donc, pour tout 7 € I, A; C wy ou A; C wsy. Or il existe z € N A;.
iel
On peut donc supposer x € wy. On a alors A; C w; pour tout ¢ € I donc

UAZ C wq. |
iel

Démonstration. Si | A; C wyUws et wi NwyN (ﬂ Ai> # @&, alors, pour tout

Remarque 2.4 La propriété est aussi vraie si les A; ne sont pas disjoints
deur a deuz.

COROLLAIRE 2.4 Dans un espace vectoriel normé, tout convexe est connexe.

Démonstration. Soit C' un convexe et a € C. Pour tout x € C, [a,2] C C
donc C' = U [a, x].
zeC

Pour tout = € C, [a,z]| est connexe car homéomorphe a [0,1] via h :
ts (1 —t)a + ta.

De plus, a € N [a,z] donc C' est connexe. u
zeC

Remarque 2.5 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique,
ce qui signifie que c’est un espace vectoriel tel que + et - sont continues.

Définition 2.4 Soit (F,7) un espace topologique.
A C F est dite connexe par arcs ssi V,y € A%, 3y : [0,1] — A continue
avec 7(0) =z et y(1) = y.

COROLLAIRE 2.5 Toute partie connexe par arcs est connezxe.
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Démonstration. Soit A un connexe par arcs et a € A.
Pour tout x € A, il existe v, : [0,1] — A continue tel que 7,(0) = a et
(1) = .

72([0,1]) est connexe et on a A = U ([0, 1]).
z€A

Or a € N 7.([0,1]) donc A est connexe. u
z€A

Remarque 2.6 La réciproque est fausse : B = {(x,sin(2)),z €]0,1]} est
conneze car x — (x,sin(2)) est continue.

Donc B est connexe mais pas conneze par arcs : (0,0) n'est pas contini-
ment reliable d (2,1).

Proposition 2.4 Dans un espace vectoriel normé, tout ouvert connexe est
connexe par arcs.

Démonstration. Soit w un ouvert connexe et a € w.

A ={z € w,x est continiiment reliable & a}. a € A donc A # @.

Soit € A. w est un ouvert donc il existe r > 0 tel que B(z,r) C w.

Pour y € B(xz,r), 7, U [z,y] joint a & y donc B(z,r) C A. Donc A est
ouvert.

Soit b € ANw. Il existe (z,,), € AN qui converge vers b.

Il existe r > 0 tel que B(b,r) C w et ng tel que z,,, € B(b,r).

Vg U [Tng, 0] Telie a & b donc b € A donc A est fermé.

A est un ouvert fermé non vide de w connexe donc A = w. |

2.2.3 Notion de composante connexe

Définition 2.5 Soit (F,7) un espace topologique. On définit la relation R
par xRy ssi JC connexe contenant x et y.

THEOREME 2.3 R est une relation d’équivalence.

Démonstration. La symétrie et la réflexivité sont claires.
Si 2Ry et yRz, il existe C,Cy deux connexes tels que x,y € C] et
y,z € Cy. y € C1 N Cy done C7 U Cy est convexe et contient x et z. [

Définition 2.6 On appelle compostante connexe les classes de R (d’ott une
partition de tout espace topologique en ses composantes connexes).

Proposition 2.5 Toute composante connexe est fermée.

Démonstration. Si E = |JC;, C; est connexe et contient C;. Par transitivité,
el

UZ:CZ |
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CHAPITRE 2. CONNEXITE

Remarque 2.7 Si I est fini, les C; sont ouverts. Sinon, on ne peut rien dire
(dans Q les composantes connexes sont les points qui ne sont pas ouverts).

Lemme 2.3.1
FE; x E5 connexe ssi B et Ej le sont.

Démonstration. Soit f : Ey x Fy — {0, 1} continue.
fliz1}x B, est constante car {1} x Fy homéomorphe a F, donc connexe.
De méme, f|g, «{z,} est constante (et c’est la méme constante car (a1, )
appartient aux deux ensembles).
Donc f est constante. |

Proposition 2.6 <HEi,T7r> sont connexes ssi les (F;, ;) le sont.
icl
Démonstration.
< La continuité des projections assurent le résultat.
= Soit a € E. On pose w, = {(x;)ier,3J € Pr(I),Vi € I\ J,x; = a;}.
On va montrer que w, est connexe et dense.
A J fixée, wye = {x,Vi € I'\ J,z; = a;} est homéomorphe & [ E; donc

ieJ
est connexe.
Wy = U wje et a € N wje qui sont connexes donc w, est
JG'Pf(I) JG'Pf(I)
connexe.
Pour J finie, on pose w = [Jw; x [[E:.
J nNJ

On pose b € E tel que b; = a; sur I\ J et b; € w; sinon. b € Q Nw,
donc w, est dense.
w, est donc connexe donc F = @, l’est.
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Chapitre 3

Compacité

3.1 Définitions

Définition 3.1 On dit qu'un espace topologique (F, T) est compact ssi
e (E,T) est séparé.
e (BOREL-LEBESGUE) De tout recouvrement d’ouverts, on peut extraire
un recouvrement fini.

Remarque 3.1 Borel-Lebesque s’écrit aussi avec des fermés :

V(fi)ier & 7', ﬂfi =g = 3J € Ps(I), ﬂfz‘ =9
i€l ieJ
Proposition 3.1 Soit (E£,7) un compact et I’ une suite décroissante de
fermés non vides. Alors ﬂ F, #+ o.
n=0
Démonstration. Si I'intersection est vide, d’apres Borel-Lebesgue, il existe
J C I finie telle que ﬂ F,=0.

neJ
Avec ng = max J, ﬂ F, = F,, = @ d’ou la contradiction. [ |
neJ
Remarque 3.2
e R nlest pas compact car R = | J]n — 1,n + 1[ et pour tout k, k ¢

nez
Uln—1,n+1[.
n#k
e On a aussi une prewe avec des fermés : [)[n,+oo[= @ avec les

n=0
[n, +o00[ fermés non vides décroissants.
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CHAPITRE 3. COMPACITE

Définition 3.2 Soit (F,7) un espace topologique et K C E. K est dite
partie compacte de E ssi (K, Tx) est compact ssi :
o (K,Tk) est séparé
e K =J(wiNK)=3J I finie, K = |J(w; N K).
i€l ieJ
ssi
o (K, 7k) est séparé
o K C Uwi:>3JCIﬁnie,KC Uwi.
iel ieJ
Proposition 3.2 Si (F, 1) est séparé, K compact = K fermé.
Si (E,7) est compact, K fermé = K compact.

Démonstration.
e Soit z € K¢ Pour tout y € K, il existe w{, wi tels que y € w{, x € w)
et wf Nwl = 2.
K C |Jw! donc il existe (yi,...,y,) tel que K C | J wi".

reK 1<ir

KN ( ﬂ wgl) N K # @ donc xy € lgc donc K¢ ouvert et K fermé.

1<i<p
e Si [()(FiNK) =@, il existe J finie telle que [|(F; N K) # &.
el o7 icJ
De plus, si (F, T) est séparé, (K, ) le reste. [ |

Exemple : [0, 1] NQ n’est pas un compact de Q car il n’est pas fermé dans
R.

3.2 Propriétés

Proposition 3.3 Soit (E,7) un compact, x une suite d’éléments de E.
Alors z a une valeur d’adhérence et si celle-ci est unique x y converge.

Démonstration.

e adh(z) = N X, donc adh(z) est une intersection de fermés non vides.
neN

Donc adh(z) # @.

e Supposons adh(z) = {a}. Soit w un ouvert contenant a.

(X, Nw) = (ﬂTn) Nw’ =&
n=0 n>0
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Donc il existe J finie telle que () (X, Nw®) = & donc il existe n € J,

_ neJ

X, Nw=g.

Donc X,, Cwdonc X,, Cwet lim z, = a. [ |
n—-4oo

Proposition 3.4 L’image continue d'un compact est un compact si I’espace
d’arrivée est séparé.

Démonstration. Si f(K) C Jw], K C f~* <UW;> = JF ().
icl icl icl
11 existe alors J finie telle que K C | Jf~'(w)).
icJ
Donc f(K) C | Jw.. ]

icJ

Lemme 3.0.2
Dans un espace métrique, tout compact est borné.

Démonstration. Soit xg € K.
K C |JBa(wo,r) donc il existe R > 0 tel que K C By(zo, 7). n

r>0

COROLLAIRE 3.1 Si f : (E,7) — R est continue et K C E est compact,
f|i est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. f(K) est borné car compact. Donc il est fermé et contient
ses bornes. -

Définition 3.3 K est dit précompact ssi

Vp>0,3n € N,3(21,...,2,), K C |J Bl 1)

1<i<n

Proposition 3.5 Soit (E,d) un espace métrique.

K compact ssi Vo € K" adh(x) # @ et adh(z) C K

ssi Vo € KV, 3p € NY strictement croissante , o ¢ converge dans K

Démonstration.
1 = 2 vu dans les espaces topologiques.
2 = 3 définition de adh(z) dans un espace métrique.
3=1
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Lemme 3.0.3

Si K vérifie 3 avec K C Uwi, il existe py > 0 tel que pour tout x € K,
el

il existe i, tel que B(z, py) C w;,.

Démonstration. Supposons que Vpog > 0,32Vi, B(z, po) € w;.

Pour py = +, on définit une suite (z,,), € K.

Il existe donc ¢, tel que nl_l)I_iT_loo Tpm) =1 € K = Uwi.

iel
Il existe 7o tel que [ € w;, donc, comme w;, est ouvert, il existe € > 0,
B(l,e) C wy,.
Pour k assez grand B(z ), ﬁ) C B(l,e) C wj,.

En effet, pour tout z € B(zyw), ﬁ), d(z,1) < d(z,Tpm)) + d(@pm), 1)
qui tend vers 0.
Donc on a une contradiction. [

Lemme 3.0.4 (2)
Si K est séquentiellement compact, il est précompact.

Démonstration. On suppose que

dp>0,Yp =2 0,V2y,...2,, K & U B(x;, 1)

1<i<p
On construit x € KN tel que :
ro € K
Vie N,z € K\ ( U B(@-,p)) + @ par hypothése
1<y<i—1

Il existe [, ¢ tel que ngrfoo Ty(n) = [. Donc ngr}rloo d(Tpmy, 1) = 0.
Or cette suite est minorée par p a partir d'un certain rang. Donc contra-
diction. =

Soit K C Uwi avec w; ouverts.
el
D’apres le lemme 3.0.3, 3pg > 0,Vz € K, iy, B(z, po) C w;,-
D’apres le lemme 3.0.4, Ip, zq, ..., 2y, K C U B(z;, po) C U Wi, -
1<j<p 1<y<p
U Wi, est un recouvrement fini de K donc K vérifie Borel-Lebesgue.

1<j<p
[ |

THEOREME 3.1 DE TYCHONOFF Tout produit de compacts est compact.
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Démonstration.
e (Cas fini.
Soient K7, Ky deux compacts. On a déja vu que K x Ky était séparé.
Si K1 x Ko C Jw;, on a :

el

Uwi:UU(w{xwg): U wi x wh

iel ieljed; keK

Pour z; fixé dans K7, {x1} x K5 est compact car homéomorphe a Ko

donc il existe K, C K fini tel que {z;} x Ky C U wh x wh.
keKz,
T € ﬂ wfdoncch U ﬂ wf.
kerl fl'leKlk?Ele
Or, comme K; compact, K; C U ﬂ Wk
1<j<qk€Kz.
Donc K1 x Ko C | (Nwix U NNwsC U (whxwh).
1<j<qk€Kz 1<]<qk€Kz le{fini}

Donc Ky x K5 est Compact.
e Cas d’un produit dénombrable d’espaces métriques compacts.
n

On va montrer que K = HKi est séquentiellement compact.

i=1

Soit (XP), une suite d’éléments de K. On note X? = (22),,.

(«1), est une suite de K; donc il existe z1, ¢; tel que lim xfl(p) = 1.
p—r+00

(:L’gl(p))p est une suite de K5 donc il existe xs, @s tel que

lim xm(@z(p)) —
p—>+00 2

On construit ainsi par récurrence une suite (z,), et (¢n), tels que

hm x(@lo O‘pp)( ) =Z,.
p——+o00

Soit n fixé. Pour tout p > n, on a :

xfflon-wp)(p) — x7(1<p10---0<pn)((wr1O---O@p)(p))

Or ET (Pny10...00,)(p) = +oo donc lim zl¥ro-cen)p) = g .
p—+o0

p——+o00
Donc lim X(ro-22n)®) = (),
p——+00

Donc K est séquentiellement compact.
e Les autres cas sont admis. [ |

Proposition 3.6 Si K est compact et f : (K,d) — (E',d') continue, alors
f est uniformément continue.
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Démonstration. Supposons que f ne soit pas continue. Il existe € > 0 tel que
pour tout n > 0 il existe x,,, y, € K tel que d(z,,y,) < net d(f(z,), f(y,)) >
€.

Avec n = L, on obtient des suites (z;,), et (y,), dans K.

Il existe [, tel que nl_l)I_iT_loo Tpmy = 1. On a aussi nl_l)I_POO Yoy = [ car

lim d(l}p(n), y¢(n)) = 0.

n—-4o00

e <d(f(xom), [Wom)) < d(f(@pm)): f(1) +d(f ), f(Ypm)) = 0

D’ou une contradiction. ]

3.3 Compacité et espaces vectoriels normés

Lemme 3.1.1
Soit RY muni de la norme infinie et K C R¥.

K compact ssi K fermé borné

Démonstration.
= Déja fait
N
< K est borné donc K C [[[as, bs)-
i=1
Lemme 3.1.2
[a, b] est un compact de R.

Démonstration. Montrons la propriété de Borel-Lebesgue pour [a, b].

Si [a,b] C | Jw;, posons
icl

A={x,ela,b],3J, € Pr(I),[a,z] C dUi € Jyw;}

A# @ car a € A.

Soit z € A. [a,z] C | w; donc il existe iy tel que z € wy, qui est ouvert
donc il existe € > 0 tel que |z — &, + £[C wy,.

Donc |z — e,z + ¢[C A et A ouvert.

Soit (), € AY qui converge vers = € [a, b].

la, z,] C U w; et il existe iy tel que z € w;, donc il existe N > 0 tel

que Ty € Wi,-
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la,zn C U w; donc [a, z] C ( U wi) U w,-

i€y i€ sy
Donc z € A.
A est ouvert fermé de [a, b] qui est connexe donc A = [a, b] donc b € A
donc [a, b] compact. n
Donc K est fermé dans un compact, donc compact. [ ]

COROLLAIRE 3.2 Siz € (RM)N est bornée, on peut en extraire une sous-
suite convergente.

Démonstration. 1l existe R > 0 tel que pour tout n, z, € B(O, R) qui est
fermée bornée donc compacte donc séquentiellement compacte, ce qui assure
le résultat. [ ]

THEOREME 3.2 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie N et no-
tons (e, ...,en) une base de E.
e L’application :

RY [ll) = (];E,II-IIE)

T :
<x17"'7xN) = inei

est un homéomorphisme.
o K est compact ssi K est fermé borné.
e Les normes sont équivalentes.
e Toute application linéaire est continue.

Démonstration.
e T est clairement une bijection.

1T (@)l < Z|wz|llez||E 1o leezllE

Donc T est lipschitzienne donc continue.
Il reste & montrer que 7! est continue.
S = S,(0,1) est compact et :

T S — R
r = [[T(2)]g

est continue sur icelui donc T est minorée par T'(xy).

Ona 0 < T(xg) <T(x) pour tout x € S.

Donc pour tout z # 0, T(”x“ ) = T(x0) donc T~! est aussi lipschit-
zienne.
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e K compact ssi T1(K) compact ssi T~}(K) fermé borné ssi K fermé
borné.

e 7! est un homéomorphisme donc toutes les normes sont équivalentes
a la norme infinie.

e Les projections sont continues car on est en dimension finie, + et - sont
continues donc :

E - B

I ixiez = %xzf(e@)

le reste.
n

COROLLAIRE 3.3 Soit F' un sous-espace vectoriel de E avec dim(F) finie.
F est fermé.

Démonstration. Br(O, 1) est compacte donc fermé et F' reste fermé par di-
latation. |

COROLLAIRE 3.4 Pour tout f € C°([0,1],R), il existe P € R,[X] tel que
5= Pll= ot I -l

QERL[X

Démonstration.

- {@Rnpq,wu) > @)
Q > el

est continue et I\Qﬁim T(Q) =+oocar ||f = Q| = 11Q| = I fIl-
—+00

Il existe donc R > 0 tel que ||Q]| > R = T(Q) > 0 iﬂgfpq T(Q)+ 1.
€ERp
inf T = inf T ui est donc atteint car
QER,[X] (@) QEB(O,R) (@) a

B(O, R) est compacte. u

On a de plus

THEOREME 3.3 RIESZ Soit E un espace vectoriel normé.
Bg(0O,1) est compacte ssi dim(FE) est finie.

Démonstration. )
— — 1
= B = Bg(0,1) est compact donc précompact donc B C | JB(z;, 5)

i=1
Posons F' = Vect {xy,...,xp}.

1 3 1 1
BCF+-BC-F'+-BC...CF+ —
C +2 C2 +4 C - +2n

Donc B C F = F donc E C F. Donc dim(E) = p.
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< B est fermé borné donc compact. [ ]

THEOREME 3.4 Soit E un espace vectoriel normé et T : E — E linéaire
compacte (ie pour tout borné B, T(B) C K avec K compact).

SiA#0, dim({zx € E,T(x) = A\z}) est finie.

=E\

Démonstration. Bg,(0,1) = Bg(0,1) N E\ C $T(Bg(0,1)) qui est donc
inclus dans un compact.

Donc Bg, (O, 1) est fermé dans un compact donc compact et dim(E)) est
finie. |

3.4 Espace quotient

3.4.1 Topologie quotient

Définition 3.4 Soit E un espace vectoriel et ' un sous-espace de E. On
définit £/ F comme le quotient de F par la relation d’équivalence :

Ve,ye B x~y ssi x—y€eF

Proposition 3.7 Si F' est fermé, la topologie quotient sur E/F est une
topologie d’espace vectoriel normé via la norme :

”éHE/F = }Ielf, le = fllp = dle, F)

qui est indépendante du représentant.

Proposition 3.8 7 est la topologie quotient 7.

Démonstration. On a le diagramme :

E (E/F )
X2/
x1 =1Id
(E/F,7)

On veut montrer que 7 est continue et ouverte.

Elle est continue car linéaire et lipschitzienne en 0 (||x1(e)|| = ||e|| < |le])

Soit O un ouvert de (E/F, 7). Ona O = xa(x5 '(O)) car x; est surjective.

Donc ¥1(0) = X1(x2(x21(0))) = x1(x3'(0)) qui est bien un ouvert car
X1 est ouverte (y1(B(e, 7)) = B(x1(e),r)). u
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Proposition 3.9 Soit F un espace vectoriel normé, ¢ : E — R une forme
linéaire.
¢ est continue ssi Ker(y) est fermé.

Démonstration. Si ¢ est continue, Ker(y) = ¢~ 1({0}) est donc fermé.
Si Ker(ip) est fermé, soit ¢ = 0 et c’est fini, soit ¢ est surjective.

¥
E

R

X

E/Ker(p)

On a alors un isomorphisme ¢ entre E/ Ker(yp) et R = Im(yp).
On a donc dim(E/ Ker(¢)) = 1 donc ¢ est linéaire dans un espace de
dimension finie donc continue donc ¢ 'est aussi car y 1'est. |

3.4.2 Supplémentaires topologiques

Définition 3.5 Soit F un espace vectoriel normé, F' et G des sous-espaces
vectoriels de E tels que £ = F ¢ G.

On dit que F' et GG sont des supplémetaires topologiques ssi les projections
pr et pg sont continues.

Remarque 3.3 Comme pr + pg = 1d, pr continue ssi pg continue.
Proposition 3.10 Avec les mémes notations, si dim(F') est finie et G fermé,
F et G sont des supplémentaires topologiques.

Démonstration. On considere le diagramme :
pr

E F

X

PF

E/G

pr est injective car G = Ker(pg) et surjective car pp lest.
Donc dim(E/G) = dim(F’) qui est finie donc pr est continue et pp = proy
le reste. =

COROLLAIRE 3.5 Tout sous-espace vectoriel fermé de codimension finie
admet un supplémentaire topologique.
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Chapitre 4

Espaces complets

Le héros de I'histoire est un métrique (E,d).

4.1 Complétude, suites de Cauchy

4.1.1 Définition et propriétés

Définition 4.1 On dit qu'une suite u est de Cauchy ssi

Ve > 0,3IN > 0,Vn > N,Vp > N, d(uy,,u,) < ¢

On écrit alors p}qlgloo d(up, ug) = 0.
Proposition 4.1 Toute suite convergente est de Cauchy.

Remarque 4.1 wu, = n est de Cauchy dans R mais ne converge pas donc R
n’est pas complet.?

Proposition 4.2
e Toute suite de Cauchy est bornée.
e Toutes suite de Cauchy ayant une sous-suite convergente converge vers
la limite de cette derniere.
e Les applications uniformémént continues préservent la cauchytude.

Démonstration.
e En fixant p = N dans la définition, on a Vg > N, d(ug, uy) < € donc
pour tout ¢ > N, u, € B(uy,¢).
Donc u est ultimement bornée donc bornée.

1. pour la distance d : (x,y) — |arctan(z) — arctan(y)|
2. Toujours pour cette distance!
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e S'’il existe ¢, [ tel que uwo converge vers [, il existe K tel que pour tout
n> K, d(uq,(n),l) < E.
Il existe aussi K’ > K tel que pour tout n > K', ¢(n) > N.
On a alors pour tout p > N, d(uy, 1) < d(up, upkry) + d(upkry, 1) < 2.
Donc u converge vers |.

e Soit f: (E,d) — (F',d") uniformément continue et v de Cauchy dans
(E,d).
Soit 7 > 0, par uniforme continuité, il existe € > 0 tel que d(z,y) <
e=d(z,y) <n.
Or, pour p,q > N, d(u,, u,) < e donc d'(f(uy), f(u,)) < n.

Définition 4.2 On dit que d et d’ sont équivalentes ssi Id : (E,d) — (F,d)
est continue ouverte.

4.1.2 Applications

Proposition 4.3 Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Démonstration. Soit E 'espace vectoriel normé, n = dim(F) finie.

On a vu que, si (ey, ..., e,) est une base de F,
E - R"
T : i
r=> wie; > (T1,...,2,)
i=1

est une bijection linéaire continue donc uniformément continue.

Donc il suffit de montrer R™ complet. Il suffit de le montrer pour la norme
infinie car les normes y sont équivalentes.

Si (z*) est de Cauchy, pour tout 4, (z}); est de Cauchy dans R qui est
complet donc converge vers x;.

On a donc z* qui converge vers z = (x1,...,x,). [ |

Remarque 4.2 (C°([0,1]), |||l,) n’est pas complet :
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I

O fm—m————— =

N[
|
3=

1

onallfy~tfill, = |

1
2

|ﬁ®_ﬁm“<ﬁiﬁ®+ﬁ@a:%

1
2 p

=

Donc (fn)n de Cauchy mais ne converge pas. Si (fn)n converge vers f, on
1 1
a/1 |fu(t) — f(t)]dt — 0 donc/1 |1 — f(t)dt =0 et f =1 presque partout

sur |3, 1].
On a de méme f = 0 presque partout sur [0, %[ donc f a une forte tendance
a ne pas étre continue.

Proposition 4.4 Soit X un ensemble non vide et (E, d) un espace métrique.
On note Fy(X, F) Pensemble des fonctions de EX bornées et on définit
la distance (habituelle) par do.(f,g) = sup d(f(z), g(x)).
zeX

Si (E,d) est complet, (Fp(X, E), ds) l'est aussi.

Démonstration. Soit (f,), de Cauchy dans (F,(X, E),dw).

Par définition de d,, on a pour tout x € X et p,q > N, d(f,(x), f,(z)) < e
donc (f,(x)), est de Cauchy dans E donc y converge vers f(z).

Avec ¢ — +oo dans la définition de la cauchytude, on a pour tout z,
d(fp(z), f(z)) < e donc doo(fp, f) < € donc (f,,), converge uniformément
vers f. [ ]

Proposition 4.5 Soit (E,d) un complet, F' C E.
(F,d|r) est complet ssi F est fermé dans F.

Démonstration.
= Soit (f,), une suite de F' qui converge vers f € E. (f,), est de Cauchy
dans E donc dans F' donc y converge donc f € F' et F' fermé.
< Soit (fn)n de Cauchy dans F.
Elle est de Cauchy dans E donc y converge vers f € E donc, comme
F fermé, f € F et (f,), converge dans F'. [
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Proposition 4.6
e (C([0,1]), [[lo) est complet.
o (Cy(]0,1]), |||l ) est complet.
o (Co(0.1) = {u € C(0, 1], lim u(a) = limu(z) = O}, -]..) est conn-
plet.
e Pour tout ouvert borné Q de R*, C(9Q), Cy(Q2),

Co(Q) = {u € C(Q), ulon = 0}

, 1°° = {suites bornées}, ¢y = {(un), € 1%, 1_131 u, = 0} et ¢ =
n o
{suites convergentes} sont complets munis de |||

e L.(E,F) est complet pour la norme induite si F' est.
e En particulier, L.(F,R) est toujours complet.

Démonstration.

e Montrons le premier point. Les quatre premiers points se font de la
méme facon.
On sait que C([0,1]) C F4([0, 1]) donc si on montre C([0, 1]) fermé dans
Fu([0,1]), on a le résultat.
Or les limites uniformes de suites de fonctions continues restent conti-
nues d’ou le résultat.

e On peut appliquer le résultat précédent car la norme induite est bien

la norme uniforme : || f|| = Hf”Loo(Ef,F)' n

4.2 Quelques théoremes importants

4.2.1 Théoreme du point fixe

THEOREME 4.1 (POINT FIXE CONTRACTANT) Soit (E,d) un complet.
Toute application T : E — E strictement contractante (il existe k € [0, 1],
tel que pour tout x,y € E, d(T(x),T(y)) < kd(x,y)) admet un unique point

fize.

Démonstration.
3 (méthode d’itération de Picard)
Considérons la suite de E' définie par :

{un+1 = T(uy,)

Ug € E choisi

Montrons que cette suite converge.
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Pour tout n,p,q avec p < ¢, on a :

A(tni1, un) < d(T(un), T(un-1)) < kd(tn, tun_1) < K"d(u1, uo)

q—1 q—1
d(upvuq) < Zd<un+17un) < and(uhuo)
n=p n=p

Donc, u est de Cauchy donc convergente. Notons [ sa limite.
On a alors, comme 7" est contractante donc continue, [ = T'(1).

I Si u et u' sont deux points fixes, d(u,u') = d(T(u),T'(v')) < kd(u,u).
Comme k < 1, u =1 [

Remarque 4.3

o C’est faux si E n’est pas complet : si £ =|0,1], x — § n’a pas de point
fize.

e On a besoin d’une constante de Lipschitz uniforme : avec [’hypothése
d(T(x),T(y)) < d(z,y), ¢ca ne marche pas.
Par exemple si E =R et T = x+— 1+ 22, on a |T'(x)| <1 pour tout
x donc, par le théoréme des accroissements finis, |T(x)—T(y)| < |x—y|.
Cependant, © = /1 + 22 n’a pas de solutions dans R.

o (e théoreme est l'outil essentiel pour la démonstration du théoreme de
CAUCHY-LIPSCHITZ et du théoreme des fonctions implicites.

4.2.2 Prolongement des applications continues

THEOREME 4.2 (PROLONGEMENT) Soient (E,d) et (E',d’) deuz métriques
complets, D C E dense.

SiT : D — E' est uniformément continue, il existe un unique prolonge-
ment T uniformément continue de T da E.

Remarque 4.4 SiT est aussi linéaire et E, E' des espaces vectoriels normés,
alors T reste linéaire. Si de plus T est une isométrie, T aussi.

Démonstration. Soit x € E.

Il existe (z,), € DY qui converge vers x. Cette suite est donc de Cauchy.

Puisque T est uniformément continue, (7'(x,)), est de Cauchy donc elle

converge.

e La limite ne dépend que de z. En effet, si (z}), converge vers z,
d'(T(x,), T(x))) tend vers 0 car d(z,,z)) tend vers 0 et T est uni-
formément continue.

Donc lim T(z,)= lim T(x)). On note T(x) cette limite.

n—-+4o00 n—-+o0o

e On a de plus clairement T|p = T.
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e Montrons que T est unformément continue.
Soient x,y € E avec r = limz,, et y = lim y,,.
A (T(2). T(y) = lim_d'(T(x,). T(y,).
Or pour tout € > 0, et n assez grand,

d'(T(n), T(yn)) < wr(d(zn,yn)) < wr(d(z,y) +¢)

avec wr(r) = sup{d'(T(x),T(y)),d(x,y) < r} le module de continuité
uniforme de 7'

Donc d'(T(x), T(y)) < wr(d(z,y)) donc T est uniformément continue
et a le méme module de continuité uniforme que 7. ]

Application : Construction de 'intégrale de Riemann.

On pose D l'ensemble des fonctions en escalier de [a,b] dans R, E' = R
et :

D — F
T: “

fom= Y filwin —m)
i=1

Ona |T(f)] < (b—a) | fll,, donc, comme T est linéaire elle est uniformé-
ment continue et on peut la prolonger a £ = D = C([a, b],R).

On peut aussi étendre 'intégrale aux limites uniformes de fonctions en
escalier (fonctions réglées). Ce sont les fonctions qui ont une limite a gauche
et a droite en tous points.

Une deuxieme : Transformée de Fourier dans R™.

Pour tout &, f(£) = /Nei<5’x>f(:p) dx. est bien définie si f € L'(R").
R
Al <elfle

Par densité de L' N L? dans L2, f — [ se prolonge & L? entier mais le
prolongement n’est pas donné par l'intégrale.

On montre que si f € L' N L2,

4.2.3 Complétion

Définition 4.3 On dit que (E’,d’) est un complété de (E, d) ssi (E’',d’) est
complet et existe une isométrie I : E — E’ telle que I(F) soit dense dans
E.
THEOREME 4.3 (UNICITE DU COMPLETE) Soit (E,d) un métrique.

S’il existe un complété E' de E, il est unique au sens ou si (E",d") est
un autre complété, E' et E" sont isométriques. On dit que (E',d') et (E",d")
sont des réalisations du complété de F.
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Démonstration. Onal : E— E' et I' : E — E".

Considérons I o I'"' : I'(E) — E’. C’est une isométrie.

Par densité de I'(E) dans E”, on peut la prolonger en une isométrie I”
de E” dans E’. Montrons que celle-ci est surjective (on a déja I'injectivité).

I"(E") est dense car elle contient I'( ) qui est dense. De plus, I”(E") est
fermée (car E” est complet donc I”(E") aussi) dans E’ donc ["(E") = E' et
on a la surjectivité. [ ]

THEOREME 4.4 Soit (E,d) un métrique. 1l admet un complété.

Démonstration. Posons E' = S(E)/ ~ avec S(E) l'ensemble des suites de
Cauchy de F et ~ la relation d’équivalence :

(Tp)n ~ (Yn)n ssi lim d(zp,y,) =0

n—-+o00

Posons x la surjection canonique de S(E) — E’ et d’ la distance sur F’
définie par d'(x((zn)n), X((Yn)n)) = lim d(z,,y,). Montrons que la limite

n—-+o0o
existe et que cette définition est indépendante du représentant.

e Onald(z, 2')—d(y, y)| < d(z, y)+d(x',y’) done |d(zy, yy) — (g, yy)| <
d(@p, Tq) + d(Yp, yq) — 0.

Donc (d(Zp, Yn))n est de Cauchy donc la limite existe.

o Si(2))n ~ (@n)n €t (Yp)n ~ Wn)n, [d(n, yn) — d(zh, yp)| < d(@n, 27,) +
d(yn,y,) — 0 donc la définition est indépendante du représentant.

e (C’est de plus une distance : c¢’est clairement symétrique, c¢a vérifie I'in-
égalité triangulaire d’apres celle de d et le troisieme axiome a vérifier
est vraie par définition de E’.

e (E,d) s’injecte isométriquement et densément dans (E’, d’). Posons :

7. E — F
I A S A
C’est bien une isométrie : d'(I(z), I(y)) = 1_1>1£1 d(z,y) =d(z,y).

I(E) est de plus dense : soit x((xy),) € E', on a d'(x((zn)n), [(xp)) =
lim d(z,,z,) = d,.

n——+00
Et ona lim d, =0 car les suites sont de Cauchy.
p—r+00
o Il reste & montrer que (E’,d’) est complet, ce qui est laissé en exercice.

Autre démonstration. Posons :

I (E,d) — (F(E,R),dy)
" a = d(-,a)
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I est une isométrie car do.(d(-, a),d(-,b)) = sup |d(z,a) —d(x,b)| < d(a,b)
zel
et c’est une égalité car x = a réalise le sup.

I(E) est un fermé dans un complet donc complet, c’est une réalisation
du complété de E. [ ]

Remarque 4.5 Si E est un espace vectoriel normé, il admet un complété qui
est lui-méme un espace vectoriel normé (Banach)

4.2.4 Théoréme de BAIRE

THEOREME 4.5 BAIRE Soit (E,d) un complet.
o Toute intersection dénombrable d’ouverts dense est dense.
o (Ce qui est équivalent) Toute union dénombrable de fermés d’intérieur
vide est d’intérieur vide.

Démonstration. On a le lemme :

Lemme 4.5.1
Soit (F,), une suite décroissante de fermés non vides dont le diametre tend
vers 0.

ﬂ F,, est un singleton.

n=0
Démonstration. 1l y a au plus un point car le diametre tend vers 0.
Soit x,, € F,. (x,), est de Cauchy car les diamétres tendent vers 0.

Donc (z,), converge vers x donc = € ﬂ E,. ]
n>=0

Remarque 4.6 On ne peut pas supprimer ’hypothése 6(F,) — 0 sinon [’in-
tersection peut méme étre vide.

Soit (€2,,), une suite d’ouverts dense.

Montrons que ﬂ Q,, est encore dense, ie que si w est un ouvert non vide,
n=0

wn (ﬂ Qn) #* O.
n=0
wN € #  car Q) est dense. Comme cette intersection est ouverte, il
existe 1,7 > 0 tel que wNQy D B(xy,ry) C B(ay, 2.
wn Ql N QQ D) E(l’l, %) N QQ D) B(l’l, %) N QQ D) B(.TQ, TQ) C E(I‘Q, %)
Par récurrence et par densité, on construit des boules emboitées dont
l'intersection est (par le lemme précédent) un singleton.

Icelui est inclus dans w N ﬂ F,, | qui en devient non vide. [ ]
n=0
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4.2. QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

COROLLAIRE 4.1 Aucun espace de Banach de dimension infinie ne peut
avoir de base dénombrable.

Démonstration. Supposons que (e,), soit une base dénombrable. L’espace
E,, = Vect {(e;)i<n} est un fermé (clair) et d’intérieur vide car sinon on a une
contradiction avec le théoreme de Baire. ]

COROLLAIRE 4.2 [l n’existe pas de norme sur R[X] qui le rende complet.

4.2.5 Théoréeme de STONE-WEIERSTRASS
Cas réel

Soit X un compact et H C C°(X,R) muni de la norme ||| ..
Le théoréme de Stone-Weierstall donne des conditions suffisantes sur H
pour qu'il soit dense dans C°(X, R).

Définition 4.4 Soit H une sous-algebre de C°( X, R).
H est dite séparante ssi pour tout x # 2’ € X, il existe u € H tel que
THEOREME 4.6 Soit H C C°(X,R).

Si H est une sous-algébre séparante qui contient les constantes, alors H
est dense.

COROLLAIRE 4.3 Pour X = [0,1], les fonctions polynomiales forment un
sous-espace dense dans C°([0,1],R).

Remarque 4.7

e ('a marche aussi pour les fonctions polynomiales en n variables.

e On en déduit que les fonctions C*™ sont denses dans C°(X,R).

o L’ensemble des fonctions combinaisons linéaires de fonction de la forme

(x,y) — f(z)g(y) avec f,g continues.

Définition 4.5 Un espace vectoriel est dit réticulé ssi pour tout u,v € H,
sup(u,v) € H et inf(u,v) € H.
THEOREME 4.7 Soit H € 4(C°(X,R))? réticulé, séparant et contenant les
constantes. H est dense.

Remarque 4.8 (Ca montre que les fonctions lipschitziennes sont denses. En
effet, la seule difficulté consiste a montrer que leur ensemble est réticulé.

On peut remarquer que sup(u,v) = %‘”7”‘ Comme on a affaire a un
espace vectoriel, il suffit de montrer que |u| est lipschitzienne, ce qui est vrai
car [[ul(z) — ul(9)] < u(x) — u(y)] < kalo — .

3. La grafimannienne
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THEOREME 4.8 Le théoréme 4.6 est une conséquence du théoréme 4.7.

Démonstration. Soit H une sous-algebre séparante contenant les constantes.
On va montrer que H vérifie les hypotheéses de théoréme 4.7.
H est une sous-algebre séparante qui contient les constantes, il reste donc
a montrer qu’elle est réticulée. Comme on a vu précédemment, il suffit de
montrer que pour tout u € H, |u| € H.

THEOREME 4.9 DINTI Si (f,), est une suite croissante de fonctions conti-
nues qui converge simplement vers f continue, alors on a une convergence
uniforme de (f,)n vers f.

Démonstration. Soit € > 0 et F,, = {x € X,|f(x) — fu(x)| > €}. Les F,
forment une suite de fermés décroissants d’intersection vide car f,, converge

simplement.

Comme X est compact, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, F,, = &.
D’ou la convergence uniforme. [ ]
Lemme 4.9.1
La suite de polynomes définie par :

X? - p?
P():Oet Pn+1:Pn+Tn

converge uniformément sur [—1, 1] vers la fonction x — |z|.

Démonstration. On montre par récurrence que ce sont des polyndémes et que
0< P,(r) < r|.
On a de plus une convergence simple. Par DINI, on a le résultat. ]

Soit (P,), la suite de polynémes du lemme et u € H.

En considérant —t—, on peut supposer ||u||,, <1, on a ||P,(u) —u| =

l[ull oo o0
sup | Py (u(z)) — u(z)[| < sup |Po(x) —[z|] = 0.
zeX z€[—1,1]
Donc |u| € H.
Donc H vérifie les hypotheése du théoréme 4.7 donc H est dense donc H
est. |

Définition 4.6 On dit que H est fortement séparant ssi pour tout x # z’ €
X et o,/ € R, il existe u € H tel que u(z) = a et u(z’) = o'.
Lemme 4.9.2

Si Card(X) > 1 et si H C C°(X,R) réticulé et fortement séparant, alors H
est dense.
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Démonstration de : Lemme = Théoréme 4.7. Soit H qui vérifie les hypo-
theses du théoreme 4.7. Montrons qu’il est fortement séparant.
Soit x £ 2’ € X et a,a’ € R.
Il existe u € H tel que u(x) # u(2’).
On cherche A\, i € R tel que Au(z) + p = a et Au(z’) +p =o'
Or ce systeme a une solution en A, u car son déterminant est u(z') —u(x).
Donc H est fortement séparant. Donc H est dense. [ ]

Démonstration du lemme. Soit f € C°(X,R), € > 0 et x fixé.

Pour tout 2/ € H, il existe u, € H tel que uy(x) = f(x) et uy (') =
7).

On pose Oy = {y € X, u(y) > f(y) —e}. Cest un ouvert qui contient
x et x'. )

Ona X = U O, mais X est compact donc X = UOx;.

' F#x i=1

Posons v, = sup{ug, ..., ux } € H car H est réticulé.

On a v,(z) = f(x) et v,(2') > f(2') — ¢ pour tout 2’ € X.

On pose O* = {2’ € X,v,(2") < f(2') +e}. C'est un ouvert qui contient

q

retona X = U O* donc par compacité, X = UO%’.

zeX j=1
Posons v = inf{v,,,...,vs,}. On a alors ||u — f|, < € avec u € H. Donc
H est dense dans C°(X,R). ]

Cas complexe

THEOREME 4.10 Soit H C C°(X,C).
Si H est une sous-algébre séparante stable par conjuguaison et qui contient
les constantes, alors H est dense.

COROLLAIRE 4.4 (STONE-WEIERSTRASS TRIGONOMETRIQUE) Les poly-
nomes trigonométriques (en €*) sont denses dans les fonctions continues
périodiques.

4.3 Criteres de complétude

4.3.1 Convergence absolue

Définition 4.7 On dit qur la série de terme général (u,), est absolument

convergente ssi ngrfoo];o ||lug|| existe.
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Proposition 4.7 Soit £ un espace vectoriel normé.
E' est complet ssi toute série absolument convergente converge.

Démonstration.
= Soit (u,), absolument convergente. On va montrer qu’elle est conver-
gente via la cauchytude des sommes partielles : si p < ¢,

q

< D el —0

n=p+1

q
= > un

n=p+1

q p
>u,— Yu,
n=0 n=0

< Soit (u,), une suite de Cauchy.
On peut en extraire une sous-suite qui converge rapidement

1

oty = o < on

(C’est possible car u est de Cauchy : il suffit de mettre 5. dans la

définition de la cauchytude de u.)

Donc la série de terme général (Up(n11) — Up(n))n €St absolument conver-
gente. Donc les sommes partielles convergent. Or icelles valent w,n) —
Uy(0) donc v admet une valeur d’adhérence donc elle y converge.

Donc E est complet. [ ]
Applications :
o L! est complet
e Définition de exp, sin, cos, (I, + -)~! dans M, (K) : eM = Z—' qui
— n!

converge absolument (si on prend une norme d’algebre, mais ce choix
nous chaut peu puisqu’on est en dimension finie et que les normes sont
donc équivalentes).

Proposition 4.8 Soient E et F' des espaces de Banach.
L’ensemble des application linéaires inversibles a réciproque continue est
un ouvert de L.(E, F).

4.3.2 Produits d’espaces complets

THEOREME 4.11 Un produit dénombrable d’espaces métriques est complet
pour la distance :

d(X,Y) = i min{1, d;(LXn, Y.}

n=1
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Démonstration. On sait que la topologie associée est la topologie produit.

Soit (XP?), de Cauchy.

On a d(X?, X?) — 0 pour p,q — +oo donc d,,(XP, X?) — 0 donc XP est
de Cauchy donc converge vers X,.

On a donc la convergence de (X7?), vers X = (X,,), pour la topologie
produit, donc pour la distance ci-dessus. [ ]

Remarque 4.9 Le résultat subsiste pour des distances pour lesquelles les pro-
jections sont uniformément continues.
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Chapitre 5

Exercices

1. Un compact métrique est complet.
2. Soit (F,d) un complet et K C E.

On dit que K est relativement compact ssi K est compact (ie pour toute
suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite qui converge dans

K)

Montrer que K est relativement compact ssi K est précompact.
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