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1 Exercice 1: point de minimum et points selles

On considére la fonction suivante définie dans R2:

flz,y) =3z — P + 2% +y? — 1.

1. Vérifier que la fonction est au moins de classe C? dans R2.
2. Calculer le gradient de f en tout point (x,y) de R? et montrer qu’il existe trois points critiques.
3. Calculer la matrice hessienne Hy(x,y) en tout point (z,y) de R? puis aux points critiques.

4. Montrer qu’un des points critiques est un point de minimum local et que les deux autres points
critiques sont des points selles.

2 Exercice 2: fonction de Rosenbrock

On considére la fonction suivante définie dans R?, dite fonction de Rosenbrock:

f(l’l,ICQ) = 100 * (CL’Q — $§)2 + (]. — $1)2.

1. Calculer le gradient de f en tout point = (x1,z3) et montrer qu’il existe un unique point
critique.

2. Calculer la matrice hessienne Hy(x1,z2) en tout point (x1,z2) puis au point critique.

3. Vérifier que la matrice hessienne au point critique est symétrique définie positive. Que peut-on
en conclure 7

4. Montrer que le point critique est un point de minimum global.



3 Exercice 3: moyenne et variance empiriques

Soit n € N avec n > 2 et ay,as9,...,a, € R. On suppose que les a; ne sont pas tous égaux.
On considére le probléme de maximisation max(,, o)eRx]0,400[ 9(1, ) Ol

otin,0) =[] oy exo(= )

1. Montrer que le probléme est équivalent & minimiser la fonction f définie par
f(m, o) = —log(g(m,0)).

2. Montrer qu’il existe un unique point critique et le déterminer.

3. Montrer que ce point critique est un point de minimum local.

4 Exercice 4: nuage de points en 3D

Soit m un entier naturel non nul. Dans ’espace R?, on considére un nuage de m points A;,i =1,...,m
de coordonnées (a;,b;,c;)*,i = 1,...,m. On cherche un point M de coordonnées (z,y,z)T "proche"
des points A;.

Soit f la fonction de R3 dans R définie par

m

f(xvyv Z) = Z[(.’L‘ - ai)Q + (y - bl)z + (Z - ci)2]'

i=1

On admet que f est de classe C%(R3).
1. Interpréter géométriquement la fonction f.

2. Calculer le gradient V f(z,y,2) € R? et la matrice hessienne H(z,y,2) € R**3 en tout point
(2,9,2)T de R3.

3. Montrer que le probléme min, ,, .yrers f(2, 9, z) a une unique solution.
4. Calculer cette solution.

5. Interpréter géométriquement cette solution.



	Exercice 1: point de minimum et points selles
	Exercice 2: fonction de Rosenbrock
	Exercice 3: moyenne et variance empiriques
	Exercice 4: nuage de points en 3D

