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INTRODUCTION

Introduction

Ce texte présente quelques aspects du comportement asymptotique des solutions de
I’équation de Schrodinger :
i0u + Au = f(u,u)

lorsque f est une nonlinéarité quadratique (en particulier u? et |u|u). Cette équation
apparait dans I’étude de nombreux phénomenes ondulatoires, en mécanique des fluides
ou lors de la propagation d’ondes électromagnétiques par exemple.

La premiere section explore divers résultats d’analyse fonctionnelle qui, sans étre
directement liés au sujet, seront régulierement utiles dans la suite.

Dans la deuxieéme section, on cherche a résoudre localement ’équation de Schrédinger
quadratique par une méthode élémentaire de point fixe. Ce procédé est toutefois for-
tement dépendant de ’espace fonctionnel dans lequel on se place : relativement simple
dans certains espaces de Sobolev H?, il nécessite I'introduction d’outils plus sophistiqués
(estimations de Strichartz) lorsqu’on travaille dans les espaces d’intérét L2 ou H'.

La question de I’existence globale des solutions puis de leur comportement asympto-
tique fait 'objet des deux dernieres sections. La plupart des résultat d’existence globale
sont des conséquences plus ou moins directes du théoreme de sortie de tout compact
Toutefois, préciser le comportement de la solution est une question plus délicate
(encore ouverte dans certains cas) : selon la difficulté du probléme, on ne donnera par-
fois que 'idée générale des preuves. Cette derniere section est basée sur le concept de
résonances en espace et en temps et est fortement inspirée des articles [5] et [6].

il
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1 Quelques résultats préliminaires

Cette premiere section introduit quelques résultats utiles pour ’étude de 1’équation
de Schrédinger ; on les utilisera comme des outils courants tout au long de ce texte. La
plupart des énoncés et des démonstrations proviennent des trois premiers chapitres de
[3]. D’autres outils plus spécifiques seront introduits au fur et a mesure.

1.1 Théoréme de Riesz-Thorin

Le théoréme de Riesz-Thorin est un résultat d’interpolation d’opérateurs dans les
espaces LP. Dans un souci de relative exhaustivité, on en donne la preuve classique de
Thorin que I'on peut retrouver dans [3] ou dans [2].

Théoréme 1.1 (Riesz-Thorin). Soient (X, o/, u) et (Y,B,v) des espaces mesurés et
Po # p1, Qo # q1 dans [1,00]. Soit T' un opérateur linéaire continu de LPi(X) — L%(Y)
de norme M; pour i € {0,1}. Alors T' est un opérateur continu de LP?(X) — L% (Y') de

norme My vérifiant :
My < M= MY

avec 0 € (0,1) et
1 1-6 0 1 1—0+0

P po P @ Q@ @

La preuve du théoreme de Riesz-Thorin est basée sur le résultat d’analyse complexe
suivant.

Théoréme 1.2 (des trois droites de Hadamard). Soit F' une fonction continue et bornée
définie sur
S={z=a+iy, 0<z <1}

et qui est holomorphe a Uintérieur de S. Si pour tout y € R,
[F(iy)| < Mo et |F(1+iy)| < My
alors pour tout z = x + iy € S,
|F(z +iy)| < My~ " M.

PREUVE. Quitte & considérer la fonction z — F(2) /Molfo{” , on peut supposer que
My = M; =1 et que pour tout y € R

|F(iy)| <1 et |[F(1+41y)| <1.
Montrons alors que |F(z)| < 1 pour tout z € S. Il suffit pour cela de montrer que

lim F(z+iy)=0
lyl—+o0

uniformément en 0 < x < 1. Le résultat découlera alors du principe du maximum. On
considere la suite de fonctions

F,:z~ F(z)e(ZQ*l)/", n € N.
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Alors, puisque F' est bornée sur S :

Fo(2)] = |F(x+iy)|e ¥ /mel@=D/m

< |F(z+iy)le /" —s
ly| =00

uniformément en 0 < z < 1. Et comme |F,(iy)| <1 et |F,(1 + iy)| < 1, le principe du
maximum montre que |F,(z)| < 1 pour tout n € N. On obtient le résultat en faisant
tendre n — +o0. O

PREUVE DU THEOREME DE RIESZ-THORIN. Par caractérisation de la norme par dua-
lité, on a pour h € L4Y(Y) :

[hllq = sup{(h, 9), llglly =1}

ou on note

(h,g) = /Y h(y)g(y)dv(y).

Et donc
Mo = sup{[(T'f, 9|, [ fllps = llgllq, =1}

Soient donc f € LP¢(X) et g € L%(Y). Par densité des fonctions étagées dans les LP,
on peut supposer que f et g s’écrivent :

z)=> ajla(x) et gy) = blp,(y)
j=1 k=1

ou les A; et les By sont deux & deux disjoints. Pour 0 < $(z) < 1, on définit :

1 1—=2 z 1 _l—z z

, = +
p(2) po p1 (2 a0 ¢

et
fo(x) = [f@)[P PP f (@) /| f(2)| =D |ayPo/PE)eiamelen 1y (x)
j=1
9:(y) = lgW)|%/"g(y)/19(v)| = Z |by.|96/9 () etarebi)y g ().

En particulier, f, € LPi(X) et g, € L% pour 7 = 0,1. On peut donc définir la fonction :

Fooms (Thg) = 3 [agfPo/P) oy 1o/ 2) giars(as)ars(on) / T(1a,)dv
gk B

qui est bornée, continue sur 0 < R(z) < 1 et holomorphe a l'intérieur. De plus, pour
t eR,

1 itllpo = IO/ g = [L£11BS/ = 1



1.2 THEOREME DE HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

et
1 fitllon = P4l = 1 F 1B = 1.
De méme, |gitlly = lgr+itlly = 1. Bt par hypothase,

|E )| < IT fitllgo llgitll gy < Mo
et
PO+ < I furilllgrinlly < M.

Puisque fy = f et g9 = g, alors F(0) = (T'f, g) et par le théoreme des trois droites, on
obtient :
(Tf,9)] < My~ M7.

O
Proposition 1.3 (Inégalité de Young). Soient p,q,r € [1,+o0] tels que :
1 1 1
-4 - = 1 + —
P 4q r
Soient f € LP(RY) et g € LY(RY). Alors f g € L"(RY) avec || f * gllr < || fllpllgllq-
PREUVE. C’est une conséquence de I'inégalité de Holder a trois termes avec
Oé:T’,IB: ijf}/: Tq'
r—op r—gq
On peut aussi démontrer cette inégalité avec le théoreme de Riesz-Thorin (1.1 O

1.2 Théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev

Le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev est une conséquence d’un autre résultat
d’interpolation (le théoreme de Marcinkievicz) et exprime la continuité d’une certaine
classe d’opérateurs (les potentiels de Riesz). Une preuve rigoureuse nécessiterait toute-
fois I'introduction de diverses notions qui ne seront pas utiles pour la suite ; on renvoie
donc a [3] pour plus de détails.

Définition 1.4 (Potentiel de Riesz). Soit 0 < o < d. Le potentiel de Riesz d’ordre o
d’une fonction f € L _(RY), noté I f, est défini par :

loc

hﬂ@z%éj@)dw%wﬂ@

a |z -yl
ot cq = = 227°1(d/2 — a/2) /T (a/2).

Théoréme 1.5 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Soient 0 < a < d, 1 < p < g < oo tels
que :

1 1 «
g p d
1. Si f € LP(R%), alors lintégrale I, f(x) converge absolument pour presque tout v € R,

2. Sip > 1, alors I, est continu de LP(R?) — L(RY), i.e. il existe cpoa > 0 tel que
pour tout f € LP(R?) :
o fllg < cpadll fllp-
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1.3 Espaces de Sobolev

Dans la plupart des exemples présentés ici, on aura besoin d’introduire de nombreux
espaces fonctionnels, généralement construits a partir des espaces LP. A bien des égards,
les espaces de Sobolev H?® et W*P constituent un choix privilégié ; en particulier, ce sont
des espaces de Banach dont la norme traduit a la fois la taille et la régularité d’une
fonction.

Définition 1.6 (Espace de Sobolev H?®). Soit s € R. On définit l’espace de Sobolev
d’ordre s, noté H*(R?), par :

HY(RY) = { f € SR, A*F() = (1 +[¢%)72f(€) € LR},
avec la norme || - | gs définie par

[ f s = 1A° fl2-

H*3(RY) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-,-)s défini pour f,g € H*(R?)
par :

)= [ A5 RgEe

Ponctuellement, on utilisera aussi les espaces de Sobolev homogénes dont la définition
suit.

Définition 1.7 (Espace de Sobolev homogene). Soit s € R. On définit I’espace de
Sobolev homogéne d’ordre s, noté H*(RY), par

(R = {f € SR, ¢ F(6) € PR}

avec la norme | - || g définie par

A 1/2
11 = ([ 1P 17P )

Lorsque N est un entier, on peut définir les espaces de Sobolev sans utiliser la
transformée de Fourier.

Théoréeme 1.8. Si N € N alors HY(R?) coincide avec lespace des fonctions f €
L?*(R%) dont les dérivées (au sens des distributions) 0% f appartiennent a L*(R?) pour
tout o € N? tel que |a| < N. Dans ce cas, les normes || - v (ray €t 32 |1<n 102 fll2 sont
équivalentes.

PREUVE. C’est une conséquence de la formule 8/0‘\f (&) = (2im&)” f (&) et des inégalités :

g <N < @+ g <e Y jee.

lo|<N



1.3 ESPACES DE SOBOLEV

Lorsque N est un entier, on définit aussi les espaces de Sobolev WP comme ’es-
paces des fonctions f € LP(RY) dont les N premieres dérivées (au sens des distributions)
sont aussi dans LP(R%).

Le théoreme qui suit énonce une propriété utile d’injection des espaces H® dans
certains LP.

Lemme 1.9. Soit s > d/2. Si f € H(R?) alors f € L'(RY) avec
£l < esllfll -

PREUVE. C’est une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

R _ p ZS/QL
[ = [ ifoi+ien i

d 1/2
8 ([ ) = el

Théoréme 1.10 (Injection). Si s € (0,d/2), alors H*(R?Y) s’injecte continiment dans

LP(RY) avec
_ 2 t.e. s=d 11
P=0 95 % 57903 p)’
De plus, pour f € H*(R?), s € (0,d/2) :

1fllp < casllD°fll2 < cll flms

IN

O]

ot on note
D*f = ((2r€))* )"

PREUVE. La deuxieme inégalité est évidente, montrons la premiere. On pose :

_ _ 1. Cd,
Dif=g& f=D"°g=cqsF 1<|§|Sg> Zmﬁ*g-

Le théoréeme de Hardy-Littlewood-Sobolev donne directement le résultat :

< casllgllz = cl[D*f]2.

1l = H Cho_, g
p

’$|dfs

O]

Le théoreme qui conclut ce paragraphe donne une condition suffisante pour que H*
soit une algebre. Cette propriété aura son importance dans la suite lorsqu’on étudiera
certaines nonlinéarités quadratiques (en particulier u?).

Théoréme 1.11. Si s > d/2, alors H*(RY) est une algebre pour le produit de fonctions.
Autrement dit, si f,g € h*(R?), alors fg € H*(R?) avec

1fgllers < esllfllzsllgllmrs-
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PREUVE. On commence par montrer 1'inégalité suivante pour tous &,7 € R? :
(14 [€%)*% < 2°[(1 + [€ = )™ + (1 + n[*)*/?].
L’inégalité triangulaire et 'inégalité arithmético-géométrique donnent :
€17 < 20¢ = nl* + 2|,
On en déduit I'inégalité :

(1+ €))7 < 252(1+ 1€ — > + 1+ |n>)*/2.

Or, pour tous z,y € Ret a > 0, ||(x,y)|la > [|[(z,¥)]|co >

$H2—|y|. Ici, on obtient :

(L+ 1622 <2221+ |6 =P + 1+ [nl)*/? < 272 22P[(1 4 € = )% + (L+ nf*)*/?].

On peut maintenant calculer pour f,g € H*(RY) :

A*(fg)l = I(1+1€P)*/%fqg(6)|
_ ]<1+ Py [ f(&—n)ﬁ(n)dn’
Rd

< 2

@ le=a®y i —matnan+ [ &=+ nP)atndn
= 25(|A°f] (9] + | f] + [A%g))
L’inégalité de Young et le lemme permettent de conclure lorsque s > d/2 :

gl = I1A°(f9)llz < 2°(1F L= Nglh + N Fllallgllzrs) < sl fllars gLz

1.4 Groupe {e?}/>°

t=—o00

Définition 1.12. Soit t € R. L’opérateur e est défini par :
2 mod tA 1/ —4n2it]2 } el /4t
Vi e LARY),  ("f)(@) = F e I f)@) = | s+ f ) (@)
(4it)d/2
Dans cette définition, on a utilisé sans le mentionner le lemme suivant :
Lemme 1.13. Pout tout nombre complexe z de partie réelle positive ou nulle, on a :

™

Fe o= (%)

z

7l,2
6752.
PREUVE. On admet la formule classique de la transformée de Fourier de la gaussienne :

—aly(ey = (T2 e
Va >0, Fe )@ (a) e wE

6



1.4 GROUPE {eA} />

t=—00

Ainsi, les fonctions

2 o TN\Nd/2 2.0
Z e P e T Iy ot 2 (—) e~ =t
R4 z

sont holomorphes sur {z € C, $(z) > 0} et coincident sur la demi-droite R . Elles
coincident donc sur {z € C, R(z) > 0} (principe des zéros isolés). Lorsque z est imagi-
naire pur, on considere une suite de {z € C, R(z) > 0} qui converge vers z et on conclut
par convergence dominée en revenant a la définition de la transformée de Fourier d’une
distribution. O

Ce groupe d’opérateurs apparait naturellement lorsqu’on résout I’équation de Schrodin-
ger homogene (cf. section suivante). Dans ce paragraphe, on démontre quelques pro-
priétés de dérivation et de continuité que ’on utilisera beaucoup par la suite.

Proposition 1.14. Soit u € C(R, L2(R%)). (t,z) ~ e®u(t,x) est dérivable au sens
des distributions selon t avec

Oy (eitAu) (t,z) = i Au(t, z) + "2 ou(t, x).

PREUVE. On note F la transformée de Fourier selon x, on calcule au sens des distribu-
tions, F (0[P u)(t, &) = OpF (ePu)(t, €). Soit ¢ € CX°(R x R?). Alors :

. . 4in2€]2
OF 0.y = - [ age T o

RxR4

= [ (8 (BT din?ePe IR e 6
RxR4

= <e_4m2|£|2tafta, <p> +1 <e_4i”2|5‘2t@, g0>

= <]—'(eim8tu + ie™A Au), ©).

En prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient alors :

Oyl Pu(t, x)] = i Au(t, x) + 2 dpult, z).

Proposition 1.15 (Inégalité de dispersion). Soient t # 0, p’ € [1,2] et ;1) + 1% = 1.
Alors e : LV (R%) — LP(RY) est continu avec

. df1_1
vie IP®Y, [l ], < i) ).

PREUVE. On commence par montrer que f + e f est une isométrie de L*(R?) —
L?*(R%). La formule de Parseval donne en effet :

€2 fll2 = [le= T

Flz = 1fllz = 11|z



2 EQUATION DE SCHRODINGER AVEC NONLINEARITE QUADRATIQUE. ETUDE
LOCALE.

D’autre part, I'inégalité de Young assure que :
il-2/41
6.7 s f
(4rit)d/2
oil-12/4t
(4rit)d/2
clt|~*?|| £l

|28l =

o0

/112

IN

On a donc montré la continuité de 2 entre les espaces :
L*(RY) = L2(RY) et LY(RY) — L®°(RY).

La continuité de e?® : LV (R?) — LP(RY) découle alors du théoreme de Riesz-Thorin

[L1] avec

a1 1

1 fl < (el 2 0 f L = elt 2 )71l

L_0 L Q+1—e:1+1—9.
2 P

O

2 Equation de Schrodinger avec nonlinéarité quadratique.
Etude locale.

2.1 Existence locale dans H*(R%) lorsque s > d/2

Le probleme de Cauchy pour I’équation de Schrédinger avec nonlinéarité quadratique
s’écrit :
i0u(t, ) + Au(t,x) = u?(t,z), (t,z) € Ry x R? (1)
u(0,x) = ug(x) € H*

Dans cette sous-partie, on considere s > d/2 de sorte que H*(R?) soit une algebre.
En particulier, il devient licite de faire agir e sur u? lorsque u € H* (Rd). Le théoreme
suivant en est une illustration.

Proposition 2.1 (Formule de Duhamel). Une fonction u € C([0,T], H®) est une solu-
tion locale de pour un certain T > 0 st et seulement si :

t
u(t, ) = etPug — z/ e =382 (s, ) ds. (2)
0

L’équivalence entre (2)) et est ici comprise au sens des distributions.

PREUVE. En prenant la transformée de Fourier selon x de 1’équation homogene, on
obtient : - -
{ Opu(t, €) = Ou(t,€) = iAu(t, &) = —4nil¢[*u(t, €)
(&, 0) = uo(§).



2.1 EXISTENCE LOCALE DANS H*(RY) LORSQUE s > d/2

La solution de cette équation différentielle en ¢ et de parametre £ s’écrit :
At €) = e PTG ).
En prenant la transformée de Fourier inverse de cette relation, on trouve finalement :
il /4t

i) s ug(z) = ePug(z).

u(t,x) = (4mit

On pose alors v(t, z) tel que pour u solution de ({1 :
ult,z) = ("Bo(t))(x).
Alors, en vertu de la proposition

—e"BAY + i 0 + P Ay = P
0w = e A2

En intégrant cette derniere relation entre 0 et ¢, on trouve en considérant la condition

initiale de :
t
iv(t, ) = iug +/ e 522 (s)ds
0

Ce qui est équivalent a en appliquant e®® et en multipliant par —i.

Réciproquement, si on suppose que u est solution de , alors :
t
e Bu(t) = ug — z/ e~ u2(s)ds.
0

La dérivée au sens des distributions et au sens classique coincidant, la proposition
permet d’écrire :

Ale™Pu(t)] = —ie A Au+ e P Ou = —ie TP u3(t).

Puisque u vérifie la condition initiale de , on retrouve bien en appliquant ’opérateur
e A cette derniere relation et en multipliant par . O

Théoréme 2.2. Pour s > d/2, le probléme de Cauchy a une unique solution locale
dans H*(RY).

PREUVE. On va appliquer le théoreme de point fixe de Picard a I’équation sous forme
intégrale (2). On note X = C([0,T], H*(R%)), a > |lug|lx et By = {u € X, [Julx < a}
ot T sera spécifié plus tard, s > d/2 de telle sorte que H*(R?) soit une algebre et olt on
note :

lullx = sup [lu(®)[|m:.
t€[0,T

On considere alors l'application ® : B, — B, telle que pour tout v € B, et tout
t €10,T],

. t .
(u)(t) = ePug — ’L/ =982 (5)ds.
0

9



2 EQUATION DE SCHRODINGER AVEC NONLINEARITE QUADRATIQUE. ETUDE
LOCALE.

On montre d’abord que ® est bien définie : si u € B, et ¢t € [0,7], alors en vertu du
théoréme [L.11]

t
lo@)O)lae < HeltAuoHHmLH / HI842(5)ds

HS
t

< Juollme + / collu(s) [2ods
0

< uollgs + Teqa?

a — |uol|ms
csa2
contractante. On consideére pour cela uj et us € B, on a pour tout ¢t € [0,7] :

| 1066) = o) s
0

< 2Tacs||ur(t) — ua(t)||gs < 2Tacs||up — usl|x

Ce qui montre que ®(u) € B, dés que T < . Il reste & montrer que ® est

1@ (u1)(t) — @(ug) (@) ms

/0 3 (12 (5) — ud(s))ds

Hs

IN

Ce qui montre que ® est contractante des que T < . Comme H? est complet, X

acs
muni de la norme || - ||x Pest aussi et on peut appliquer le théoréme du point fixe de
Picard a ®, ce qui donne une unique solution (locale) a 1’équation . ]

2.2 Scaling et lois de conservation

Dans la suite de cette partie, on s’intéressera au probleme de Cauchy suivant :

{ i0u(t, ) + Au(t,x) = |ulu(t,z), (t,zr) € R x R, (3)
u(0, z) = uo(x)

Le résultat dans H?® présenté dans le paragraphe précédent n’est en général pas satis-
faisant ; il est d’ailleurs plus délicat a obtenir pour cette nonlinéarité puisqu’a cause
du module, u — |ulu n’est en général pas une application continue de H®* — H*. On
préferera & l’avenir travailler dans les espaces L? ou H'. Ce choix est motivé par les
deux observations qui font 'objet des paragraphes suivants.

2.2.1 Scaling

Certaines propriétés d’invariance de I’équation permettent de construire de nouvelles
solutions a partir d’une solution u. L’objet de ce paragraphe est de montrer, au moins
d’un point de vue heuristique, I'influence de ’espace dans lequel on travaille sur le com-
portement de cette nouvelle solution.

Si u est une solution de alors

ux(t, ) = N2u(\’t, \r)

10



2.2 SCALING ET LOIS DE CONSERVATION

est aussi une solution, associée a la condition initiale
ul () = Nup(\zx).

Remarquons a ce stade que si u existe sur [0, 1) alors uy existe sur [0, %), donc d’autant
plus longtemps que X est petit. Calculons la norme ||ux(t)|| z., par définition :

1/2
sl = ( [, lePme o P
R4
et un calcul élémentaire montre que

ux(t, &) = X274 <)\2t, i) .

lux(®)|l e = (/Rd |§|2s>\4—2d 4 ()\zt’ i)

o_d
= A2 u(V0)] -

D’ou

9 1/2
d§>

En particulier, cette norme est invariante pour

d
8025—2.

D’un point de vue heuristique, la meilleure situation correspond au cas ou s > d/2 —2 :
lorsque A — 0, les normes de la condition initiale et de la solution sont d’autant plus
petites que le temps d’existence est long. A I'inverse, lorsque s < d/2 — 2, la norme
explose alors que le temps d’existence augmente.

2.2.2 Lois de conservation

H?' est l’espace d’énergie au sens oil c’est le plus petit espace de Sobolev dans le-
quel les lois de conservation suivantes sont vérifiées. On n’en donne ici qu'une preuve
formelle. Une preuve rigoureuse de ces énoncés sera donnée dans la section suivante.

e En multipliant I’équation par 1, et en intégrant sur R?, on obtient :

z'/Rd(atu)w/Rd(Au)u:/Rd lul®. (%)

Or, une intégration par partie donne :

_ O%u_
/}Rd(Au)udw = ;/]Rd a—x?ud:c



2 EQUATION DE SCHRODINGER AVEC NONLINEARITE QUADRATIQUE. ETUDE
LOCALE.

Donc en prenant la partie imaginaire de (*), on obtient :

R < /R d(@u)u) ~0.

En écrivant w = uq + iug, on trouve alors :
_ 1 2
R((Opu)u) = (Opur)ur + (Qpug)ug = §8t]u| .
Finalement, on obtient la loi de conservation suivante :
vt Jlu(t)ll2 = [luoll2. (4)

e En multipliant 1’équation par 0,a et en intégrant sur R?, obtient :

z/ |8tu|2—|—/ Au@tu:/ lu|udym.  (xx)
Rd Rd R4

Or, on montre comme précédemment que :
_ 1 1
R(|uludiu) = 5|U!(9tIUI2 = [ul?Ofu| = gatIUI?’

et

1
/ (Au)&tﬂ = —815/ ‘VUP
R4 2 Rd

En prenant la partie réelle de (xx), on obtient la loi de conservation suivante :

d Lo 2 L)
% [, (i + 3up) =0 )

2.3 Estimations de Strichartz

Les preuves d’existence locale dans L? et dans H' reposent en grande partie sur
les estimations de Strichartz. Ces inégalités expriment des résultats de continuité de
différents opérateurs dans les espaces LILP et L? et serviront dans la suite & vérifier
les hypotheses du théoreme de point fixe. Les preuves et énoncés de ce paragraphe sont
largement inspirés de [4] et [3].

Définition 2.3 (Paire admissible en dimension d). On appelle paire admissible tout
couple (p,q) € R? qui vérifie les conditions suivantes :

2<p< L sid>3

2<p< o sid=2
2<p<o0 std=1
et
2, d_d
=3



2.3 ESTIMATIONS DE STRICHARTZ

Pour 1 < p < oo on notera désormais toujours p’ € R tel que % + I% = 1. Dans la

suite on notera aussi LILP = L9(R, LP(R%)) I’espace muni de la norme :

1/q
mmm—(émwwwﬁ sig<o

1gllLoe Lr = supllg(t, ) lp-
teR

et

Théoréme 2.4 (Estimations de Strichartz). Soit (p,q) une paire admissible. Soient
fel?RY etge LILY. Ona :

162 F Lz < el £l (6)
too t A
H/ 92 qdsl| < gl ()
—00 LaLp
H/ eyt )at| < el ®)

Corollaire 2.5. Soient (po,qo) et (p1,q1) deuz paires admissibles. Pour tout T > 0, on

v /a1 T Lo\ Yo
(/ w/ -2 dﬂ“ﬁ) sc(/ muw%ﬁ) (9)
0 Po

La preuve de ce théoreme est basée sur le résultat tres général suivant, que l'on
démontre au préalable.

Lemme 2.6 (T7*). Soient H un espace de Hilbert et B un espace de Banach. Soit
T : H — B un opérateur linéaire continu. On note T* : B — H son adjoint défini par :

Vee H,Vge B, (Tz,g9)pp =z, T 9)n

Alors :
ITT*|| = ||T|]* = [|T*|]*.

Autrement dit, TT™* est continu si et seulement si T est continu si et seulement si T™*
est continu.

PREUVE. On commence par montrer que ||T|| = ||77||. Par représentation de la norme
par dualité, on a six € H :

[Tz|s = sup [g,Ta)p sl = sup [(T"g,2)u| < [ T"||||z[ln

llgllzr=1 llgllzr=1
etsiheB

IT*hll3 = sup [(z, T h)n| = sup [(Tz,h)pp| <|T||[Als-

l[z]l2=1 l=lln=1

13



2 EQUATION DE SCHRODINGER AVEC NONLINEARITE QUADRATIQUE. ETUDE
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Ce qui montre que |T|| = ||7%||. Montrons la derniere égalité : d’une part on a par
composition,

ITT* | 28y < TN 2y 1T N 237,32

et d’autre part, si x € B/, alors :

IT*2l13, = (T2, T2}l = {2, TT"2)s1.8] < |2l ITT*2lls < ol ITT | e
ce qui montre que ||TT*|| = ||T*|%. O
PREUVE DU THEOREME 2.4l On va appliquer le lemme avec :

L2(RY) — LILP

T:‘ f — eitAf

Identifions I'adjoint de T : si g € LY LP', alors

+o0
<Tf7 g>L‘1LP7Lq/Lp/ = / /Rd ZtAf t x)dwdt

oo sile—yl2/at
- / /]Rd (/]Rd 4rit) (4dmit)d/2 Iy )dy) 9(t, x)dzdt
o0 gile—yl2/at
P / /]Rd (/ 47mt)d/2 g(t ,m)dz) dydt
+o00
S R

—+o0
i / f(y)/ e~ "Ag(y, t)dt dy
ubnini Rd

—0o0

+00 )
= <f, / e"mg(t)dt>
o0 L2(R4)

LYY (RY) — L2*(RY)
: g / —zsA

d’ot1 le calcul de I'adjoint :

Et donc :
LYY (RY) — LILP

- +oo
T g = [(t,x)»—>/ =58 (z, s)ds

Le lemme assure alors que @, et (8]) sont équivalents, on se contentera donc de

montrer .

14



2.3 ESTIMATIONS DE STRICHARTZ

L’inégalité de Minkowski et la proposition donnent :
+oo | +oo
|[ T esgemas] < [ 1 s
—00 —0o0

+o0 1
< C/ WHQ(‘;S)HP’CZ‘S

—0o0

IN

p

ou a = (d/2)(1/p’ — 1/p). On conclut avec le théoreme de Hardy-Littlewood-Sobolev
L5 en dimension 1 :

+oo
H/ ez(t—s)Ag(S)ds

Tout ceci étant vrai lorsque :

< cllli—a(llg( Iy )llg < cllgll Lo -
LaLP

1 1
—=-—(1-a) et 0<l—-a<l
q q
ce qui est équivalent & la définition de paire admissible O

PREUVE DU COROLLAIRE [2.5].

t
FEtape 1 : g — / e t=3)8¢(s)ds est continu de LN LPy — LN LM
0

Quitte & multiplier par une indicatrice, la méme preuve que celle de (7)) montre :

t
/ ei(t—s)Ag(s)ds

0

<clgllpe -
LaLp

De plus, on peut, sans changer la preuve, se placer dans 'espace L4([0, T], LP(R%)), noté
aussi LILP dans la suite (en considérant cette fois ¢ € [0, 7). Les estimations et
et la caractérisation de la norme par dualité donnent alors :

t .
‘ / ez(t—s)Ag(S)dS
0

t
Etape 2 : g — / e’(t_s)Ag(s)ds est continu de LU LPY — L®[2
0

< ||l

q] 7o}
a1 [Pl L1 P1

t
/ ei(t—s)Ag(s)ds

t
eztA/O e—zsAg(s)dS

= sup
0 L>°L2 te[0,7 2
t
_isA
= sup || [ e g(s)as| < el
tefo,1] 11Jo 9 LhaLh

t
Etape 8 : g — / ez(t_s)Ag(s)ds est continu de L'L? — L9 [P
0

15
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On note x(t,s) = 1p4(s). Par caractérisation de la norme par dualité, on a si

ge L'L?:
// </ Ag(s )ds) h(t, x)dzdt
L1 LP1 ||h|| py =1 R4

t
‘/ ei(tfs)Ag(S)dS
0
= sup // /ei(t_S)Ag(s)x(t,s)h(t,x)dsd:ndt
Inll o =1JrJReJR
L*1L"1

= sup // g(s)/ x(t, s)ets—tAR(t, 2)dtdzds
Fubini ) =1 JR JRY R
L1r"1

/ x(t, 8)e®STOAR () dt
R

< sup  [|gllzire
IRl g1 oy =1

L®L2?
et la méme preuve que celle de I’étape 2 montre que :

< d|n]

L>L2 Lo

/ x(t, $)elCTOA B () dt
R

car y est majoré par 1.

Etape 4 : conclusion dans le cas py € (2,p1)

t
On a montré la continuité de g — / e't=5)2 ¢ (s)ds entre les espaces LN LPL — LN LM
0

et L'L? — L& Pt (étapes 1 et 3). On conclut en invoquant une version généralisée du
théoréme de Riesz-Thorin [I.1] pour les espaces LILP :

1/q1
</ II/ i(t—s) d3||‘J1dt> < cllgll oy 1ot

car po € (2,p1) et la définition [2.3] entrainent : pf, € (2,p}) et ¢} € (1,4}).
E’tape 5 : conclusion dans le cas p1 € (2,po)
En échangeant les roles de (p1,q1) et (po,qo) dans les étapes 1 et 2, on montre la
continuité de g — / t ei(t_s)Ag(s)ds entre les espaces
0
LI [Po —y [,90 [P

et
LILPo — L®L?

Or, sous I’hypothese



2.4 EXISTENCE LOCALE DANS L? EN DIMENSION d = 3

I'inégalité de Holder montre que LILPO N L®L2 C L9LP' lorsque p; € (2,pp). Plus
précisément, soit u € L9 LPo N L>®L?. Alors :

T 1/q1
P (/ Jutt, )H‘“dt>
0

T ) 1/q1
6
< (/0 e, Y14 e, )L ‘hdt)
0 1-6
= [t 0 e 3
7]
= P PO o7 v O
avec
0 1-0 1 1 1 1
—~+ =— et — 4 —— =
2 Do D1 @1 Q2 Q1

Or, avec 1,1 =00 et g1 2 =¢q1,ona:
O =00 et (1-0)g2=(1-0)qn

mais alors :

1 1 1 1 2 2
1-0)|l——z)=—--(1-0)—=—<(1-0)g1 = q.
-0 3) (-0 == (0-On=w

et donc [[ul|zor e < [[ullzoo g2l Lo o

Dans le cas présent, on obtient lorsque p; € (2, po) :

Va1
(/ ! / Cg()asgdt) < llal g

2.4 Existence locale dans L? en dimension d = 3
On s’intéresse au probleme de Cauchy (3) avec ug € L2(R?). Au vu des estimations
de Strichartz, on peut prolonger par continuité ’opérateur g — / it—s)A g(s)ds aux

fonctions de LY LP', ce qui donne sens & la formulation intégrale :

t
u(t,-) = ePug — 2/ =98 [y|u(s)ds. (10)
0

Théoréeme 2.7. Il existe une unique solution locale de I’équation intégrale dans
Vintervalle de temps [0,T] avec :

w e C([0,T], L) n L*([0,T], L3(RY)).

17



2 EQUATION DE SCHRODINGER AVEC NONLINEARITE QUADRATIQUE. ETUDE
LOCALE.

PREUVE. On va appliquer le théoreme de point fixe de Picard dans I’espace métrique
complet X = CpL? N L*L? muni de la norme :

Il =1 Wpeer2 + 11 - llzags-

Remarquons que (p, ¢) = (3, 4) est une paire admissible en dimension 3. Comme précédemment,
on considere la boule B, de centre 0 et de rayon a dans X et 'application ® : B, — B,
définie pour tout u € B, et t € [0, 7T :

t
(u)(t) = ePug — 1/ =98 ylu(s)ds.
0

On montre d’abord que ® est bien définie. D’une part les estimations de Strichartz @
et donnent :

t
[o)llpes < He”%o\lms+H A alusyas
0 LAL3
< clluolls + cllulul /s 32
et on a :
T 3/4
4/3
Valull googore = 2l g = ( / uu<t>2ugfgdt)
T 3/4
< ([ mopa)

=TV |ul|245

T
< [( / uu<t>uédt) V3
Holder 0

1®(w)|| pars < clluollz + T 4a?.

Siu € By, alors :

D’autre part, I’estimation de Strichartz donne :

t
@(liers < N uollmga+ sup | [ upu(s)as
t€[0,T 0 2
t
< et uplgess+ sup || [ e lutuls)ds
tE[O,T] 0 2
T 3/4
4/3
< cluol+ ( [ Tuto?l3ar)
< cluollz + T*a?.

Finalement, ® est bien définie de B, — B, des que :

cllugl|z + cTH4a? < g

18



2.4 EXISTENCE LOCALE DANS L? EN DIMENSION d = 3

Montrons que ® est contractante, on considere pour cela u,v € B, et on calcule a ’aide
de (@) :

t
[2(v) = @(u)llpars < L/id“$AGWU—WUhD($dS
0 LAL3
< clllvlv = |ulull assps/2
< cfl(ful + D)o = ulll pass a2
< c(lllullv = ulllpass a2 4+ [vllv = ulll ass p3/2)
et
T 3/4
4/3
lullo = ulllgaogsn = ( / muuv—uwm)
T 3/4
4/3 4/3
< ([ - )
Holder 0
T 1/3 T 1/3 3/4
< [( L) ([ ro-ug) 7
Holder 0 0
Donc,
1@(w) = @(u)llgags < TV (fullgags + [ollzars) o = ullpags
< 2eT*allv — ul|paps
De méme, a 'aide de
t .
[2(v) = @(u)llpere < ‘/fﬂ“@AUMU—WMUX$dS
0 LooL2
< cllfvlo = fulull fass 32
< 2¢TYaljv — ul| paps

et donc ® est contractante des que

4¢T 4 < 1.

Théoréme 2.8. I existe un voisinage V de ug dans L?(R?) tel que

V — COrL?nILAL3
do—)ﬂ

soit lipschitzienne.

PREUVE. Soient u et v deux solutions de avec pour conditions initiales respectives
up et vo. Alors, on peut définir u et v sur un intervalle de temps [0,7) commun et pour
tout t € [0,T) :

w(t) — v(t) = e (ug — vo) — i tei(t_S)A ulu — |v|v)(s)ds.
()=o) = "o — ) =i [ (fufu — [o]o)(s)d

19
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Le méme argument que celui développé pour montrer le caractére contractant de @
donne :

= || pags < elluo — vollz2 + T *(Juo|| 2 + voll z2) |l — v|| paps.
Si T est assez petit, alors
lu—vlpags < clluo —vol 22
Et de facon analogue, on montre que

lu = vl peep2 < efluo — woll 2

2.5 Existence locale dans H! en dimension d = 3

Théoreme 2.9. Il existe une unique solution locale de I’équation intégrale dans
Uintervalle de temps [0,T] avec :

u e C([0,T), H) N L*([0, T], W3 (RY)).

PREUVE. On consideére I’espace métrique complet X = CrH' N LAW3 muni de la
norme :
[vllx = loll oo + [[vllpazs + [[Vollzaps

ou on note ici | Vu|| g1z = Z |0x JuH 1413 (ou tout autre norme équivalente). On considere
J
alors lapplication ® : B, — B, définie pour tout u € B, et tout t € [0,T] par :
t
(u)(t) = ePuy — z/ e =98 ylu(s)ds.
0

Pour montrer que ® est bien définie, on a comme précédemment :

1B (u)|| ags < clluolls + T *a?

et pour j € {1,2,3}, comme J,, commute avec etA
. t
100, @) ags < [€205,u0llpars + H /O =89, ([ulu)(s)ds o
Stricghartz cl|Oz;uoll 2 + cl|Ox; (Julu) | /s pa/2-

On note f : C — C, u +> |u|u. En assimilant C ~ R?, on peut écrire :

ax]f(u) = f/(u)axju

ou f'(u) désigne ici la jacobienne de f, c’est & dire en notant u = uy + fug :

ul+ i e
F(u) = Jul Jul
U U u%
Jul +

Jul [ul

20



2.5 EXISTENCE LOCALE DANS H! EN DIMENSION d = 3

siu#0et f/(u) =0 sinon. On peut alors écrire :
[0, (Julu)] = 1 (w) 0z, ul < | (w)l2]0z,u] < clul|O,;ul.
ou || - ||2 désigne ici la norme euclidienne subordonnée. Finalement,
10, (Julw)l| gars oz < elludayull pasagsre < T4l pasl|On;ull pigs < T,
Et puisque :

1@ ()| oot = tes[lé%]{nq)(u)(t)”LOOLQ'i‘HV(I)(U)(t)HL"OLQ} <@l poo 2 HV ()] oo 2

on montre alors que ® est bien définie des que :
clluol| g1 + ¢T*a? < a.

Pour montrer que ® est contractante, on procede de la méme facon que pour le
théoréme [2.7] en remarquant que pour u,v € By :

V(julu = fvlv) = f(w)Vu+t f(v)Vo
F)V(u—v)+ (f(u) = f'(v))Vo.
et f’ est lipschitzienne (pour la norme subordonnée || - ||2) donc :

[V (lulu = Jov)] < cful|V(u = )| + clu = v[[Vo].

On obtient aussi avec le méme raisonnement que pour le théoréme [2.8| :
Théoréeme 2.10. II existe un voisinage V de ug dans H'(R?) tel que

|V — CrH'nLiw!3
Polay — @
soit lipschitzienne.

Théoreme 2.11. Le probléme de Cauchy admet une unique solution locale maxi-
male dans lespace CrH?'.

PREUVE. Soient u la solution construite dans le théoreme et v une autre solution
dans C7H'. Alors, d’apres le théoreme H' < L5 et comme H' C L?, on a par
interpolation v € L*L3. On reprend le méme calcul que précédemment, et comme u(0) =
v(0) = ug :

Ju = vllags < T fu = o] g,

Pour T assez petit, on a alors
1
[u—2|ags < 5”“ —vl|pags
et donc u = v. ]
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3 EXISTENCE GLOBALE ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

2.6 Explosion en temps fini

Le résultat tres général suivant donne une condition nécéssaire et suffisante simple
pour lexistence globale d’une solution d’une équation différentielle ordinaire.

Théoréme 2.12 (Explosion en temps fini). Soit u une solution maximale du probléme
de Cauchy (3|) définie sur[0,Thar). Alors Thy < oo si et seulement silim supl|u(t)|| g1 = oo
t

en temps fini.

PREUVE. Soit Th < oo et supposons par I’absurde que les normes ||u(t)|| 1 sont uni-
formément bornées par M sur [0,737). On a montré que si ug est une condition ini-
tiale au temps g, alors on peut construire une solution sur Uintervalle [tg,tg + ¢) avec
e = &(|luo||g1) et plus précisément, il existe des constantes strictement positives C' et «
telles que

e(luoll i) = Cllull = CML .

Choisissons alors tg € [0,Th) tel que [Ths — to| < 3CM~*. On peut donc construire
une solution de , avec une condition initiale au temps to, définie sur [to, to + ). Mais
alors tg + € > Ty, ce qui contredit la maximalité de w.

Réciproquement, si u explose en temps fini .e. il existe T' < oo tel que lim sup||u(t)|| g1
t—=T
00, alors Ty < T car un prolongement sur (7,7 + €) ne serait pas continu. O

En particulier, il suffira & ’avenir de montrer qu’une solution est bornée pour en
déduire 'existence globale.

3 Existence globale et comportement asymptotique

3.1 Preuve des lois de conservation et

Soient ug € L?(RY) et u € CrL? une solution associée & cette condition initiale. Par
densité de S(R?) dans L?(R%), on peut considérer une suite (u?),, d’éléments de S(R?)
telle que

n
— — 0.
lug —woll2 —— 0

Notons (u™)y, la suite des éléments de CL? associés aux conditions initiales respectives
(ug)rn (avec T que I'on choisit commun aux u™). Toutes ces fonctions vérifient ’équation
sous forme intégrale :

t
VneN, u"(t)=uj — 2/ =98y (s)ds
0

et .
u(t) = up — ’L/ =92y (s)ds.
0

Lorsqu’on soustrait ces deux relations, la méme preuve que celle développée dans le
théoreme pour montrer le caractere contractant de ® montre que pour tout ¢ :

[u"(t) = u(t)ll2 < cllug — uolls + clju” — ul|x.
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3.2 RESULTATS D’EXISTENCE GLOBALE

Et le théoréeme montre que :

[ () = u(@)l2 < ellug — uoll2:

Ce qui montre que pour tout ¢, ||[u™(t) — u(t)||a —> 0et donc [|[u" ()|l — ||u(t)||2
n—-+00 n—-+00

Or, le calcul formel précédent étant justifié pour les u”, on a pour tout ¢ :

n _ n
vneN, ")l = llugllz = lluollz
et donc [lu(t)l2 = [[uol|z-

Le méme procédé et le théoreme permettent de montrer (f)).

3.2 Résultats d’existence globale
On s’intéresse a 1’équation de Schrédinger dans les deux cas :
i0pu + Au = £|ulu.

Dans le cas focalisant (4), les lois de conservation donnent :

[u(®)ll2 = lluoll2 et sup/ [Vul* < B(u)
te[0,7] /R4

o on note F(ug) l'énergie a l'instant initial.

On en déduit que les normes ||u(t)||2 et ||u(t)||z1 sont uniformément bornées et en
vertu du théoreme [2.12] on peut prolonger la solution locale u en une solution globale.

Dans le cas défocalisant (—), la loi de conservation devient :

AJ@VW—§Mﬁ=EW®

Afin de borner / |Vul?, on utilise I'inégalité de Hélder et le théoreme |1.10| pour mon-
Rd

trer :
1/2 1/2 1/2 1/2
()3 < [lu@)l§ w5 < el @)l
car on a bien 6 = % donc H! <« 6,

On obtient finalement :

B(uo) = 3 IVu(®) ~ glul 2 3 IVu)l3 - a2 1u)]3

Hl

ce qui, compte de tenu de la conservation de la norme L? (]Rd), se réécrit :

3/2 3/2
c(lu®) | — l[uoll2)® < E(uo) + clluolls > lu(t)[2/:

et puisque 2 > 3/2, on déduit de cette derniere relation que ||u(t)|| g1 est borné. Le

théoreme [2.12] peut alors s’appliquer pour construire une solution globale.
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3 EXISTENCE GLOBALE ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

3.3 Numérologie et cas limites

On peut plus généralement s’intéresser a I’équation
10w + Au = £|u|%u.

Une preuve similaire a celle du théoreme permet de montrer que le probleme est
localement bien posé en dimension 3 pour a < 4. De plus un raisonnement en tout
point semblable au précédent nous conduit a la loi de conservation suivante dans le cas
défocalisant :

éuw(t)lli - (®)lla2 = E(uo).

1
—Ju
o+ 2

Procédons de méme que pour a = 1 et majorons en sachant que H' < L5 :
—0 0 —0 0
[u)llasz < lu@llg @)l < cllu)|m" w2

avec
0+1—9 1 . 0 3 1
-+ — = i.e. = -
2 6 a+2 a+2 2

et
2<a+2<6 e 0<a<4.

On trouve alors, toujours grace a :

c
+2

O(o «a —0
e(llu(®)llm = luoll2)* < Bluo) + — = uolls™ a7 ()

Si on poursuit le raisonnement comme précédemment, le probleme admet une solution
globale des que :

4
(a—|—2)(1—9)§2<:>oz§§.

Dans le cas 4/3 < a < 4, on commence par remarquer que FE(ug) > 0 en écrivant
(11) pour ¢t = 0. Et puisqu’on peut controler E(ug) par la norme ||ugl| g :

E(uo)

Vo3 + luolle 3

+2)(1—-6 +2)60
< ol + uoll T2 g 0+
< ol + clluol|5t2

le théoreme qui suit permet de conclure dans le cas ou ||ug||g1 est assez petit.

Lemme 3.1. Soient E une fonction continue et p > 1. On suppose que pour tout
te Ry,
E(t) <e+cE(t)P

avec € > 0 assez petit. Alors il existe E1 > 0 tel que si E(0) < Ey alors E reste bornée.

PREUVE. Pour € > 0 assez petit, I’ensemble

{r eRy, zx<e+caxP}
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3.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE ET SCATTERING EN DIMENSION d = 4

a deux composantes connexes par arcs dans Ry (non réduites a un point) dont I'une
contient 0. Elle est donc de la forme [0, E4] ou E; > 0. Si E(0) < Ej alors, puisque E
est continue, son image reste dans la méme composante connexe par arcs, autrement
dit :

vt e Ry, E(t) < Fq.

O

On peut bien str généraliser ce résultat en remplagant xP par n’importe quelle
fonction dérivable convexe qui s’annule en 0 et dont la dérivée est continue en 0 et est
plus petite (strictement) que 1.

3.4 Comportement asymptotique et scattering en dimension d = 4

On se place en dimension d = 4 et on étudie le probleme de Cauchy suivant :

0+ Au = u?
uly—o = up € H2(RY) N WH3/2(R?)

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant qui précise le compor-
tement asymptotique de la solution (probleme de scattering).

Théoréme 3.2. Il existe € > 0 tel que si ||uo|| 212 < € alors il existe voo € H!
vérifiant

_itA
lu(t) — e “voo || g1 t_:éo 0.

PREUVE. Pour p > 2 qui sera spécifié plus tard et pour T' > 0 on considere la norme :
(-}
lullx (1) = Sup fu@®)l[gr + @+ 2032 2/ (u@)]lp + [[Vu@)lp) -
En particulier, on a || - [, < || - [[x(r) et de méme pour || - [[z:.

E’tape 1. On commence par montrer pour tout ¢ > 0 :

elluoll s + clluolly + ellul% )

lu(®)lp < 1
1+ 05
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3 EXISTENCE GLOBALE ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

e Sit > 1, la formule de Duhamel, I'inégalité de dispersion (théoréme [1.15)) et
I'inégalité de Minkowski donnent :

t
lu@)ly = [ ug i / 82 () ds |,
< |u0”p / H i(t—s)A 2 )des
HUOHP / 1 2
< e~ +c | ——F—|u(s)|;ds
td(%—%) 0 |t_s|d(%_%) P

1 1 2
ot l'on a choisit p tel que p = 2p/, ¢’est & dire p = 3. On note alors que d <2 — > = -
p

Puisque ¢ > 1, on peut écrire :
t 1 t

| lolzas = [ @R+ [ ) ds
0 |t—8’d(§75> 0 [t— s 1 [t—s|

et on majore successivement :

1 1 , e [l , . ,
0 mHU(s)Hp ds < 152? ; ||u(s)|]p ds < tQTHUHX(T)

car (t — s)_2/ 3 ets 23, (Plus précisément, ’équivalent donne I'inégalité pour ¢t > tg

1
ds
et pour 1 < t < tp on majore directement / — << ct™2/3 ol ¢ = ct2/3)
o (t—s)2/3

Puis :

t 1 ‘ 1
| gl < [ gt 9 el 6

A A—_
XD J (14 6)43(t — 5)2/3

IN

Or, le changement de variable s = tr dans la derniere intégrale donne :

/t ds - 1/1 dr
1 (L4 8)43(t—8)23 =t Jyp r¥/3(1—r)2/3

1
Et comme ~ on a par intégration des relations de comparaison :
P — )23 Do 73 par integ P

1 ! d?" 1 1 dT ,
T ame oem o7 am e ~2/3
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3.4 COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE ET SCATTERING EN DIMENSION d = 4

On conclut ce sous-cas en écrivant que t=2/3  ~ (1 41)72/3,
t——+o0

e Danslecasout<1,ona:

C : 1 _ cllullry
/B3| = 341/3
[ s ol < bl [ = = Bl [3(6— 0']) = 3l < )

Et en supposant ug € H', le théoreme montre que :

clluoll
(1+16)%/3

HeitAU0”3 < cHeitAuoHHZ/S < CHUOHH1 <

E’tape 2. La méme preuve que celle de I’étape 1 montre que :

clluoll = + clluolly + lull% qy

IVu(t)ls < 2
3 (1+01G3)

a condition de supposer uy € H? pour le cas t < 1. On a finalement montré que :
(L+ 6 (lulls + [ Vulls) < clluollm + clluolly + el Vuolly + ellelX )

Etape 3. On montre que [|u(t)] g1 < |[uol| g + ellull )

On a en effet, comme e*® est une isométrie sur L? et en vertu de I'inégalité de

Strichartz (8)) :

t
||u||2 < ”61tAuOH2_|_ eztA/ e—zsAu2(S)dS
0 2
< ol + 1[0l Lo 1o
< luolla + w3 2 20
< uollz + [[ullFsps

car (p,q) = (3,3) est une paire admissible en dimension 4 et p’ = ¢ = 3/2. Or :

e = ([ toorr)
= </R+(1+t)2uu(t)”§.(lj¢fli)2>1/3

da \Y?
llull x (1) (/R+ @ +t)2) = cl|ull x(r)

lu(®)ll2 < luoll2 + cllul% )

IN

Finalement,
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3 EXISTENCE GLOBALE ET COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE

On a aussi de la méme fagon et en reprenant le méme calcul que dans la preuve du
théoreme [2.9|avec p =q¢ =3 :

Vu(t)]l2 IVuollz + €l V (u?) | o

Vuolle + clluVull Lo

<
<
< [Vuolle + ellull s sl Vul s s
<

2
IVuoll2 + cllull z)-
Etape 4. En conclusion, on a montré que

lullx () < 0 + llullX )
et le lemme permet de conclure quant & la finitude de |lul|x = sup [|u|x () lorsque
up € H2 N WP est suffisamment petit : '
llul| x < 4o0.

Remarquons que pour aboutir a ce résultat, on aurait tout aussi bien pu réécrire un
théoreéme point fixe dans le nouvel espace fonctionnel considéré (les estimations obtenues
permettent de montrer la bonne définition pres de 'origine, resterait alors a montrer le
caracteére contractant).

E’tape 5. On est maintenant en mesure de conclure. Posons pour ¢t € R :
v(t) = e " Au(t) = ug — z/ e 52 u2(s)ds € H*.
0

Il s’agit de montrer que v(t) converge dans H' lorsque ¢ — 4o00. Pour cela, montrons
que la famille des {v(t)} est de Cauchy dans H'. Pour s < t, on a grace a l’estimation
de Strichartz ({8]) :

lo() =v(s)ll2 < ellu?|l o go.g.20)
< CHuHiN’([s,t],[ﬁp’)

. 2/3
< o[ tutrizar)

t 2/3
dr
< 2 —_ — 0
> CHUHX </s (1 —|—7’)2> s,t—4-00

ol on a pris p = ¢ = 3 comme a ’étape 3.

De facon tout a fait similaire, on montre que ||[Vu(t) — Vu(s)l2 o7 0, ce qui
s,t—+o00

conclut la preuve. O

Il existe d’autres preuves de ce résultat, basées sur les estimations de Strichartz,
parfois plus rapides et qui ne supposent pas forcément ug € W13/2. La preuve donnée
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plus haut présente néanmoins ’avantage de quantifier la vitesse de convergence, a savoir
O(t~2/3) d’apres la derniere étape.

Le probleme de scattering pour I’équation de Schrodinger quadratique en dimension
3 est plus difficile et comporte des questions encore ouvertes. La section suivante en
présente quelques aspects.

4 Problemes de scattering pour I’équation de Schrodinger
quadratique en dimension 3

On considere les équations suivantes :

i0pu + Au = u? (12)
10 + Au = @2 (13)
i0pu + Au = |ul?. (14)

Dans la suite on s’intéressera surtout a I’équation pour laquelle on donnera I’idée
générale d'une preuve d’existence globale et de scattering en dimension 3. L’équation
se traite de fagon similaire mais la question de 'existence globale pour 1’équation
est un probleme encore ouvert. Cette section est largement inspiré de [5] et [6].

4.1 Introduction

La preuve du théoreme utilise de fagon cruciale le fait que d > 3 : pour le voir,
reprenons les calculs de 1’étape 1 en explicitant d. On montre :

[uoll3/2

t
1 2
s < e+ [ gl s

CHUOH3/2 /t ds ”uH2
B td/6 o (1+8)43(t — g)d/61X"

En dimension 3, la derniere intégrale prise entre 1 et ¢ se comporte comme :

J R
1 (L+5s)(t —5)/2 to+too t1/2

et non comme O(t~/2) comme escompté.

Remarquons a ce stade qu’une nonlinéarité cubique ne serait pas problématique, il
suffirait d’écrire un calcul similaire en norme p tel que p = 3p/, i.e. p = 4. En dimension
3, on aurait alors :

[u(®)lla

[[uollp ! 1 3
c 1374 —i—c/o m“u(s)]hds

[[uollp 3 ! ds
= e +CHUHX/O (1+ 5)%4(t — 5)3/4

IN
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4 PROBLEMES DE SCATTERING POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER QUADRATIQUE
EN DIMENSION 3

ce qui fournit bien la décroissance en O(t=3/4).

La suite de cette section explore différentes méthodes pour gagner formellement de
la décroissance en temps ou une puissance dans la nonlinéarité. On pourrait alors pour
conclure s’inspirer de la preuve du théoreme [3.2| en adaptant la norme X au contexte.
Aucune preuve complete n’est cependant présentée ici. Le probleme est intégralement
traité dans [5].

4.2 Reésonances en temps et en espace

Posons pour u solution de ,

_67itAu = un — 4 tefisA eisA S 2 S
£(8) = et u(t) = ug /0 (2 f(s))2d

f est parfois appelé le profil de la solution. En prenant la transformée de Fourier en
espace de cette relation, on trouve :

b e 9 2. 4 o1 12 A
Jte) = m(e)—i / tin el / e fs ¢ eI (s ) dids
0 n
t
= @) i /O /n 0N F(s. € — ) f(s, m)dnds
oll on a posé :

Q& n) =4r(|EP = In* — 1€ —nl*) et V,Q=8r(£ — 2n).

L’idée principale est d’intégrer par partie cette derniere relation a partir des iden-
tités :
1

. 1 ) )
isQ) _ ) 1582 t 15 _
=) et =T o

V- V(D).

Comme on le verra plus en détails dans la suite, lorsqu’on intégre par parties en
temps, on gagne une puissance dans la nonlinéarité (c’est une conséquence de la re-
lation 0, f(s) = —ie A u?(s)) et lorsqu’on integre par parties en espace, on gagne une
décroissance supplémentaire en 1/s.

Pour rendre les calculs rigoureux, il devient donc nécessaire d’étudier les ensembles :

et
S = {(5777)7 VWQ(&U) = O}

respectivement nommés ensemble des résonances en temps et ensemble des résonances
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4.3 PSEUDO-PRODUIT ET THEOREME DE COIFMAN-MEYER

en espace. En fait, il convient surtout de remarquer que :
#=7n=1{0,0}[]

Lorsque Z est assez petit (idéalement (), I'idée est de construire une partition de
I'unité pour intégrer par parties soit en s ou soit en 7. Voici une maniere standard de
procéder : sur la sphere unité de R? x R? ~ RS, .7 et .% sont deux compacts disjoints
et le lemme d’Urysohn assure l'existence d’une fonction x € C§° qui vaut 0 sur .% et
1 sur 7. Comme ces deux ensembles présentent une ”symétrie radiale” (au sens ou si
(&,m) € T, et si A >0 alors (A, \) € 7,.%), on peut prolonger x & tout RE.

On écrit alors :

F(t.€) = T(e) — i /0 / e0EN fs € — ) F(sm)( x(€m) +1— (& n))dnds.

n
=0si V,Q=0  =0si Q=0

Cette derniere écriture montre qu’on peut séparer 'intégrale en deux pour intégrer par
parties en 7 lorsque V, 2 # 0 (multiplication par x) et en s lorsque € # 0 (multiplica-
tion par 1 — x).

Pour ’équation ([13) on a aussi Z = {(0,0)} et le méme procédé s’applique. Toute-
fois, pour I’équation on peut montrer que Z = {£ = 0} et on ne peut pas poursuivre
en suivant le méme procédé. En fait, il s’agit d’un probleme encore ouvert.

4.3 Pseudo-produit et théoreme de Coifman-Meyer

Avant de poursuivre, on introduit la notion de pseudo-produit qui apparaitra natu-
rellement dans la suite.

Définition 4.1 (Pseudo-produit). Soit m(£,n) € L®(R3 x R3). Soient f et g dans
S(R?). On définit le pseudo produit de f et g par

To(fog) = F! / m(E,m) Fm)ale —n)dn.

Lorsque m vérifie des hypotheses assez fortes de régularité, on dispose d’une inégalité
de type Holder sur la continuité de I'opérateur T,,.

1. Lorsque l’ensemble résonant est réduit a 1’origine, il existe principalement deux méthodes pour
conclure :

i) on peut intégrer par parties en utilisant un multiplicateur "régularisé” : e = %ﬂﬂ (1—;—1—85)6”9
1+s

ii) on peut considérer une fonction x € C§°(R?® x R?) égale & 1 dans un voisinage de (0, 0) et sa version
dilatée x*(&,1) = x(1/s&,+/sn) puis écrire :

F(6,6) = To(E) + / / - (€ — ) (s, m)F(s,€ —m)(1 = X° + x°)dnds.

n

Pour controler les nouveaux termes qui ne manqueront pas d’apparaitre, on renvoie aux lemmes 2.3 et
2.4 de [5]. On se contentera ici d’évaluer les termes ”principaux” (cf. [5] et [I] pour une preuve plus
complete).
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4 PROBLEMES DE SCATTERING POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER QUADRATIQUE
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Théoréme 4.2 (Coifman-Meyer). Sim vérifie pour suffisamment de multiindices (o, B) :

C

08 0m (&, m)| < (€[ + [l 1A

alors l'opérateur
T : LPx LY — L7

est continu pour

1 1 1
—+-=-, 1<pg<oo et 1/2<r<oo.
p q T

4.4 Intégration par parties en temps et en espace
4.4.1 En temps

Dans un souci de clarté, on omet dans la suite toute mention explicite de x. On
calcule donc en supposant que 2 ne s’annule pas :

A~

t ~ ~
ft.6) = @O =i [ [ i (s.e —nands
n
t ~ ~
= @) =i [ [ GO n) (5.6~ n)ands
U
= uo(¢) — z/t/ i%eisgasf(s,n)f(s,f — n)dnds + termes semblables
0 Jn

ou les "termes semblables” correspondent a la dérivée en s de 9(s,& — 7). Or,
Dsf = —ie "B Au + e ¥R 9u = —ie A (i0yu + Au) = —ie 2 (u?).
En reprenant la définition de 2, de f et de €2, on trouve :

t
_ 1 4 =5 .
ft,8) = ug(é) —|—/ /9641”2|§|23u2(3, n)u(s, & — n)dnds + termes semblables
0 Jn
t
— ; 1—
= up(§) +/ A IEs / §u2(s,n)ﬂ(s,§ — 1n)dnds + termes semblables
0 n
— t 44 21¢12 2
= uo(§) +/ MRS F 7o (u?, u)ds + termes semblables
0
ou on a défini le pseudo-produit :
_ 1, ..
To(f.9)=F " / o (Mg(& —n)dn.
On en déduit :

. t .
u(t, z) = ePug(z) + / ¢ t=9A T (u?, u)ds + termes semblables.
0
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4.4 INTEGRATION PAR PARTIES EN TEMPS ET EN ESPACE

On remarque alors que la nonlinéarité est maintenant cubique et on peut conclure grace
au théoreme de Coifman-Meyer : pour p =4, on a :

[uollass o 2
lu@®)|ls < ¢ 13/ +c ; m”Tg(u,uﬂM/gdS—i—termes semblables

[uoll4/3 1 2
< -
c 13/ +c/0 T 8)3/4Hu ()|l2]|u(s)]|4 ds + termes semblables

luollays t 1 5

= CTan +C/0 m||u(s)||4ds+termes semblables
HU0||4/3 ¢ ds 3

s ¢ £3/4 +C/0 (1+S)9/4(t_8)3/4HUHX+termes semblables.

Notons que ces calculs ne sont licites que si la fonction x est suffisamment explicite
pour vérifier les conditions de régularité du théoreme de Coifman-Meyer.

4.4.2 En espace

On calcule en supposant que V{2 ne s’annule pas :

A~

t A A
ft.e) = @) =i [ [ 0 s (s, ~ nanas
n
t . A A
= W0 1 | [ e Te Ve ) fs. € mnds
n
t . O . R
= () - [ [ e (s Fs.6 — ) ) duds
n

_ ! 5 1 V2N 2 2
= i) - [ [ et (e ) fsn g~ nyinds
n

tor1 . O . .
- / / —eiss Vil Vaf(s,m)f(s,& —n)dnds + termes semblables
0 Jn S ’vTIQP

On définit alors les pseudo-produits :

. Op. )+
T19) = F ! [ Gl mate —mdn, < (1.2,3)

|V

et
Ra(f.0) =7 [ aiv (5 ) Fmate — i

et on a alors :

fee = wo- [ "L ain?lePs 7 R, w)dnds

S

t

1, , :

+c/ 764”2@25]:Tg(eZSA:Ee_“Au, u) 4 termes semblables
0o S
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ou on note
TSP ze %y, u) = E TY (P xje ™, u).
J

D’ou

t
. 1,
u(t,z) = ezmuo(x)—/ ge’(t*S)ARQ(u,u)ds
0

t

1, . .

—I—c/ Zelt=9ATO (158 e 738y, u)ds + termes semblables.
o S

Dans cette derniere expression, on a tres formellement gagné une décroissance en temps
supplémentaire en % alors que la nonlinéarité est resté quadratique. Un nouveau terme
est en outre apparu qui serait a prendre en compte dans la norme X (en ajoutant par
exemple [|ze""*Aul|o ; pour plus détails, on se référera & [5] ).

4.5 Un exemple avec perte de dérivées

On se place en dimension 3 et on considere I’équation suivante :
10w+ Au = (Va)? = Va - Va. (15)

pour laquelle on admet qu’elle admet une solution réguliere lorsque la donnée initiale
est réguliere. L’objectif est de montrer que cette solution est globale lorsque la donnée
initiale est assez petite.

4.5.1 Energie

L’objet de ce paragraphe est de montrer une estimée d’énergie dont la preuve
nécessite le résultat suivant. La démonstration de cet énoncé peut étre trouvée dans

.

Théoréme 4.3 (Gagliardo-Nirenberg). Soit f : R — R. Soient 1 < p,q < 0o et j,m

deux entiers naturels tels que :
j 1 m 1-146
_L_plz_
d (q d) + r

<6<,

SR

3 ‘u.

Alors :

10°fllp < e > 107 Flighf il
|8l=m

avec |a| = j et ¢ = c(j,m,p,q,7).

On peut maintenant prouver le théoréme suivant :
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4.5 UN EXEMPLE AVEC PERTE DE DERIVEES

Théoréme 4.4. Siu est solution de , alors u vérifie pour N assez grand l’estimation
sutvante :

t
@l < cllaliy exo ([ T lhwareds).
PREUVE. En notant u; = R(u) et ug = I(u), on se ramene au systeme suivant :

Oul + Aus = —2Vuy - Vug
—Oyug + Auyp = (VU1)2 — (VUQ)Z.

Soit & € N¢ et notons N = |a|. On dérive les deux équations « fois :

0:0%uq + A0%uy = 72V(8°‘u1) -Vug — 2Vuq - V(@O‘ug) + R;
—0:0%9g + A0%u; = 2V(8au1)Vu1 — 2V(8°‘u2)VuQ + Ro.

ot R; et Ry sont des termes sans dérivée d’ordre > |a|. En multipliant la premieére ligne
par 0%y, la seconde par —9%us, en sommant et en intégrant sur R%, on trouve :

O / (0%u1)? + (0%uz)? + / A(0%U2)0%uy — A(0%u1)0%usy
R4 R4

= 2/ 8QU1{V(3QU1) - Vug +Vuq - V(@aug)} — 2/ ao‘ug{V(aaul)Vul — V(@"‘uz)Vug} + R
R4 Rd

~~

(a) (b) (c) (d)
ou R est une combinaison linéaire de termes de la forme :
8auiao‘*ﬁ(8luj)aﬁ(8luk)
R4
oul<|p|<l|al—1,1€{1,..,d} et i,j, ke {1,2}.

Or, une intégration par parties donne :

A(0%2)0%u; — A(0%u1)0%ug = S/ A(0%u)0%u = 0.
Rd Rd
Majorons les termes de droite :

e D’une part, on a :

(a) = Rdaaulwaaul)-m = ; Rdaaulaj(aaul)ajuz
_ % jusd; ((0°u1)?) :-% us(07u1)
R R<
et de méme :
(@) = [ PuvEr) - Tu = —% [ us(0"ua)®

Do,

+ < cllullywzes [[ullF -

/ 8OCUQV(66¥U2) . VUQ
R4

@hl@)] = | [ oruven) v
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e Et d’autre part :

(b) + (o) =

/ 0%u1Vur V(0%us) + 0%u2V(0%u1)Vuy
Rd

<y

] 0ju1 (0%u105(0%uz) + 0%u20; (aaul))'
R

IN

. 8ju18j (8au18auQ)
R

>

5>

8]2u18au18am
Rd

IN

cllullwze0 /}Rd(ao‘m)2 +(0%u2)* < cllullwzoe |lullfn-

e Reste a estimer R. L’inégalité de Holder donne :

y 109w 0% (0ru)0° (Opur) | < 10%uil|2| 0% (Druz)8” (Brur,) 2
< @l 1077 @ru) 11107 (Orun) g
1 1 1 L.
avec — + — = — que l'on spécifiera plus tard.
p q 2

On va appliquer I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg [4.3] aux normes p et g. On note
la| = N :

1% @rur)llg < e D 107 (Ojun)3l10runlla? < ellult) | llu() iy
lyl=N-1

avec

Et de méme :

10° P Orur)llg < e > 107 @un)l|51 0l < ellul) | % () 54

[v[=N-1
avec
. N5
0= ~ y t 0+60=1

Ces majorations sont licites des que :

L<0§1 et

|
N-1- N -1




4.5 UN EXEMPLE AVEC PERTE DE DERIVEES

ce qui est équivalent a :

j(N—l) < 18 < N—l—;l (1)
d 2
e e

Jusque 14, on a supposé 1 < |f| < N — 1 mais comme R est symétrique, il suffit de
traiter d’abord le cas |3| = N — 1, ce qui est immédiat puisqu’alors :

10°72(9yu;)0° (Qrur)l2 = [|0%u; 0 ug|2

[u(@)l[w2eellu(@) ] v

IN

ou |y| = N. Et il suffit ensuite de choisir p et ¢ tels que (1) implique (2) ce qui est
équivalent a :

1+§ < g(N—l)
q q g < 2(N—-1)—d
d 2 = p = 2(N—-1)—d
N-1-- < N-=(N-1)
p p

et de tels 1 < p,q < oo vérifiant 1/p+1/q = 1/2 existent lorsque N est suffisamment
grand.

En conclusion, on a montré que :

d
lu® gy < clu@®lwzelu®) g~

et le lemme de Gronwall conduit au résultat. O

4.5.2 Résonance en temps

Comme précédemment, on pose f = e Ay et on calcule :

t
F(.6) = @w(e) — i /0 AT F((Va)?)ds

F((Va)?) = F((Ve "))
. / 0 (€= n)f(s.m) F(s.€ — n)dn
D’ou . A A
f(t.€) = w(e) /O / ) F(s.m)F (s, € — m)dnds

Q= 4m?(|€* + [n]* + |€ — n]?).
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4 PROBLEMES DE SCATTERING POUR L'EQUATION DE SCHRODINGER QUADRATIQUE
EN DIMENSION 3

Ici, 7 = {(0, 0)}E| mais la résonance est compensée par 7 - (£ —n) qui s’annule a l'ordre
2 lorsque £ = n = 0, on peut donc intégrer par parties en s :

o) = we+e [ [ o™ (€= fion o nyinas
= (@) +e [ [ (€~ moufo.n (5.6 nyinds
n

. X t
+c [/ s 58 T n-(&=m f(s,n)f(s,€ —n)dn| + termes semblables
n

1) 0
Or,
0sf(s,1m) = —ie” (V)
donc .
05 f(s,m) = Flie™™(Vu)?) = ie~ 1P F(Vu)?).
Alors

e - Ftimieps [ 1 F((Vw)?) (s, )i diyd
Fre) = @ e [ T [ (€ mF (T )i € — s
+c [e4i”2|£25 / Mﬁ(s,n)ﬁ(s,ﬁ - n)dn]t + termes semblables
n i 0

t t
= (&) + c/ 64’W2‘§|28.7:B[(Vu)2, ulds + ¢ [ 4”2|5‘2S]:B(11 u)(s O]o + termes semblables
0

ou on note B le pseudo produit :

_ 1 n-(€—n) FloNACE
B(f,9) =F /7,|§|2+|n!2+\£—77l2f(77)g(§ n)dn

Finalement,
t

u(t,z) = e ug(z) + ¢ [B(a,a)(t, x) — > B(a, @) (0,z)] + ¢ / =92 B[(Vu)?, u)ds.
0

4.5.3 Dispersion et existence globale

On considere la norme :

lullxery = sup {Ilu()l[zx + (14655 |u(t) [y}
te[0,7)

Comme pour le théoreme on va montrer une estimation du type :

lull x(ry < e+ F (llullx )

2. voir note 1 page
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4.5 UN EXEMPLE AVEC PERTE DE DERIVEES

ou F' vérifie les hypothese du lemme (3.1
Etape 1 : contréle de ||e®®ug||yy1.10

La preuve est identique & celle du théoreme [3.2]: lorsque ¢ > 1, on utilise 'inégalité
de dispersion et lorsque t < 1 on utilise I'injection H? — W10,

t .
Etape 2 : controle de / =92 B[(Vu)?, u)ds

0

Wi.10

e Lorsque t > 1, on écrit :

t t—1 t
/ ei(tfs)AB[(vu)% alds = / ei(tfs)AB[(vu)Q7 alds + / ei(tfs)AB[(vu)Q’ ads
0 0 t—1

et on majore successivement grace a 'inégalité de dispersion [1.15]:

Le théoréme de Coifman-Meyer [4.2] assure :

t—1
/ =92 B((Vu)?, u]ds
0

t—1 1 i
= C/O m”B[(vu)zvu]Hm/gd&
10

IBI(Vu)?, @ll10pe < [(V)?[lsjallullio < el Vull2 jollullyo
et comme H! «— L5 :
IVulls2 < [Vul§Vullg™ < u(®)]| g~

avec /24 (1 —0)/6 =2/5 et N > 2. Ainsi,
ds

t—1
< 3
’ - llleer | A+ 50— 5)o

et on montre, comme pour le théoréme que :

[ e =0t
o (L+s)8/5(t—s)8/5 '

On majore ensuite le second terme en remarquant qu’en dimension 3, H® — L0
des que s > 1/5. En particulier :

t—1
/ e =92 B[(Vu)?, u)ds
0

t .
/ ARV, wlds| <
t—1

t .
/ A BI(V)?, ] ds
t—1

t
< / | BI(Vw)?, ]| 1 ds.
H1 t

10 -1

Or le théoréme de Coifman-Meyer [£.2] permet de justifier :
IBIVw)?, @l g < el (Va)*(s)[[wralluls) lwiio < cllVallfz lullwro

1 1
avec — + —

1
0= 3 i.e. p=5/2. Et comme 2p =5 € (2,6), on a comme précédemment,
p

1BI(Vu)?, alll g < ellu(s)lFa luls)llwao.
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Ce qui montre que :

e Lorsque ¢t < 1, on procede comme pour I'étape 1 en écrivant que || - ||10 < ¢ - || g1

t
/ =92 B((Vu)?, u]ds
t—1

3 bods
o < CHU”X(T) - $6/5 < t6/5HuHX(T)

Le contrdle en norme W11 se fait de la méme facon.
Etape 3 : controle des termes de bord.

e En norme 10, il suffit d’écrire une nouvelle fois :

||U”_2><(T)

1B (@, w)ll1o < el B(u, u)|[ g < cllullyise[ullwio < x5

e En norme H", on revient & la définition de B :

n-(&—n)
+ 2 + € —nf?

u(s,n)u(s, & —n)dn

9 1/2
d§>

|u%wuwHN=:<4u+wa%N

et on utilise I'inégalité arithmético-géométrique pour montrer que

— )
€12 + \nl2 + € —nf?

T !
S 2P+ TP e —nP = 2

On en déduit que

1B(@, a)(s)| g~ < clluls)lzn < cllullf .
Etape 4 : controle de ||u(t)|| g~ -

On commence par écrire que || - |lyz.0c < || - [[w3.10, ce qui est une conséquence du
lemme suivant :

Lemme 4.5. On a Uinjection W10 < 1%

PREUVE. Soit u € W10, Quitte & translater, il suffit de majorer |u(0)| par c||u||y1,10.
1

Ecrivons :
u(0 x)dzr| = |— / u(0) — u(x)dx
wg/01 B a1 )

ou |B| désigne le volume de la boule unité B(0, 1). Grace a la formule de Taylor et en
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4.5 UN EXEMPLE AVEC PERTE DE DERIVEES

passant en coordonnées polaires on obtient :

1 ! T
u(0)] — — uw(x)dzr| = / /du<r>.xdrdx
=18 Jyon Bl oo Jo T
1
< — Vu (rx)‘drdx (Cauchy-Schwarz)
B(0,1) Jo |z|
1 1 1
< / / / \Vu(rw)|drp® dpdw
|B| Jsa Jo Jo
1 1
< d|B/Sd/ |Vu(rw)|drdw (Fubini)
<

Vu(
/ / | U;lrid ) a- Ydrdw
sd T
[Vu(y)|
< dy
/ [yl
L’inégalité de Holder montre alors que :

[Vu(y)|
dy < ||Vu
/B(O,l) |y|d—1 1Vl

deés que 1/]y|9~! est intégrable, ce qui équivaut & p'(d — 1) < d i.e. p > d. C’est bien le
cas pour p = 10 et d = 3. Et puisque

/ u(x)dx
B(0,1)

[u(0)] < eflullwro.

1
|y|d—1

p/

< u(B(0, 1))/ |ull,

on peut conclure :

O]

La décroissance en t=%/% de |Ju(t)||yys.10 se fait comme celle de la norme W10 et on
peut conclure grace au théoréme [1.4] et aux trois précédentes étapes :

u(t)]|%n < CHUOH?{N6ao+c(||u||§<T>+HuH§((T))‘
Etape 5 : conclusion.

On a finalement montré I'inégalité suivante :
3
lullx(r) < o +C<HuHX(T + o )H grotre(llul ey Hiul r))

ol gy est d’autant plus petit que ug U'est dans HN N W99, Le lemme permet de
montrer la finitude de [ul|x = sup||ul| x (1) lorsque ug est suffisamment petit. L’existence
T

globale découle alors du théoreme [2.12

41



NOTATIONS ET CONVENTIONS

Notations et conventions

e Lorsque z et y sont dans R on note |- | la norme euclidienne et z - y le produit
scalaire euclidien.

o F(u) et 4 désignent la transformée de Fourier en espace de u : R x R? — C avec la
convention suivante :

Flu)(t,€) = a(t,€) = / u(t, z)e 2 dy

]Rd

lorsque u(t,-) € L'(R?). On étend ensuite classiquement F aux fonctions L? et aux
distributions tempérées.

1 1
e Lorsque p > 1, on note p’ € R tel que — + — = 1.
p D

e Lorsque X et Y sont des espaces fonctionnels, on note XY l’espace des fonctions
u: X xY — C. Typiquement, X = LI(R) et Y = LP(R?) et dans ce cas LILP est

muni de la norme
1/q
ulloze = ( [t ~>||pdt) -

e ¢ désigne une constante (par rapport a toutes les autres variables) dont la valeur peut
changer d’une ligne sur 'autre et au sein d’une méme ligne.
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