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INTRODUCTION

La recherche d’extremums (ou extrema) occupe une place importante en
mathématiques et dans les sciences en général car elle intervient dés lors
qu’on cherche & optimiser une certaine quantité. Par exemple, en économie,
on cherchera & maximiser les profits et minimiser les coiits ; ces deux quantités
étant entre autres fonctions du temps. De méme, les lois de la réflexion et de
la réfraction en optique découlent d’une minimisation du temps de parcours
de la lumiére.

On ne considérera dans cette lecon que des fonctions définies sur un R
espace vectoriel de dimension finie ; en particulier, on ne parlera pas de fonc-
tions holomorphes. La premiére partie présente les définitions avec lesquelles
nous travaillerons dans celles qui suivent. Les trois parties suivantes consis-
tent a expliquer ce que ’on peut dire quant & 'existence et la caractérisation
d’extremums en fonction des hypothéses dont on dispose sur la fonction f et
sur son domaine de définition U. Enfin, la derniére aborde deux méthodes
d’approximation d’extremums.

Plus précisément, dans la deuxiéme partie, les hypothéses sur U et f sont
les suivantes : f est continue et U est compact. Dans ces conditions, la
fonctions f est bornée et atteint ses bornes. On définit ensuite la notion de
coercivité, qui permet en fait de se ramener au cas d’une fonction continue
définie sur un compact. Dans cette partie, on retrouve aussi deux théorémes
importants de 'analyse : I’équivalence des normes en dimension finie et le
théoréme de d’Alembert.

Dans la troisiéme partie, U n’est plus compact mais ouvert. D’autre part,
on rajoute de la régularité a la fonction f : différentiable ou deux fois dif-
férentiable. On remarque que dans ces conditions, la majorité des résultats
abordés deviennent alors locaux (contrairement a la premiére partie ou les
extremums étaient globaux) ce qui n’a rien de surprenant puisque la différen-
tiabilité est une notion locale. On remarque aussi que les résultats avancés
n’ont pas de réciproques ; exemples a ’appui.

La quatriéme partie aborde le cas des fonctions qui en plus d’étre différen-
tiables sont convexes. On observe que dans ce cas, les théorémes de la partie
précédentes admettent des réciproques; typiquement, étre un point critique
devient équivalent & étre un extremum. De plus, la convexité permet aussi
de récupérer de la globalité; par exemple, un minimum local pour une fonc-
tion convexe est global. Ce minimum est d’ailleurs unique pour peu que la
fonction soit strictement convexe : cette propriété est d’ailleurs utilisé dans
le premier développement concernant l’ellipsoide de John-Loewner.

La derniére partie aborde 'approximation d'un extremum par descente
de gradient a pas optimal sur un exemple particulier puis la méthode de
Newton, qui constitue le second développement.



1. DEFINITIONS ET CADRE DE TRAVAIL

Cadre : On se place dans un R espace vectoriel, noté E, de dimension
finie, notée n, et muni de la norme euclidienne, notée || . ||. Soit U un sous
ensemble non vide de F.

Définition 1.1. Soit a un élément de U et f une fonction de U & valeurs
dans R. On dit que f admet :

e un minimum global en a si pour tout x de U, f(z) = f(a).

o un minimum local en a s’il existe un voisinage V de a tel que pour

tout x dans V n U, f(x) = f(a).

o un minimum strict global (respectivement local) en a si l'inégalité du
premier point (respectivement du deuziéme) est stricte dés que x est
différent de a.

Remarque 1.1.

e Les notions de mazimum (strict) et de mazimum local (strict) se
définissent de facon similaire en inversant le sens des inégalités dans
les définitions précédentes.

e On nomme extremum de la fonction [ tout point qui est soit un
mazimum soit un minimum de f.

R - R

—  sin(z)
admet un minimum global non strict en —%. Ce point est aussi un minimum
local strict.

Exemple 1.1. La fonction sin :

2. COMPACITE ET EXISTENCE D’EXTREMUMS

Théoréme 2.1. Soit f une fonction de U dans R. Si f est continue et U
est un compact de E alors la fonction f est bornée et atteint ses bornes.

Exemple 2.1. Soit N : (R",|| . ||w) = R une norme. La fonction N est
continue sur le compact S(0,1) (la sphére unité pour la norme infinie) :
elle y est donc bornée et elle y atteint son minimum.

Application 2.1. Equivalence des normes.
Si N1 et No sont deux normes sur le méme R espace vectoriel de dimension
finie alors Ny et No sont équivalentes.

Définition 2.1. La fonction f de U dans R est dite coercive si la propriété
suivante est vérifiée :
VA>0,3B > 0,3a > 0,Vze U,(||z|| = B ou d(z,U°) < a) = f(z) =2 A

Remarque 2.1.

o Intuitivement, la fonction f est coercive lorsqu’elle "explose” lorsqu’on
s’approche du bord de son domaine de définition. En particulier :
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o SiU = FE, la fonction f est coercive sur U si et seulement si
lim f(z) =+
[|z]|—+co
Théoréme 2.2. Soit f une fonction de U dans R. Si f est continue et
coercive alors f est minorée et atteint sa borne inférieure.
R? — R?
(z,y) = a®+y?
est continue et coercive sur son domaine de définition. Elle admet effective-
ment un minimum en (0,0).

Exemple 2.2. La fonction f : {

Application 2.2. Théoréeme de D’Alembert.
Toul polynéme non constant de C[X] admet une racine compleze.

3. EXTREMUMS ET CALCUL DIFFERENTIEL
Dans cette partie on suppose que U est ouvert
3.1. Ordre un.

Définition 3.1. Soit f une fonction de U dans R et a un élément de U tel
que la différentielle de f en a (notée D f(a)) existe. On dit que a est un point
critique de f si Df(a) = 0.

Théoréme 3.1. Condition nécessaire d’existence d’un extremum.
Soit f une fonction de U dans R et a un élément de U. Si a est un
extremum local de f et si Df(a) existe alors a est un point critique de f.

Contre-exemple 3.1. Cette derniére condition est nécessaire & l’exvistence
d’un extremum local mais pas suffisante. En effet, la fonction
- 1,1 R : ‘
f: { I-ri - 3 vérifie Df(0) = 0 mais n'a pas d’extremum en 0.
x - T

Application 3.1. Théoréme de Rolle.

Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction définie sur
[a,b] et a valeurs dans R, continue sur |a,b]|, dérivable sur |a,b| et telle que

fla) = f(b). Alors il existe c €]a,b| tel que f'(c) = 0.

Application 3.2. Théoreme des accroissements finis.
Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction définie sur [a,b]
et a valeurs dans R, continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|. Alors il existe

¢ €la, b tel que f(c) = 11,
3.2. Ordre deux.

Théoréme 3.2. Soit f une fonction de U dans R et a un élément de U. Si f
admet un minimum (respectivement mazimum,) local en a et si D?f(a) eviste
alors Df(a) = 0 et D% f(a) est une forme quadratique positive (respectivement
négative).



, R* - R
Exemple 3.1. La fonction f : { (x,y) — a?+yt
admet un minimum en (0,0) et on a effectivement Df((0,0)) =0 et

D2£((0,0)) = <(2) 8) est une forme quadratique positive.

Contre-exemple 3.2. La condition 3.2 est nécessaire a4 lexistence d’un
minimum local mais pas suffisante. En effet, la fonction
e R* - R dmet (0,0) int critique ;

(my) > a?—yP admet (0,0) comme point critique ;
D2£((0,0)) = <(2) 8) est bien positive, mais pourtant (0,0) n’est pas un
minimum local de f.

Théoréme 3.3. Soit f une fonction de U dans R et a un élément de U.
Si Df(a) = 0 et D2f(a) est définie positive (respectivement négative) alors
f admet un minimum (respectivement mazimum) local strict en a.

R? - R

(@y) — 2=+

admet un point critique en (0,+/2) et D2£((0,4/2)) est définie positive donc
f admet un minimum local strict en (0,+/2).

Exemple 3.2. La fonction f : {

Contre-exemple 3.3. La condition 3.3 est suffisante o l’existence d’un min-
R? - R
(z,y) = 2% +y’
admet un minimum local strict en (0,0) et pourtant D?£((0,0)) est positive
certes, mais pas définie comme vu G ['exemple 3.1.

mmum local mais pas nécessaire. En effet, la fonction f - {

Proposition 3.1. Cas particulier de la dimension deuz.
Soit f une fonction définie sur un ouwvert U de R? et a valeurs dans R,
de classe C? sur U. Soit a un élément de U tel que Df(a) = 0. Alors :

o Sidet(D%f(a)) > 0 alors a est un extremum local de f.

e Sidet(D?f(a)) <0 alors f n'a pas d’extremum en a.

o Sidet(D%f(a)) = 0 on ne peut rien conclure a priori.
Application 3.3. Principe du mazimum harmonique.

Soit f une fonction définie sur R™ et a valeurs dans R de classe C? et

o n
telle que pour tout x dans D(0,1) on a Af(x) = > %(m) = 0.
4 0x3

1=

Alors pour tout x € lo)(O, 1), HH|1|in fly) < f(z) < H1rnHaX1f(y).
yll=1 yll=



3.3. Problémes sous contraintes.

Théoréme 3.4. Théoréme des extrema liés.

Soit f,q1,...,gp des fonctions de U dans R, toutes de classe C'. On note
[ lensemble {x € U|Vi € [1,p], gi(z) = 0}. Si fir admet un extremum local
en a € I' et si les Dg;(a) sont linéairement indépendantes alors il existe des
réels A1, ..., \p, nommés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Df(a) = Y \iDg;(a)
=1

Remarque 3.1. Ce théoréme s’interpréte géométriguement en disant que
V f(a) est orthogonal au plan tangent ¢ T en a.

Exemple 3.3. (ezxercice posé lors de ’oral)
Soit P : ax + by + cz + d (avec a,b,c non tous nuls) un plan dans R3.
Montrons qu’il existe un point Q € P qui minimise la distance entre 0 et Q,

notée d(0, Q).

Démonstration : Il s’agit ici de minimiser la fonction N : (z,y,2) +—
22 4+ 9% + 2% sur P (plus rigoureusement, il faut minimiser v/N sur P mais
cela revient au méme).

On remarque que cette fonction est continue et coercive donc par le
théoreme 2.2, l'existence d'un point Q = (zg,yQ, 2¢) minimisant d(0, Q)
est assurée.

De plus DP(zq,yq, 2q) = (a,b,c) est non nul ce qui assure qu’on peut
utiligser le théoréme des extrema liés. Ce dernier donne 'existence d’un réel

A tel que DN(zq,yqg,2Q) = (229,2yQ,229) = M a,b,c). On en déduit que
_(Ada b Ac
('TQ7yQ7ZQ) - (7’ 2 7)

On se souvient enfin que @ est un élément de P donc que azg + byg +
czg +d = 0 ce qui permet de calculer A puis de trouver les coordonnées de
@ uniquement en fonction de a, b, c et d.

Exemple 3.4. (exercice posé lors de l'oral)
On peut, en suivant la méme méthode que ci-dessus minimiser la fonction
[ R3 - R

f { (z,y,2) = 42?2 +9%+2°

sur C = {(z,y,2) € R®|2x + 3y + 2 — 12 = 0}.

Application 3.4. Inégalité arithmético-géométrique.

n n n
Pour tous réels positifs x1,...,x,, on a (H wz) <i (Z SCZ>
i=1 i=1
Application 3.5. Diagonalisation des endomorphismes symétriques.
Soit u un endomorphisme symétriqgue de E. Alors il existe une base or-
thonormée de E constituée de vecteurs propres de u.



4. EXTREMUMS ET CONVEXITE
On suppose ici que U est convexe.

4.1. Fonctions convexes.
Définition 4.1. Soit f un fonction de U dans R. On dit que f est convexe
si la propriété suivante est vérifiée :
Si de plus Uinégalité est stricte dés que x # y et t €]0,1], on dit que f est
strictement conveze.
Théoréme 4.1. Si U est ouvert en plus d’étre convexe et f: U — R est
CONVeTe ON G :

e siaeU est un mazximum global alors f est constante.

e siaeU est un minimum local de f alors ce minimum est global.

Théoréme 4.2. Si f : U — R est conveze et différentiable sur 'ouvert
conveze U alors f admet un extremum local si et seulement si Df(a) = 0.

R - R

r +— eF

Exemple 4.1. La fonction f : {

est convexre et minorée mais comme sa dérivée ne s’annule en aucun point,
on en déduit que f n’admet pas de minimum (ni local ni global) sur R.

Théoréme 4.3. Si f : U — R est strictement conveze et admet un mini-
mum alors il est unique.

Application 4.1. Ellipsoide de John-Loewner (DEVELOPPEMENT 1)

Soit K un compact de R" tel que 0 € K. Il existe un unique ellipsoide
centré en 0 et de volume minimal contenant K.

Démonstration : Soit K un compact de R" vérifiant les hypothéses du
théoréme.

On rappelle qu’un ellipsoide est un sous ensemble de R™ (que I'on munit
ici de la norme euclidienne) de la forme Eg = {X € R"| ' XSX < 1} ou
S e S;FT(R) (ensemble des matrices symétriques, définies et positives).

Pour toute matrice S € S;71(R), notons Vg le volume de Dellipsoide Eg.
Comme S est symétrique réelle, elle est diagonalisable en base orthonormée ;

a . 0
on peut donc supposer que S = | 1 .
O DR an

ou les a; sont des réels strictement positifs.



On en déduit que

Ve = J dzq...dz,

i aixfgl

i=1
dtl...dtn t;

= ————— via le changement de vraiables z; =

A/a7...Qy ‘ A/

i t2<1

z—lVIn

det(S)

On peut donc reformuler le probléme ainsi : on cherche & minimiser la
fonction

S O S

S+ ([R) — R*
D:
det(S)

sur 'ensemble A = {S € STT(R)|K c Eg}

Remarquons que 0 € K. 1l existe donc r > 0 tel que B(0,r) ¢ K.
Comme B(0,7) = E%L, si S e Aonaalors E%l c K ¢ Eg donc V%l < Vg

et donc D (f—g) < D(S).
On en déduit que pour minimiser D sur A, il suffit de minimiser D sur
ensemble C = {S € S}*(R)|K < Es et D(S) = D (%)}

Montrons que D est continue sur le compact non vide C. On en déduira
que D atteint son minimum sur C' d’ou 'existence d’un ellipsoide de volume
minimal contenant K :

e Les fonctions déterminant et racine carrée sont continues et 4/det(.S)
est non nulle dés que S € S;F1(R) ce qui garantit la continuité de la
fonction D sur C.

o C est fermé. En effet, soit (S),), une suite d’éléments de C' qui con-
verge vers .S.

Par fermeture de S, +(R), on sait déja que S € S;7(R).

D’autre part, on sait que pour tout n € N, D(S,) = D (1{—3)

En passant a la limite dans cette inégalité, on obtient (par conti-
nuité de D établie au point précédent) que D(S) = D (%) > (0 donc
Se ST (R).

Enfin, on sait aussi que pour tout X € R™ et pour tout n € N, on
a 'XS,X <1.

En passant 4 la limite on a alors que pour tout X € R, XSX <1
ce qui garantit que K c Eg.

Finalement, toutes les conditions sont remplies pour affirmer que

SecC.
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e C est borné pour la norme |||.||| : S — sup || ‘XSX]|.
IIX]1<1

<

En effet, soit S € C et X € R™ tel que || X|| < 1.

Comme rX € B(0,r)c K € Eg on a :

1> '(rX)S(rX) =r?'XSX cest a dire |||S]]| < %
e (' est non vide.

En effet, comme K est compact, il est en particulier borné.
Il existe donc R > 0 tel que K < B(0,R) = Ex, .
R

Donc % eC.

Montrons maintenant que D est une fonction strictement convexe sur le
convexe C'. Cela assurera que le minimum trouvé au point précédent de la
démonstration est unique.

e ( est convexe.
En effet, soit S,Re C et t € [0, 1].
D’une part, tS+(1—t)R € S; T (R) par convexité de cet ensemble.
D’autre part, pour tout X € R”, on a
XS+ (1—-t)R)X < t'XSX+(1—-t)'XRX
< t+(1-t)=1
Donc K < Eys1(1-t)Rr-
Enfin, B(0,7) € K < Eyg, (1_pg donc D(tS+ (1—t)R) = D ().
On en déduit que tS + (1 —t)Re C.
e La fonction D est strictement convexe sur C (en fait, elle est sur
Syt (R)).
En effet, soit S,R € C et t €]0,1[. Par le théoréme de pseudo-
réduction simultanée, il existe une matrice inversible P telles que
S1
S=1tp . P, ot les s; sont strictement positifset R = ‘PP.
Sn
On remarque par ailleurs que 'un des s; est différent de 1 puisque
les matrices S et R sont différentes (). On a donc :

o
N[

ts; +1—1
det | tP P
0 ts, +1—1
n
= det(P)"'[[(tsi +1—1)2

DS+ (1—-t)R)

=1
— det(P)fl ﬁ e—%ln(tqu"rl—t)
=1

Par stricte concavité de la fonction logarithme sur R**, on a pour
tout i € [1,n], In(ts; + 1 —t) = tIn(s;) + (1 — t)In(1) et I'une de ces
inégalités est stricte a cause de la remarque (*). Donc :

10



D(tS+(1—t)R) < det(P)_l I e*%(ﬂﬂ(&,;)‘i’(l*t)ln(l) (1)

i=1
—1(tn( ] s5)+(1=t)In(1
= det(P)le L] ety

< det(P)! te_éln(iglsi)Jr(l—t)e51“(1)> (3)
~ aei() (1(0To0 F+-0) @

=1
tdet(S) + (1 — t)det(R)
Les justifications des (in)égalités précédentes sont les suivantes :
(1) : Stricte croissance de la fonction exponentielle.
(2) : Propriétés de 'exponentielle et du logarithme.

(3) : Convexité de la fonction z — e~3% sur R.

D’ot le résultat annoncé.

Remarque 4.1. La démonstration de ce théoréme tient toujours si on rem-
place Uhypothése "K est compact” par "K est borné". En effet, on ne se sert
jamais du caractére fermé de K.

Remarque 4.2. (Ces remarques sont les questions ayant été posées lors de
Uoral et leurs réponses)

o [dée de la démonstration de Uaffirmation " si S est une matrice

symétrique réelle alors elle est diagonalisable en base orthonormée” ¢
On commence par montrer que les valeurs propres complexes de S
sont en fait réelles. Puis, on procéde par récurrence sur la dimension.
o Pourquoi peut on faire le calcul du volume de Uellipsoide dans la base
que l'on veut ?
En toute généralité, on ne peut pas! On cache en fait ict un change-
ment de variables.

En effet, Vg vaut par définition J dxy...dx,.

tXSX<1
Comme S = 'ODO ou D est diagonale et O est orthogonale, on
a donc Vg = f dzy...dxz,.
HOX)D(0X)

On effectue ensuite le changement de variable Y = OX ; change-
ment de variable dont le jacobien vaut 1 puisque O est orthogonale.
D’ot le résultat.

o Pourquoi peut on choisir la norme que [’on veut pour montrer que C
est borné ¢

Le caractére borné d’un ensemble ne dépend pas de la norme choisie
dés lors qu’elles sont toutes équivalentes. Or, c’est le cas puisqu’on
est en dimension finie.

11



o Quel est lintérét de la condition D(S) = D (7{—3) dans la définition
de C'?
Cette condition permet de garantir le caractére fermé de C. En
effet, sans elle, une suite d’éléments de C' converge vers une matrice
de S;F(R) mais pas nécessairement une matrice de S (R).

4.2. Projection sur un convexe fermé.

Théoréme 4.4. Projection sur un conveze fermé.

Soit C' un conveze fermé non vide de E et x un élément de F. Alors il
existe un unique point de C, noté pc(x) tel que ||z — po(x)|| = d(x, C).
pe(z) € C
Vye C{z —po(x),y —pc(x)) <0

Application 4.2. Soit n € N* et, pour tout i € [1,n] un point (z;,y;) de
R?. On suppose que les x; ne sont pas tous égauz. Alors il existe un unique

De plus ce point est caractérisé par {

n
couple (\, i) € R? tel que la somme Y. (\x; + p — y;)? est minimale.
i=1

5. ALGORITHMES DE RECHERCHE ET D’APPROXIMATION

Théoréme 5.1. Descente de gradient a pas optimal
. R - R

Soit f: { r - HAz,a)y+ bz +e

ot A est une matrice symétrique définie positive, b est un vecteur R™ et ¢
est un réel. Soit zo € R™ et € > 0.

L’algorithme : tant que V f(xg) > €, faire xp41 = zr — .V f(xg) ot ty
minimise la fonction t — f(xy + tV f(xg)) permet de construire une suite
(zx)g qui converge vers le minimum T de f.

De plus, pour tout k € N, ||z, — Z|| < C(3=2)k (guee C une constante,

)\1“1’)\71,
A1 = max Sp(A) et A, = minSp(A4)).

Exemple 5.1. (ezercice posé lors de l'oral)

Soit f un endomorphisme symétrique et positif sur R™ muni du produit
scalaire euclidien.

1) Montrer que pour tout x € R™\{0} on a {(z, f(x)) >0

n R - R

2) On fireue R etonnoteg.{x . %(f(x),:c>—<u,x>

Montrer que g a des dérivées partielles selon toutes direction et admet un
unique point critique qui est un minimum global.

Idées pour la résolution :
Cet exercice reprend en fait les éléments de la preuve du théoréme 5.1.
La question 1 se résout trés rapidement en diagonalisant f en base or-
thonormeée (possible puisque c’est un endomorphisme symétrique réel).
Pour la deuxiéme question, calculer g(z + tv) pour tout vecteur v non nul
de R permet de facilement montrer que g admet des dérivées dans toutes
12



les directions. On constate en calculant la différentielle de g qu’elle admet un
unique point critique. D’autre part, cette fonction est continue et coercive
(le premier terme de g, quadratique, 'emporte a U'infini sur son deuxiéme
terme, linéaire) : elle admet donc un minimum. Ce minimum se doit d’étre
un point critique : I'unique point critique de g est donc un minimum. Ce
dernier est global par convexité stricte de g.

Théoréme 5.2. Méthode de Newton (DEVELOPPEMENT 2)

Soit U un ouvert de R et f une fonction de classe C? sur U & valeurs dans
R. Sia est un élément de U tel que f(a) =0 et f'(a) > 0 alors la suite (zy,)y
définie par récurrence par xni1 = F(x,) avec F 1 x — x — % converge
vers a de facon quadratique dés que son premier terme xo est suffisamment
proche de a.

Démonstration : Puisque f’ est continue et f’(a) > 0 on en déduit
que localement autour de a, la dérivée de f est strictement positive. La
fonction f est donc strictement croissante localement autour de a ce qui
assure I'existence d’un voisinage (que ’on choisit de prendre compact) V' de
a, inclus dans U, tel que a est le seul zéro de f dans V d’une part et tel que
f'> 0 sur V d’autre part.

On constate que F est bien définie sur V puisque f’ ne s’y annule pas.
D’autre part, pour tout z € V, on a

Flx)—a = z—a-— f(x/;xf(a) puisque f(a) =0

fla)=f(z)—(a—z)["(x)
f'(x)

Or, par la formule de Taylor-Lagrange entre a et z, il existe un réel z,

entre a et x tel que f(a) = f(z) + (a —z)f'(x) + f”(%)@-

Donc pour tout z € V, F(z) —a = Fze) (w—a)®

flx) 2
Comme (u,v) — ]}l,l((;‘)) est continue sur le compact V2, on peut introduire
_ f"(u)
la constante C' = u{%?\)/% 5P )|

Et on a donc pour tout z € V, |F(x) —a|] < Clz — al? (x)

Soit dés lors a > 0 tel que I = [a + a,a —a] € V et Ca < 1. Alors pour
tout w € I, |F(r) — a| < Ca? < a donc [ est stable par F.

On peut alors définir correctement la suite (x,), de I’énoncé dés que zp €
I, et cette suite vérifie (). On a donc pour tout n € N |z,+1—a| < Clz, —al?
puis par une récurrence rapide C|z,;1 — a| < (Ca)?" — 0 lorsque n — +o0
car Ca < 1. D’ou la convergence quadratique de (x,,), vers a.

Corollaire 5.1. Si g : [c,d] — R est de classe C? et est strictement convere,
on peul approcher son minimum par la méthode de Newton appliquée a f'.

Remarque 5.1. (ces questions ont été posées lors de l’oral)

o Comment faire si il est trés difficile de calculer la dérivée d’une fonc-
tion (dans la méthode de Newton) ?
13



On peut, a la place de calculer la dérivée de la fonction approcher
cette dérivée par un tauxr d’accroissement.

o (Jue se passe-t-il dans la méthode de gradient a pas optimal si on est
en dimension un ?

On converge alors en une étape vers le minimum de f.
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ANNEXES

ANNEXE A :
La méthode de descente dans le cas général consiste & calculer la suite
(zn)n définie par récurrence par

Tn+l1l = Tp, + tndn

ou t, est appelé "pas" et ou d,, est la direction de la descente.

Dans le cas de la descente de gradient a pas optimal, d, = Vf(x,) et
le pas est optimal au sens ou, & chaque étape, on minimise f sur la droite
Ty + V fxy).

Vf(zn)

Vf(anrl)

Remarque : les différents gradients devraient étre orthogonaux & la ligne
de niveau de f correspondante (ce qui n’est pas vraiment le cas sur ce dessin).

/

ANNEXE B

Méthode de Newton : 41 est
a Dintersection de (Ox) et de
la tangente & la courbe de f
en x,.

v

o

15



(1]

(2]
(3]

[4]

[5]
[6]

REFERENCES
FrANGQOIs ROUVIERE, Petit guide de calcul différentiel ¢ lusage de la licence et de
l’agrégation, Troisiéme édition, Cassini
XAVIER GOURDON, Analyse, Deuxiéme édition, Ellipses
VINCENT BECK, JEROME MALICK, GABRIEL PEYRE, Objectif agrégation, Deuxiéme
édition
FrREDERIC TESTARD, Analyse mathématique : la maitrise de limplicite, Calvage et
Mounet
JEAN-BAPTISTE HIRRIART-URRUTY, Optimisation et analyse conveze

SERGE FrRANCINOU, HERVE GIANELLA, SERGE NICOLAS, Exercices de mathématiques
oraur X-ENS algébe 3, Deuxiéme édition, Cassini

16



