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Introduction

Ce travail s’intéresse à certaines courbes projectives ; à savoir les courbes elliptiques.
Son but est d’établir des liens - dont la nature est explicitée ci-après - entre l’ensemble
des courbes elliptiques sur C et celui des quotients de C par un réseau. Une fois ces
liens établis, on espère qu’ils aideront à traduire les problèmes compliqués dans l’un des
domaines en des problèmes plus simples dans l’autre.

1. Courbes elliptiques

Dans toute cette partie, K est un corps. On suppose connue la construction de plan
projectif P2pKq, la notion de coordonnées homogènes et le théorème de Bézout.

1.1. Définitions.

Définition 1.1. (Courbe projective)
On définit une courbe projective plane comme étant un élément de l’ensemble suivant :�

dPN�

KdrX,Y, Zs{ � où KdrX,Y, Zs est l’ensemble des polynômes homogènes de degré

d en trois variables et � est une relation d’équivalence sur cet ensemble telle que F �
Gô Dλ P K�, F � λG.

Autrement dit, une courbe projective est la donnée d’un polynôme homogène non con-
stant en trois variables, en considérant que deux polynômes proportionnels représentent
la même courbe.

Remarques :
• Dans la suite, on confond "courbe projective" et "polynôme homogène non con-
stant en trois variables" (autrement dit, on confond classe d’équivalence et
représentant de cette classe)
• Si F P KdrX,Y, Zs est une courbe projective, le degré de cette courbe est celui
de F , à savoir d. Dans la suite, on s’intéresse aux courbes projectives de degré
trois qu’on nommera aussi cubiques projectives.
• On définit de même une courbe affine plane comme étant un polynôme non
constant de KrX,Y s.
• Pour passer d’une courbe affine F à sa version projective, on homogénéise F
en F̃ pX,Y, Zq � ZdegpF qF pXZ , YZ q. Réciproquement, pour passer d’une courbe
projective F̃ à la courbe affine sous-jacente, on déshomogénéise F̃ en F pX,Y q �
F̃ pX,Y, 1q. Grâce à ces procédés, les définitions (projectives) suivantes ont toutes
leur pendant affine.

Définition 1.2. (Points d’une courbe)
Soit F P KdrX,Y, Zs une courbe projective. L’ensemble des K-points de F est F pKq �

trx : y : zs P P2pKq|F px, y, zq � 0u
Remarque : Cet ensemble est bien défini. En effet, si px, y, zq et pλx, λy, λzq (où

λ P K�) sont deux représentants du même point projectif, comme P est un polynôme
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homogène, F px, y, zq � 0 ô F pλx, λy, λzq � 0. De plus, cet ensemble ne dépend pas
non plus du représentant choisi pour F .

Définition 1.3. (Point singulier)
Soit F P KdrX,Y, Zs une courbe projective et P � rx0 : y0 : z0s P F pKq un K-point

sur cette courbe. On dit que P est un point singulier si et seulement si gradpF qpP q � 0.
Sinon, on dit que P est non singulier et la tangente à F en P est la droite (courbe
projective de degré 1)

L � BF
BX pP qpX � x0q � BF

BY pP qpY � y0q � BF
BZ pP qpZ � z0q

Si tout point de F pKq est non singulier, alors on dit que la courbe F est lisse. Sinon,
on dit qu’elle est singulière.

Exemples

La courbe affine y2 � x3

est singulière.
La courbe affine y2 � x3 � 3x� 3 est lisse.

Il est important de considérer la clôture algébrique de K dans la définition d’une
courbe singulière. En effet, pour F � X3 � 6XZ2 � 6Y Z2 � Y 3, un rapide calcul du
gradient montre que F pQq � tr?2 :

?
2 : 1su. Donc, sur Q, F n’admet aucun point

singulier ; pourtant, cette courbe est singulière.

Définition 1.4. (Courbe elliptique)
Une courbe elliptique sur K est une cubique projective lisse.

1.2. Simplification d’une courbe elliptique.

1.2.1. Mise sous forme de Weierstrass.

Définition 1.5. (Point d’inflexion)
Soit F une courbe projective de degré plus grand que deux et P P F pKq un point non

singulier de F . Le point P est un point d’inflexion si et seulement si detpHpF qqpP q � 0
où HpF q est la matrice hessienne associée à F .
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Proposition 1.1. (Existence d’un point d’inflexion)
Soit F une courbe projective de K algébriquement clos, lisse et de degré strictement

supérieur à 2. Alors F admet au moins un point d’inflexion.

Démonstration : Comme F est non singulière en tout point de F pKq, la définition
précédente assure que les points d’inflexion rx : y : zs sont les solutions du système"
F px, y, zq � 0
detpHpF qqpx, y, zq � 0
Comme F est de degré strictement plus grand que 2, detpHpF qq est un polynôme

homogène de degré au moins 1 (ie une courbe projective de degré au moins 1). Comme
K est algébriquement clos, le théorème de Bézout assure que les deux courbes projec-
tives F et detpHpF qq admettent exactement degpF q degpdetpHpF qqq points d’intersec-
tion comptés avec multiplicité. Ici, degpF q ¡ 2 et degpdetpHpF qqq ¥ 1 donc nos deux
courbes admettent au moins un point d’intersection. Cela veut dire que F admet un
point d’inflexion.

Remarques :
• En particulier, toute cubique lisse de K admet un point d’inflexion.
• On peut en fait montrer que toute cubique lisse sur un corps algébriquement
clos admet exactement 9 points d’inflexion distincts.

Proposition 1.2. Soit F une cubique lisse de K. Alors il existe un automorphisme ϕ
de P2pKq (ie un élément de PGL3pKq) tel que la courbe F � ϕ�1 est la même que la
courbe projective

Y 2Z � a1XY Z � a3Y Z
2 �X3 � a2X

2Z � a4XZ
2 � a6Z

3

Cette forme est appelée forme de Weierstrass de la cubique F .
Reformulée autrement, cette proposition dit : toute courbe elliptique peut-être mise

sous forme de Weierstrass.

Démonstration : Le plan est le suivant : on envoie un point d’inflexion de F (qui
existe) sur le point à l’infini r0 : 1 : 0s et on constate que cette opération transforme
notre courbe de la façon voulue.

La forme générale de notre cubique F est aX3 � bX2Y � cXY 2 � dY 3 � eX2Z �
fXY Z � gY 2Z � hXZ2 � iY Z2 � jZ3. Comme F est une cubique lisse, la proposition
1.1 assure que F admet un point d’inflexion P � rxp : yp : zps. On note L la tangente à
F en P . Comme P est un point d’inflexion, la multiplicité d’intersection de L et F en
P vaut 3.

Choisissons un point Q � rxq : yq : zqs P LzF . Les vecteurs colonnes
�
�xpyp
zp

�
 et

�
�xqyq
zq

�


sont linéairement indépendants puisque P et Q sont deux points distincts du plan
projectif. On complète ces deux vecteurs en une base de K3 par un vecteur colonne C.

On obtient alors une matrice inversible α �
�
�xq xp
yq yp C
zq zp

�
et α�1, tout aussi inversible,
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permet de passer des coordonnées pX,Y, Zq aux coordonnées pU, V,W q et envoie P sur
le point r0 : 1 : 0s et Q sur le point r1 : 0 : 0s. De cette façon, on envoie la tangente
à P sur la droite projective Z (car par deux points projectifs passe une unique droite
projective).

On obtient alors G � F � α�1 � kU3 � lU2V �mUV 2 � nV 3 � pU2W � qUVW �
rV 2W � sUW 2 � tV W 2 � uW 3 et trois conditions :

(1) O � r0 : 1 : 0s P GpKq
(2) La tangente L1 à G en O est W
(3) La multiplicité d’intersection de G et L1 en O est 3 (comme la multiplicité

d’intersection de F et L en P )

La première condition impose n � 0.
La tangente à G en O est BG

BU pOq � U � BG
BV � pV � 1q � BG

BW �W , c’est à dire après
calcul mU � rW . On en déduit que m � 0 et que r � 0.

Les points d’intersection entre G et L1 sont ceux dont les coordonnées ru : v : ws
vérifient

"
Gpu, v, wq � 0
w � 0 c’est à dire ceux tels que ku3 � lu2v � 0 (après calcul et

en utilisant le fait que n � m � 0). Or, la troisième condition impose que le seul
point d’intersection de G et L1 est O donc on doit avoir une solution triple à l’équation
précédente. Cela impose que l � 0 et k � 0.

Puisque une courbe projective est un polynôme modulo multiplication par un facteur
non nul, on choisit comme représentant de G celui ayant un coefficient 1 devant U3 (ce
qui est possible car le coefficient devant U3 est k � 0). Les observations précédentes
montrent alors que

GpU, V,W q � U3 � pU2W � qUVW � rV 2W � sUW 2 � tV W 2 � uW 3

Enfin, puisque r � 0, on peut faire un nouveau changement de coordonnées et passer
de pU, V,W q à pU, V, �Wr q. Le polynôme obtenu est alors une forme de Weierstrass.

1.2.2. Mise sous forme de Weierstrass réduite.
Dans la suite de cette partie, le corps K est algébriquement clos et de caractéristique

différente de 2 ou 3.

Proposition 1.3. Soit F � Y 2Z � a1XY Z � a3Y Z
2 �X3 � a2X

2Z � a4XZ
2 � a6Z

3

une courbe elliptique mise sous forme de Weierstrass. Alors il existe un automorphisme
ϕ de P2pKq tel que F � ϕ�1 est la même courbe que Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3.

Démonstration :
Elle repose sur des changements successifs de coordonnées. On commence par faire

le changement de coordonnées :$&
%

X Ð X

Y Ð Y � a1X
2 � a3Z

2
Z Ð Z

ce qui est possible puisque carpKq � 2. Cette opération symétrise la courbe par rapport
à l’axe des abscisses lorsqu’on l’observe dans le plan affine.
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Après calcul, la forme de Weierstrass initiale devient alors :

Y 2Z �X3 � pa
2
1

4 � a2qX2Z � p3a1a2
4 � a4qXZ2 � pa

2
3

4 � a6qZ3

En renommant les constantes, on montre donc qu’il existe pa, b, cq P K3 tels que la
forme devienne :

Y 2Z �X3 � aX2Z � bXZ2 � cZ3

Puis, le changement de coordonnées (loisible puisque carpKq � 3)$&
%

X Ð X � aZ
3

Y Ð Y
Z Ð Z

permet de montrer qu’il existe pa, bq P K2 tels qu’on obtienne une forme de Weierstrass
réduite :

Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3

Remarques :
• Intéressons nous aux points sur la droite à l’infini d’une courbe elliptique F �
Y 2Z � X3 � aXZ2 � bZ3 . Soit P un tel point et rx : y : 0s ses coordonnées
homogènes. Ces dernières doivent vérifier l’équation x3 � 0, donc x � 0. De
plus, comme r0 : 0 : 0s n’est pas un point du plan projectif, on a nécessairement
y � 0. En divisant les coordonnées de P par y, on obtient finalement que P a
pour coordonnées r0 : 1 : 0s. Ce point est effectivement à l’infini et dans F pKq.
On nomme ce point O et on l’appelle point à l’infini de F .
• On en déduit qu’un point de F pKq est soit O, soit un point dont les coordonnées
affines px, yq vérifient l’équation y2 � x3 � ax� b.
• On connaît très bien le comportement deO P F pKq : c’est un point non singulier,
d’inflexion et la tangente à F en ce point est la droite à l’infini (vu dans la mise
sous forme de Weierstrass). C’est pourquoi on se concentre dans la suite aux
points de F pKq qui ne sont pas à l’infini ; ce qui permet de travailler avec la
forme de Weierstrass réduite affine : Y 2 �X3 � aX � b.

1.2.3. Caractérisation du caractère lisse d’une courbe elliptique.

Lemme 1.1. Soit P P KrXs. P admet une racine multiple si et seulement si P et P 1
ont une racine commune.

Démonstration :
Si P a une racine multiple, il existe α P K et Q P K tels que P � pX � αq2Q. Alors,

P 1 � 2pX � αqQ � pX � αq2Q1 donc P 1pαq � 0. On en déduit que α est une racine
commune à P et P 1.

Réciproquement, si il existe α tel que P pαq � P 1pαq � 0 alors il existe Q P KrXs tel
que P � pX �αqQ. En dérivant cette expression, on obtient P 1 � Q�pX �αqQ1. Mais
comme P 1pαq � 0, Qpαq � 0 aussi. Donc il existe R P KrXs tel que Q � pX �αqR. Par
conséquent, P � pX � αq2R et α est racine multiple de P .

Lemme 1.2. Soit a, b P K. Le polynôme X3 � aX � b admet une racine multiple si et
seulement si 4a3 � 27b2 � 0.
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Démonstration :
Le polynôme P � X3 � aX � b admet une racine multiple si et seulement si P

et P 1 admettent une racine commune par le lemme 1.1. Cette dernière condition est
équivalente à la nullité du résultant de P et P 1. Or, après calcul, RespP, P 1q � 4a3�27b2.
Ce qui conclut.

Lemme 1.3. Soit a, b P K. La courbe affine f � Y 2 � X3 � aX � b est lisse si et
seulement si 4a3 � 27b2 � 0.

Démonstration :
Commençons le raisonnement par équivalence :

f est lisse
ô @px, yq P fpKq, gradpfqpx, yq � 0
ô @px, yq P fpKq, p3x2 � a � 0q ou p2y � 0q
ô @px, yq P fpKq, p3x2 � a � 0q ou py � 0q puisque carpKq � 2

Continuons par double implication :
Supposons que 27b2 � 4a3 � 0. Soit px, yq P fpKq. Si y � 0, pas de problème. Sinon,

x3�ax�b � y2 � 0 donc x est racine du polynôme X3�aX�b. Mais, notre hypothèse
et le lemme 1.2 assurent alors que x n’est pas racine double de X3 � aX � b. Le lemme
1.1 implique alors que x n’est pas racine de 3X2 � a donc 3x2 � a � 0. On a bien :

@px, yq P fpKq, p3x2 � a � 0q ou py � 0q
Réciproquement, supposons que @px, yq P fpKq, p3x2 � a � 0q ou py � 0q. Par l’ab-

surde, 27b2�4a3 � 0. Par le lemme 1.2, il existe x P K qui est racine double du polynôme
X3�aX � b. Alors le point px, 0q appartient à fpKq, et est tel que 3x2�a � 0 et y � 0
ce qui est une contradiction. Donc 27b2 � 4a3 � 0.

Proposition 1.4. (Définition équivalente d’une courbe elliptique)
Soit F une courbe projective sur K, corps algébriquement clos de caractéristique dif-

férente de 2 ou 3. Alors, F est une courbe elliptique si et seulement si il existe a, b P K
tels que 27b2 � 4a3 � 0 et F admette la forme de Weierstrass réduite Y 2Z � X3 �
aXZ2 � bZ3.

Démonstration : Si F est une courbe elliptique, alors elle peut être mise sous forme de
Weierstrass réduite (parties précédentes). De plus, comme F est lisse, la courbe affine
sous-jacente à F l’est aussi. Le lemme 1.3 assure alors que 27b2 � 4a3 � 0.

Réciproquement, si il existe a, b P K tels que 27b2 � 4a3 � 0 et F admette la forme
de Weierstrass réduite Y 2Z � X3 � aXZ2 � bZ3, alors F est une cubique. De plus,
elle est lisse en tout point de F pKq � F pKq (car K est algébriquement clos). En effet,
F pKq � tr0 : 1 : 0suYtrx : y : 1s|y2 � x3�ax� bu comme vu précédemment. La courbe
F est lisse en r0 : 1 : 0s car gradpF qp0, 1, 0q � 1 � 0 et comme 27b2 � 4a3 � 0, le lemme
1.3 assure que F est lisse en tout point de trx : y : 1s|y2 � x3� ax� bu. Donc F est une
courbe elliptique.
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Remarques :
• Cette proposition permet d’utiliser une forme réduite de Weierstrass à chaque
fois que l’on veut parler d’une courbe elliptique.
• Si F � Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3 est une courbe elliptique, la quantité ∆pF q �

4a3 � 27b2 est appelée discriminant de F .
• Si F � Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3 est une cubique projective, on dispose de trois
méthodes permettant d’affirmer qu’il s’agit d’une courbe elliptique :

– On vérifie que gradpF q ne s’annule en aucun point de F pKq.
– On vérifie que la quantité 4a3 � 27b2 est non nulle.
– On vérifie que les racines du polynôme X3 � aX � b sont deux à deux
distinctes.

1.3. Loi de groupe.
On définit une loi interne sur les points rationnels d’une courbe elliptique F , notée �

qui fait de pF pKq,�q un groupe commutatif. Les illustrations s’appuient sur la courbe
Y 2Z �X3 � 3XZ2 � 3Z3.

Soient A et B deux points de F pKq. On note D la droite passant par A et B, en
considérant que cette droite est la tangente à F en A si A � B. On peut toujours
considérer cette droite :

• si A � B, il existe une unique droite projective passant par A et B
• si A � B, la tangente à F en A existe bien car F est lisse par définition

Comme K est algébriquement clos, on peut utiliser le théorème de Bézout. Ce dernier
assure alors que F etD, de degrés respectifs 3 et 1, s’intersectent en exactement 3 points.

Deux d’entre eux sont A et B.
On définit la somme de A et B
comme étant le symétrique du
troisième par rapport à l’axe
des abscisses (de façon à ce
que le point à l’infini soit neu-
tre). La figure ci-contre illus-
tre le propos.

Remarque : La seule chose "difficile" à prouver est l’associativité de cette loi. On
admet (pour l’instant) que � est une loi de groupe. Une preuve de ce fait est donnée
juste après le théorème 3.3.
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1.4. j-invariant et courbes isomorphes.

Définition 1.6. (Courbes elliptiques isomorphes)
Soient F � Y 2Z�X3�aXZ2� bZ3 et F 1 � Y 2Z�X3�a1XZ2� b1Z3 deux courbes

elliptiques. On dit que F et F 1 sont isomorphes si et seulement si il existe µ P K� � K�
tel que a � µ4a1 et b � µ6b1.

Remarque : Justification de l’appellation "courbes isomorphes".

Si F � Y 2Z�X3�aXZ2�bZ3 et F 1 � Y 2Z�X3�µ4a�XZ2�µ6bZ3, on remarque
d’abord que le discriminant de F 1 est égal à µ12 fois celui de F . Donc F est une courbe
elliptique si et seulement si F 1 en est une.

Ensuite on remarque que ϕ :
"
F pKq ÝÑ F 1pKq
rx : y : zs ÞÝÑ rµ2x : µ3y : zs est un isomorphisme

de groupes (où on a muni F pKq et F 1pKq de la loi de groupe définie précédemment).
En effet,

rx : y : zs P F pKq
ô y2z � x3 � axz2 � bz3

ô µ6 � y2z � µ6px3 � axz2 � bz3q
ô pµ3yq2z � pµ2xq3 � µ4apµ2xz2q � µ6bz3

ô rµ2x : µ3y : zs P F 1pKq
ce qui permet de définir ψ :

"
F 1pKq ÝÑ F pKq
rx : y : zs ÞÝÑ rµ�2x : µ�3y : zs application qui est

un inverse pour ϕ.
Reste à montrer que ϕ est un morphisme de groupes. Soit P et Q deux points de F pKq

et L � aX � bY � cZ la ligne les joignant (qui existe). Le troisième point d’intersection
de L avec F est R � �pP � Qq. Or, l’image de L par ϕ est la ligne L1 � a

µ2X �
b
µ3Y � cZ et cette dernière intersecte F 1 en trois points comptés avec multiplicité (par
Bézout). Comme ϕpP q, ϕpQq et ϕpRq sont tous trois dans L1pKqXF 1pKq, les trois points
d’intersection en question sont ϕpP q, ϕpQq et ϕpRq. On en déduit que ϕpP q � ϕpQq �
�ϕpRq puis que :

ϕpP �Qq � ϕp�Rq �loomoon
p�q

�ϕpRq � ϕpP q � ϕpQq

L’égalité p�q vient de ce que ϕp�Rq�ϕpRq � �ϕpOq � r0 : �µ3 : 0s � r0 : 1 : 0s � O.
D’où l’appellation "courbes isomorphes".

Définition 1.7. (j-invariant)
Soit F � Y 2Z � X3 � aXZ2 � bZ3 une courbe elliptique. Le j-invariant de F est

défini par jpF q � 6912� a3

4a3�27b2

Proposition 1.5.
Pour tout j0 P C, il existe une courbe elliptique sur C de j-invariant j0.

Démonstration : Si j0 � 0 alors E � Y 2Z � X3 � Z3 convient. Si j0 � 1728 alors
E � Y 2Z �X3 �XZ2 convient.
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Sinon, E � Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3 avec a � 3j0p1728� j0q et b � 2j0p1728� j0q2
convient. Comme 4a3 � 27b2 � 4� 27� 1728j2

0p1728� j0q3 � 0 car j0 R t0, 1728u, ceci
est bien une courbe elliptique. De plus,

jpEq � 4� 1728 27j3
0p1728� j0q3

4� 27� 1728j2
0p1728� j0q3 � j0

Proposition 1.6. (Courbes isomorphes et j-invariant)
Soient F � Y 2Z�X3�aXZ2� bZ3 et F 1 � Y 2Z�X3�a1XZ2� b1Z3 deux courbes

elliptiques. Ces dernières sont isomorphes si et seulement si elles ont même j-invariant.

Démonstration : Si F et F 1 sont isomorphes, alors il existe µ P K� tel que a1 � µ4a
et b1 � µ6b. Un calcul direct donne alors jpF q � jpF 1q.

Réciproquement, si jpF q � jpF 1q � j, plusieurs cas se présentent :

• Si j � 0 alors a � a1 � 0. Mais, comme F et F 1 sont des courbes elliptiques,
∆pF q et ∆pF 1q se doivent d’être non nuls. Cela implique que b et b1 sont différents
de 0. On peut donc définir µ par µ6 � b1

b . Il convient.
• Si j � 1728 alors b � b1 � 0, et le même raisonnement que ci dessus impose a et
a1 non nuls. On définit alors µ par µ4 � a1

a et ce dernier convient.

• Si j R t0, 1728u, ni a ni b ne sont nuls. Remarquons que jpF q
jpF q�1728 � 4a3

27b2 et
jpF 1q

jpF 1q�1728 � 4a13
27b12 . Comme jpF q � jpF 1q alors 4a3

27b2 � 4a13
27b12 donc p aa1 q3 � p bb1 q2.

On définit alors µ par µ2 � ab1

a1b . On a alors

µ4 � p a
a1
q2 � p a

a1
q�3 � a1

a
donc a1 � µ4a

et un calcul similaire montre que b1 � µ6b.

Dans tous les cas, F et F 1 sont isomorphes.

2. Fonctions elliptiques

2.1. Définition et quelques propriétés.

Définition 2.1. (Réseau de C)
Un réseau Γ de C est un sous groupe (pour l’addition) discret de R2 tel que le sous

espace vectoriel engendré par Γ soit égal à R2.

Remarque : Une base du réseau Γ est un couple pz1, z2q de complexes tel que tout
élément de Γ s’écrit comme combinaison linéaire à coefficients entiers de z1 et z2. L’ex-
istence d’un tel couple est toujours assurée.

Définition 2.2. (Fonction périodique sur un réseau)
Une fonction f définie sur C est dite périodique sur le réseau de C, Γ si pour tout

z P C, pour tout γ P Γ, fpz � γq � fpzq. On dit aussi que f est de période Γ ou que f
est Γ-périodique.
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Définition 2.3. (Fonction elliptique)
Une fonction f est dite elliptique si elle est méromorphe sur C et doublement péri-

odique.
Cette dernière condition signifie qu’il existe deux éléments non colinéaires de C, u et

v tels que pour tout z P C, fpz � uq � fpz � vq � fpzq. Elle est donc équivalente à "f
est périodique sur le réseau de base pu, vq"

Remarque : Toute fonction elliptique et holomorphe est constante.
En effet, soit f une fonction elliptique et holomorphe. Elle est alors périodique sur

un réseau de C de base pu, vq. La fonction f est continue donc bornée sur le compact
tau� bv|a, b P r0, 1su. Par double périodicité, on en déduit que f est bornée sur C. Le
théorème de Liouville assure alors qu’elle est constante.

Remarque : Si Γ est un réseau de base pu, vq et qu’on note Π � tau� bv|a, b P r0, 1ru
son domaine fondamental, pour tout α P C, le comportement d’une fonction elliptique
de période Γ sur α�Π donne celui sur Π (par Γ-périodicité).

Proposition 2.1. (Zéros et pôles)
Soit f une fonction elliptique Γ-périodique. On note Π le domaine fondamental de Γ.

Si f n’a ni pôle ni zéro sur le bord B d’un parallélogramme α � Π, que tmiui sont les
ordres des zéros de f dans α�Π et que tnjuj sont les ordres des pôles de f dans α�Π,
alors

°
i
mi �

°
j
nj

Démonstration :
Le théorème de l’indice montre que 1

2πi
³
B
f 1pzq
fpzq dz � °

i
mi �

°
j
nj . Or, f 1

f n’a pas

de pôle dans B (par hypothèse). La double périodicité de cette fonction montre que³
B
f 1pzq
fpzq dz � 0. D’où le résultat.

Définition 2.4. (Ordre d’une fonction elliptique)
L’ordre d’une fonction elliptique f de période Γ est la somme des ordres des pôles de

f situés dans le parallélogramme fondamental de Γ.

Remarques :
• Vu la remarque précédente, l’ordre d’une fonction elliptique est aussi la somme
des ordres des pôles de cette fonction situés dans n’importe quel translaté du
parallélogramme fondamental.
• La proposition précédente montre que l’ordre d’une fonction elliptique est aussi
la somme des ordres des zéros de cette fonction dans n’importe quel translaté
du parallélogramme fondamental.

Corollaire 2.1. Soit Γ un réseau de domaine fondamental Π, n P N et f une fonction
elliptique relativement à Γ d’ordre n. Alors, pour tout c, α P C, f prend la valeur c
exactement n fois dans α�Π en comptant les multiplicités.

Démonstration : Soit c P C. Il existe a P C tel que le bord de a�Π ne contient ni zéro
ni pôle de f . On applique alors le résultat de la proposition 2.1 à la fonction elliptique
z ÞÑ fpzq � c. Les pôles de cette fonction sont ceux de f (donc elle est d’ordre n) et ses
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zéros sont les z tels que fpzq � c. D’où le résultat pour a� Π puis pour tout translaté
de Π par double périodicité.

2.2. La fonction ℘ de Weierstrass.

Lemme 2.1. Soit Γ un réseau de C.
Pour tout k ¡ 2, la série

°
γPΓzt0u

1
|γ|k est convergente.

Démonstration :
On note pu, vq une base du
réseau Γ et pour tout n P N�,
on note En � tau � bv|a, b P
Z et maxp|a|, |b|q � nu. Ainsi,
En est l’ensemble des points
à coordonnées entières sur Pn,
le parallélogramme fondamen-
tal dilaté 2n fois et centré en
0.

v

u

w

0

E1 E2

Soit n P N�. On a :
#En � 2nloomoon

longueur
du côté de Pn

� 4loomoon
nombre

de côtés de Pn

� 4loomoon
on compte deux fois
chaque sommet de Pn

� 4p2n� 1q

De plus, si γ P En, |γ| ¥ dn où d ¡ 0 est la distance de 0 à E1 (sur le dessin,
d � minpu, v, wq) et on en déduit que 1

|γ|k ¤ 1
dknk

. Donc :°
γPΓzt0u

1
|γ|k �

�8°
n�1

¸
γPEn

1
|γ|kloooomoooon

¤ #En
dknk

¤ 4p2n�1q
dknk

¤ 8n
dknk

� 8
dknk�1

qui est un terme de série convergente puisque k ¡ 2
D’où la convergence annoncée.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, Γ est un réseau fixé de C dont
une base est pu, vq. On note Π le domaine fondamental de Γ.

Proposition 2.2. (Bonne définition de la fonction ℘ de Weierstrass)
Soit f0 : z ÞÑ 1

z2 et pour tout γ P Γzt0u, fγ : z ÞÑ 1
pz�γq2 � 1

γ2 . La série de fonctions
méromorphes

°
γPΓ

fγ converge normalement sur tout compact de C.

La somme de cette série est appelée "fonction ℘ de Weierstrass" et est méromorphe
sur C.

Remarque : On devrait plutôt appeler cette fonction ℘Γ puisqu’elle dépend du réseau
Γ. Dans cette partie, on ne le fera pas.

Démonstration : Soit K un compact de C. Il existe R ¡ 0 tel que K � Bp0, Rq.
Comme Γ est discret, il existe un nombre fini d’éléments de Γ dans Bp0, 2Rq. Donc tous
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les γ P Γ sauf un nombre fini sont tels que |γ| ¥ 2R. On note G l’ensemble des tels γ.
En particulier, pour tout γ P G, fγ n’a pas de pôle dans K.

Reste à montrer que
°
γPG

sup
zPK

|fγpzq| est finie.
Pour γ P G et z P K, on remarque que |γ| ¥ 2R ¥ 2|z|. Donc :

•
���2� z

γ

��� ¤ 2�
��� zγ ��� ¤ 2� 1

2 � 5
2

•
���1� z

γ

��� ¥ 1�
��� zγ ��� ¥ 1� 1

2 � 1
2

Alors :
|fγpzq| �

���γ2�pz2�2γz�γ2q
pz�γq2γ2

���
�

��� 2γz�z2

γ2pz�γq2
���

�
�
�
�zp2� z

γ
q
�
�
�

|γ3|
�
�
�1� z

γ

�
�
�

2

¤ 10R
|γ|3 en utilisant les deux inégalités précédentes

Donc
°
γPG

sup
zPK

|fγpzq| ¤
°
γPG

10R
|γ|3 ¤ 10R� °

γPΓ

1
|γ|3 et cette dernière série est convergente

grâce au lemme 2.1.
On en déduit que

°
γPΓ

fγ est une série de fonctions méromorphes qui converge nor-

malement sur tout compact de C : sa somme est donc méromorphe sur C.

2.3. Propriétés de la fonction ℘ de Weierstrass.

Proposition 2.3. (Propriétés de ℘)
(1) Les pôles de ℘ sont exactement les éléments de Γ et sont tous d’ordre deux.
(2) La fonction ℘1 est impaire et elliptique d’ordre 3.
(3) La fonction ℘ est paire et elliptique d’ordre 2.
(4) Les zéros de ℘1 dans Π sont exactement u

2 ,
v
2 et u�v

2 .
(5) Les seuls a P C tels que z ÞÑ ℘pzq � a ait un zéro double sont ℘pu2 q, ℘pv2 q et

℘pu�v2 q. De plus, ces trois nombres sont deux à deux distincts.

Démonstration :
(1) Pour tout γ P Γ, la fonction fγ admet exactement un pôle d’ordre deux ; à

savoir γ. Les ensembles de pôles de fonctions fγ sont donc deux à deux disjoints
et leur union forme l’ensemble Γ. Comme

°
γPΓ

fγ converge normalement sur tout

compact de C vers ℘, on en déduit que l’ensemble des pôles de ℘ est Γ et que
chacun des pôles de ℘ est d’ordre deux.

(2) La convergence normale sur tout compact de la série des fγ permet d’intervertir
somme et dérivation. Comme f 10 : z ÞÑ �2

z3 et que pour tout γ P Γzt0u, f 1γ : z ÞÑ
�2

pz�γq3 , on obtient :

@z R Γ, ℘1pzq � �2
¸
γPΓ

1
pz � γq3
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La convergence de la série précédente vers ℘1 reste normale sur tout compact
d’où le caractère méromorphe sur C de ℘1 et un raisonnement similaire à celui
tenu en (1) permet alors d’affirmer que les pôles de ℘1 sont les éléments de Γ et
sont tous d’ordre trois.

De plus, @z R Γ, ℘1p�zq � 2
°
γPΓ

1
pz�γq3 � 2

°
γPΓ

1
pz�γq3 � �℘1pzq par change-

ment d’indice γ Ð �γ. D’où l’imparité de ℘1.
Un autre changement d’indice montre facilement que ℘1 est γ-périodique pour

tout γ P Γ. La fonction ℘1 est donc méromorphe et Γ-périodique : elle est ellip-
tique. Comme le seul pôle de ℘1 situé dans Π est 0, d’ordre 3, l’ordre de ℘1 est
3.

(3) Le même changement d’indice que pour montrer l’imparité de ℘1 montre que ℘
est paire. On a déjà vu précédemment que ℘ est méromorphe. Reste à prouver
sa Γ-périodicité : pour ce faire, il suffit de montrer que ℘ est u-périodique et
v-périodique. Faisons-le pour u :

Soit f : z ÞÑ ℘pz�uq�℘pzq. On remarque que f 1 est nulle sur l’ouvert connexe
CzΓ par périodicité de ℘1. La fonction f est donc constante sur CzΓ. Évaluons
f en �u

2 R Γ : fp�u2 q � ℘pu2 q � ℘p�u2 q � 0 par parité de ℘. On en déduit que f
est nulle donc que ℘ est u-périodique. Ce qui conclut.

La fonction ℘ est donc elliptique, et, comme le seul pôle de ℘ situé dans Π
est 0, d’ordre 2 (par (1)), l’ordre de ℘ est 2.

(4) Comme ℘1 est d’ordre 3, la somme des ordres des zéros de ℘1 situés dans Π
vaut 3 aussi (par la proposition 2.1), donc ℘1 a au plus trois zéros dans Π. On
remarque alors que :

℘1pu2 q �loomoon
imparité

�℘1pu2 q �loomoon
périodicité

�℘1pu� u

2 q � �℘1pu2 q

Donc ℘1pu2 q � 0. On montre de même que ℘1pv2 q � ℘1pu�v2 q � 0. Les trois zéros
trouvés sont dans Π et deux à deux distincts : ce sont donc exactement les zéros
de ℘1 dans Π.

(5) Soit a P C. Si z ÞÑ ℘pzq � a admet un zéro double en z0, alors ℘1pz0q � 0
et le point (4) assure que z0 P tu2 , v2 , u�v2 u puis que a P t℘pu2 q, ℘pv2 q, ℘pu�v2 qu.
Réciproquement, si a � ℘pu2 q alors z ÞÑ ℘pzq � u et sa dérivée s’annulent en u

2
donc u

2 est un double zéro. De même pour v
2 et u�v

2 .
Remarquons d’autre part que pour tout a P C, fa : z ÞÑ ℘pzq�a est elliptique

d’ordre deux, comme ℘. La somme des ordres de ses zéros dans Π est donc égale
à deux par la proposition 2.1. La fonction fu admet donc deux zéros simples
ou un zéro double. Si ℘pu2 q � ℘pv2 q � a0 (le raisonnement est le même pour les
deux autres couples), fa0 admettrait deux zéros doubles différents (u2 et v

2 ), d’où
une contradiction. On en déduit que ℘pu2 q, ℘pv2 q et ℘pu�v2 q sont deux à deux
distincts.

Proposition 2.4. (Relation fonctionnelle pour ℘)
La fonction ℘ vérifie la relation

℘1pzq2 � 4℘pzq3 � g2℘pzq � g3
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où g2 � 60
°

γPΓzt0u
1
γ4 et g3 � 120

°
γPΓzt0u

1
γ6 dépendent du réseau Γ.

Remarque : Là encore, on devrait écrire g2pΓq et g3pΓq à la place de g2 et g3. On sous
entend Γ dans cette proposition.

Démonstration :
On considère la fonction g : z ÞÑ ℘pzq � 1

z2 � °
γPΓzt0u

�
1

pz�γq2 � 1
γ2

	
. Cette fonction

est paire, holomorphe au voisinage de zéro, et nulle en zéro.
D’où le début de son développement en série pour z proche de zéro :

gpzq � 0� a2z
2 � a4z

4 �Opz6q p�q
La convergence normale sur tout compact de

°
γPΓzt0u

�
1

pz�γq2 � 1
γ2

	
permet d’interver-

tir somme et dérivation ce qui permet de calculer
a2 � g1p0q

2 � 3
°

γPΓzt0u
1
γ4 et a4 � gp4qp0q

24 � 5
°

γPΓzt0u
1
γ6 .

En reprenant la relation p�q en isolant ℘pzq et en dérivant puis en mettant au carré,
on obtient :

℘1pzq2 � 4
z6 �

8a2
z2 � 16a4 �Opz2q

De même, en isolant ℘pzq dans p�q puis en mettant au cube, on trouve :

℘pzq3 � 1
z6 �

3a2
z2 � 3a4 �Opz2q

En ajustant les coefficients utilisés de façon à faire disparaître le pôle en zéro, on en
déduit que

℘1pzq2 � 4℘pzq3 � 20a2℘pzq � 28a4 � Opz2q
Donc la fonction z ÞÑ ℘1pzq2 � 4℘pzq3 � 20a2℘pzq � 28a4 est holomorphe sur un

voisinage de zéro et s’annule en zéro. Par double périodicité, elle est aussi holomorphe
au voisinage de chaque point du réseau Γ et est donc holomorphe sur C. Or, on a déjà
vu qu’une fonction elliptique et holomorphe est constante. La fonction en question est
donc constante sur C et nulle en zéro donc nulle sur C.

Comme 20a2 � 60
°

γPΓzt0u
1
γ4 et 28a4 � 120

°
γPΓzt0u

1
γ6 , on conclut.

3. Du réseau à la courbe

3.1. Où l’on découvre une utilité à ℘.

Théorème 3.1. L’application ϕ :

$'&
'%

C{Γ ÝÑ EΓpCq
z ÞÝÑ

#
r℘pzq : ℘1pzq : 1s si z R Γ
r0 : 1 : 0s si z P Γ

où EΓ est la cubique dont la forme déshomogénéisée est Y 2�4X3�g2pΓqX�g3pΓq (avec
g2 et g3 définis comme à la proposition 2.4) est bien définie, bijective et holomorphe (au
sens où, pour tout z P C{Γ, il existe une carte de P2pCq telle que dans cette carte, les
différentes coordonnées de ϕ sont holomorphes). De plus EΓ est une courbe elliptique.
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Démonstration :

• Bonne définition de ϕ.
La double périodicité de ℘ et ℘1 montrent que ϕ est bien définie : si z et z1

sont conjugués modulo Γ, soit ils appartiennent tous deux à Γ auquel cas ils ont
même image par ϕ, soit aucun de deux n’est dans Γ mais alors ℘pzq � ℘pz1q et
℘1pzq � ℘1pz1q donc ϕpzq � ϕpz1q. La relation fonctionnelle que vérifie ℘ (établie
à la proposition 2.4) montre que l’image de ϕ est incluse dans EΓpCq.
• EΓ est une courbe elliptique.

Il suffit de monter qu’elle est lisse, et pour ce faire, on montre que G �
4X3 � g2pΓqX � g3pΓq voit ses racines dans C être deux à deux distinctes.

On remarque que Gp℘pu2 qq � ℘1pu2 q � 0 (relation fonctionnelle et proposition
2.3). De même, Gp℘pv2 qq � Gp℘pu�v2 qq � 0. On a vu au point (5) de la proposi-
tion 2.3 que ℘pu2 q, ℘pv2 q et ℘pu�v2 q sont deux à deux distincts et G ne peut avoir
plus de trois racines. D’où le résultat.
• Injectivité de ϕ.

Soit z1 et z2 deux éléments de C{Γ tels que ϕpz1q � ϕpz2q.
Si ϕpz1q � ϕpz2q � r0 : 1 : 0s, z1 et z2 appartiennent nécessairement à Γ donc

sont conjugués modulo Γ donc z1 � z2.
Sinon, ni z1, ni z2 ne sont nuls, et on a ℘pz1q � ℘pz2q et ℘1pz1q � ℘1pz2q.

Comme ℘ est paire, ℘p�z1q � ℘pz1q � ℘pz2q. Comme ℘ est d’ordre deux et que
z1 � �z1 puisque z1 � 0, le corollaire 2.1 assure que : soit z1 � z2 et on conclut,
soit z2 � �z1.

Dans ce dernier cas,
℘1pz2q � ℘1p�z1q �loomoon

imparité de ℘1
�℘1pz1q �loomoon

hypothèse

�℘1pz2q

ce qui signifie que ℘1pz2q � 0 et on montre de même que ℘1pz1q � 0. Or, la propo-
sition 2.3 donne les zéros de ℘1 dans Π : on en déduit que z1, z2 P tu2 , v2 , u�v2 u.
On remarque facilement que u

2 � �u
2 , v2 � �v

2 et u�v
2 � �pu�vq

2 . Donc z1 � �z1
et z2 � �z2. Donc z2 � �z1 � z1

Dans tous les cas, z2 � z1 et l’injectivité de ϕ est démontrée.
• Surjectivité de ϕ.

Soit rx : y : zs P EΓpCq. On remarque que EΓ n’a qu’un seul point à l’infini :
r0 : 1 : 0s, qui a bien un antécédent par ϕ, à savoir 0. On considère donc
désormais que z � 1.

Comme ℘ est d’ordre deux, le corollaire 2.1 montre que ℘ prend au moins une
fois la valeur x : il existe z P C tel que ℘pzq � x. Comme

℘1pzq2 � 4℘pzq3 � g2pΓq℘pzq � g3pΓq (équation fonctionnelle de ℘q
� 4x3 � g2pΓqx� g3pΓq
� y2 car rx : y : 1s P EΓpCq

on a ℘1pzq � �y.
Si ℘1pzq � y, alors ϕpzq � rx : y : 1s.
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Si ℘1pzq � �y, alors ϕp�zq � r℘p�zq : ℘1p�zq : 1s � r℘pzq : �℘1pzq : 1s � rx :
y : 1s (parité de ℘ et imparité de ℘1)

Tout point de EΓpCq admet donc un antécédent par ϕ d’où la surjectivité de
cette dernière.
• Holomorphie de ϕ.

Si z � 0, plaçons nous dans la carte affine z � 1. Dans cette carte, l’image de
z est p℘pzq, ℘1pzqq et ℘ et ℘1 sont en effet holomorphes dans un voisinage de z
puisque les pôles de ces deux fonctions sont les éléments de Γ.

Sinon, plaçons nous dans la carte affine y � 1. Dans cette carte, l’image de 0

est p0, 0q, et l’image d’un élément z est p ℘pzq℘1pzq ,
1

℘1pzqq. Notons ψ : z ÞÑ
#
℘pzq
℘1pzq si z � 0
0 si z � 0

et ψ1 : z ÞÑ
#

1
℘1pzq si z � 0
0 si z � 0

Il s’agit de montrer que ψ et ψ1 sont holomorphes autour de 0. Faisons le pour
ψ. Sur un disque ouvert centré en zéro, de rayon suffisamment petit et épointé
en zéro, noté D, ℘ est holomorphe et ℘1 est holomorphe et ne s’annule pas. Donc
ψ est holomorphe sur D. Montrons qu’elle est continue en zéro : pour z P D,
℘pzq � 1

z2 � αpzq où α est une fonction holomorphe sur D Y t0u et
℘1pzq � � 2

z3 � βpzq où β est une fonction holomorphe sur D Y t0u
On en déduit que pour tout z P D, ψpzq � z�z3αpzq

�2�z3βpzq ÝÑzÑ0
0 � ψp0q

La fonction ψ est holomorphe sur D et continue en 0 donc holomorphe sur
D Y t0u.

3.2. Holomorphie de la réciproque.
On reprend toutes les notations de la sous-partie 3.1. L’objectif ici est de montrer

que la réciproque de l’application ϕ est holomorphe. De façon à ce que cette affirmation
ait un sens, on observe d’abord que EΓpCq est une surface de Riemann. On dira qu’une
surface X est une surface de Riemann si pour tout point de X il existe un voisinage
ouvert de ce point homéomorphe à un ouvert de C avec la condition supplémentaire
que les changements de cartes sont biholomorphes.

Soit rx0 : y0 : 1s P EΓpCq. Autour de ce point, les points de EΓpCq sont ceux sur
la courbe e � y2 � 4x3 � g2x� g3. Comme EΓpCq est une courbe elliptique, pour tous
x, y P C, gradpeqpx, yq �

�
Be
Bxpx, yq Be

By px, yq
	
� 0.

Si Be
By px0, y0q � 0, le théorème des fonctions implicites assure qu’il existe un voisinage

U de x0, un voisinage V de y0 et une fonction holomorphe f de U dans V tels que
px P U, y P V et epx, yq � 0q ô px P U et y � fpxqq. Donc localement autour de
rx0 : y0 : 1s les points de EΓpCq sont de la forme rx : fpxq : 1s pour x P U . Une carte
autour de rx0 : y0 : 1s est pU, rx : fpxq : 1s ÞÑ xq (d’inverse x ÞÑ rx : fpxq : 1s qui
holomorphe).

Si BeBxpx0, y0q � 0, on argumente de la même façon et il existe une fonction g, holomor-
phe sur un voisinage U 1 de y0 à valeurs dans un voisinage V 1 de x0 telle que localement
autour de rx0 : y0 : 1s les points de EΓpCq sont de la forme rgpyq : y : 1s où y P U 1. Une
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carte autour de rx0 : y0 : 1s est pU 1, rgpyq : y : 1s ÞÑ yq (d’inverse y ÞÑ rgpyq : y : 1s qui
est holomorphe).

Reste à étudier r0 : 1 : 0s P EΓpCq. On se place dans la carte y � 1. Autour de ce
point on définit ẽpx, zq � z � 4x3 � g2xz

2 � g3z
3. Comme Bẽ

Bz p0, 0q � 1 � 0, on utilise à
nouveau le théorème des fonctions implicites : il existe U2 voisinage de 0, V 2 voisinage
de 0 et h holomorphe de U2 dans V 2 tels que px P U2, z P V 2 et ẽpx, zq � 0q ô px P
U2 et z � hpxqq. Une carte autour de r0 : 1 : 0s est pU2, rx : 1 : hpxqs ÞÑ xq.

Vérifions que les changements de carte sont holomorphes.
• Si un point de EΓpCq peut s’écrire sous les formes rx : fpxq : 1s et rgpyq : y : 1s,
les applications de changement de carte sont une restriction de f dans un sens et
une restriction de g dans l’autre ; applications qui sont toutes deux holomorphes.
• Si un point de EΓpCq peut s’écrire sous les formes rx : fpxq : 1s et rx : 1 :
hpxqs � r x

hpxq : 1
hpxq : 1s, les applications de changement de carte sont t ÞÑ t

fptq
dans un sens et t ÞÑ t

hptq dans l’autre qui sont toutes deux holomorphes car on
considère justement un point où ni f ni h ne s’annulent.
• Si un point de EΓpCq peut s’écrire sous les formes rgpyq : y : 1s et rx : 1 : hpxqs,
les applications de changements de carte sont une restriction de 1

h dans un sens
et t ÞÑ gptq

t dans l’autre, qui sont toutes deux holomorphes au voisinage du point
considéré pour la même raison que ci dessus.

Théorème 3.2. L’application ϕ�1 est holomorphe.

Démonstration : Elle repose sur le théorème d’inversion locale pour les fonctions
holomorphes.

Soit P � rx0 : y0 : w0s un point de EΓpCq. Comme ϕ est bijective, les coordonnées
de ce point sont soit de la forme r℘pz0q, ℘1pz0q : 1s, soit de la forme r0 : 1 : 0s. Montrons
que ϕ�1 est holomorphe en P .

• Si w0 � 1 et y0 � 0 alors Be
By px0, y0q � 2y0 � 0 et on peut donc utiliser la

carte c : rx : fpxq : 1s ÞÑ x localement autour de rx0 : y0 : 1s. On a ainsi
c � ϕ : z ÞÑ ℘pzq et la dérivée de cette fonction ne s’annule pas en z0 (puisque
℘1pz0q � y0 � 0). On en déduit que c � ϕ est localement inversible autour de z0.
Donc pc � ϕq�1 � ϕ�1 � c�1 est holomorphe localement autour de z0 ce qui est
la définition de ϕ�1 est holomorphe en P .
• Si w0 � 1 et y0 � 0 alors ℘1pz0q � y0 � 0 et par la proposition 2.3, on a
nécessairement z0 P tu2 , v2 , u�v2 u. D’autre part, comme vu précédemment, on a
aussi Be

Bxpx0, y0q � 0 ce qui permet d’utiliser la carte c : rgpyq : y : 1s ÞÑ y.
On a ainsi c � ϕ : z ÞÑ ℘1pzq et la dérivée de cette fonction ne s’annule pas en
z0 car u

2 ,
v
2 et u�v

2 sont des zéros simples de ℘. Le théorème d’inversion locale
conclut à nouveau que ϕ�1 � c�1 est holomorphe autour de z0 donc que ϕ�1 est
holomorphe en P .
• Si w0 � 0 alors on a forcément P � r0 : 1 : 0s. On utilise la carte c : rx : 1 :
hpxqs ÞÑ x et c � ϕ : z ÞÑ ℘pzq

℘1pzq . Comme 0 est un pôle d’ordre 2 de ℘ et est un
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pôle d’ordre 3 de ℘1, 0 est un zéro d’ordre 1 de ℘
℘1 On en déduit que la dérivée

de c � ϕ ne s’annule pas en 0 et le théorème d’inversion locale permet encore de
conclure que ϕ�1 est holomorphe en P .

Conclusion des deux parties précédentes : Pour tout réseau Γ de C, il existe
une bijection biholomorphe entre C{Γ et une certaine courbe elliptique EΓ.

3.3. Application : loi de groupe sur une courbe elliptique.
Rappels : On sait déjà comment munir une courbe elliptique d’une loi interne qu’on

note � dans la suite et on peut facilement montrer que r0 : 1 : 0s est neutre pour cette
loi. Si Γ est un réseau, on peut bien sûr munir C{Γ d’une loi interne qu’on note aussi
� via z � z1 � z � z1. Cette loi est bien définie et on vérifie rapidement que C{Γ muni
de cette loi est un groupe commutatif.

On montre ici que l’application ϕ étudiée précédemment est un isomorphisme de
groupes.

Lemme 3.1.
Soit f : C{Γ � C{Γ Ñ C{Γ une fonction continue et telle que pour tout z P C{Γ,

fpz, �q et fp�, zq sont holomorphes. Alors il existe a, b, c P C tels que pour tous z, z1 P C,
fpz, z1q � az � bz1 � c mod Γ.

Démonstration : On note pu, vq une base du réseau Γ. On relève f en une application
F : C � C Ñ C qui reste continue globalement et holomorphe par rapport à chacune
de ses variables. On a alors pour tous z, z1 P C, pour tous m,n P Z, l’existence de deux
entiers p et q (dépendant de z, z1,m et n) tels que F pz� nu�mv, z1q � F pz, z1q � pu�
qv p�q.

Si on fixe m et n, la continuité de F montre que p et q sont des fonctions continues
de z et z1, mais comme ces fonctions sont à valeurs entières, cela impose qu’elles sont
constantes (en z et z1).

Soit m,n P Z et z1 P C. Par hypothèse, on peut donc dériver l’égalité p�q par rapport
à z pour obtenir (vu le point précédent) BF

Bz pz�nu�mv, z1q � BF
Bz pz, z1q. En quantifiant

universellement en m et n, on obtient que BF
Bz est elliptique par rapport à sa première

variable. Comme elle est aussi holomorphe par rapport à sa première variable, elle
est constante en z. Le même raisonnement montre qu’elle est constante en z1 donc
globalement constante égale à a. De même, BF

Bz1 est constante égale à b.
Considérons dès lors la fonction g : pz, z1q ÞÑ F pz, z1q � az � bz1. Elle est holomorphe

par rapport à chacune de ses variables et on constate que Bg
Bz � 0 � Bg

Bz1 donc g est
constante en z et constante en z1 donc globalement constante égale à c. Ce qui conclut.

Théorème 3.3.
Pour tous z, z1 P C{Γ, ϕpz � z1q � ϕpzq � ϕpz1q.
Démonstration : On remarque déjà que ϕp0q � r0 : 1 : 0s :� O qui est le neutre pour

l’addition sur une courbe elliptique.

Considérons f :
"

C{Γ�C{Γ Ñ C{Γ
pz, z1q ÞÑ ϕ�1pϕpzq � ϕpz1qq
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Cette fonction est bien définie puisque ϕ est bijective. Elle est holomorphe en chacune
de ses variables car ϕ est un biholomorphisme. Elle est aussi globalement continue. Le
lemme 3.1 assure donc l’existence de a, b, c P C tels que pour tous z, z1 P C, fpz, z1q �
az � bz1 � c mod Γ. Comme fp0, 0q � ϕ�1pO � Oq � ϕ�1pOq � 0, c � 0 mod Γ. De
plus, pour tout z P C{Γ, fpz, 0q � ϕ�1pϕpzq � Oq � ϕ�1pϕpzqq � z. Cela contraint à
avoir a � 1 mod Γ et de même b � 1 mod Γ.

Donc pour tous z, z1 P C{Γ, ϕ�1pϕpzq � ϕpz1qq � z � z1. En appliquant ϕ à cette
égalité, on obtient bien ce qu’on attendait.

Remarque : On déduit du théorème 3.3 et du fait que pC{Γ,�q est un groupe com-
mutatif que pEΓ,�q est aussi un groupe commutatif. On a donc montré que � munit
toute courbe elliptique de la forme EΓ d’une loi de groupe. Une question demeure : si
E est une courbe elliptique, existe-t-il un réseau Γ tel que E et EΓ sont égales ? La
partie suivante montre que la réponse à cette question est "oui". On en déduit que pour
toute courbe elliptique E, pE,�q est un groupe commutatif (ce qui montre l’affirmation
laissée en suspens à la sous-partie 1.3).

4. De la courbe au réseau

On a vu qu’on peut associer à tout quotient de C par un réseau Γ, une courbe
elliptique EΓ � Y 2Z � 4X3 � g2pΓqXZ2 � g3pΓqZ3 grâce à la fonction ℘ de Weierstrass
associée au réseau Γ qu’on note désormais ℘Γ. On montre ici que pour toute courbe
elliptique E, il existe une réseau Γ tel que E et EΓ sont isomorphes.

4.1. j-invariant d’un réseau.
Définition 4.1. (j-invariant d’un réseau)

Soit Γ un réseau de C. On définit le j-invariant de ce réseau par
jpΓq � 1728 g2pΓq3

g2pΓq3�27g3pΓq2 où g2pΓq � 60
°

γPΓzt0u
1
γ4 et g3pΓq � 140

°
γPΓzt0u

1
γ6

Remarque : Cette définition fait sens. En effet, on a déjà vu que g2pΓq et g3pΓq
sont bien définis. Reste à montrer que g2pΓq3 � 27g3pΓq2 � 0. C’est le cas car c’est
le discriminant (à un facteur 1

16 près) du polynôme 4X3 � g2pΓqX � g3pΓq dont on a
vu dans la démonstration du théorème 3.1 qu’il a trois racines deux à deux distinctes
(d’ailleurs, on les connaît).
Proposition 4.1. (Lien entre j-invariant d’une courbe et j-invariant d’un réseau)

Soit Γ un réseau et EΓ � Y 2Z � 4X3 � g2pΓqXZ2 � g3pΓqZ3 la courbe elliptique qui
lui est associée. Alors jpΓq � jpEΓq.

Démonstration : La forme de Weierstrass de EΓ est Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3 avec
a � �g2pΓq

4 et b � �g3pΓq
4 (on divise EΓ par 4 puis on fait la dilatation Y Ð 2Y )

Donc jpΓq � 1728 g2pΓq3
g2pΓq3�27g3pΓq2

� 1728 �43a3

�43a3�27�42b2

� 6912 a3

4a3�27b2 � jpEΓq comme prévu.

Définition 4.2. (Réseaux homothétiques)
Deux réseaux Γ et Γ1 sont dits homothétiques s’il existe λ P C� tel que Γ1 � λΓ.
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Proposition 4.2. (Déterminons si deux réseaux sont homothétiques)
Deux réseaux sont homothétiques si et seulement si ils ont même j-invariant.

Remarque : Cette équivalence est à mettre en parallèle avec le fait que deux courbes
elliptiques sont isomorphes si et seulement si elles ont même j-invariant. On se sert
d’ailleurs de cette propriété dans la

Démonstration :
Si Γ1 � λΓ, un changement d’indice dans les sommes définissant g2pΓ1q et g3pΓ1q

montre que g2pΓ1q � 1
λ4 g2pΓq et g3pΓ1q � 1

λ6 g3pΓq. En remplaçant dans l’expression de
jpΓ1q, on trouve que jpΓ1q � jpΓq.

Réciproquement, supposons que jpΓq � jpΓ1q. Comme précédemment, on note EΓ �
Y 2Z�X3�aXZ2�bZ3 (respectivement EΓ1 � Y 2Z�X3�a1XZ2�b1Z3) la courbe ellip-
tique associée au réseau Γ (respectivement Γ1). La proposition 4.1 assure que jpEΓq �
jpEΓ1q. Donc EΓ et EΓ1 sont isomorphes. Donc il existe λ P C� tel que a � λ4a1 et
b � λ6b1. On aimerait monter que Γ1 � λΓ ce qui conclurait.

Comme dans la démonstration de la proposition 4.1, g2pΓ1q � �4a1 et g2pΓq � �4a.
Donc

g2pΓ1q � �4a1 � �4a
λ4 � 1

λ4 g2pΓq � g2pλΓq

De même, g3pΓ1q � g3pλΓq. Pour conclure, montrons les deux lemmes suivants :

Lemme 4.1. (DSL de ℘ en zéro)
Soit Γ un réseau. Le développement en série de Laurent de ℘Γ au voisinage de zéro

est :

℘Γpzq � 1
z2 �

�8̧

n�1
p2n� 1qG2n�2pΓqz2n

où pour tout entier k ¡ 2, GkpΓq �
°

γPΓzt0u
1
γk

est la série (absolument convergente)

d’Eisenstein de poids k.

Démonstration :
On sait que pour tout x P C tel que |x|   1, 1

p1�xq2 �
�8°
n�0

pn� 1qxn

Notons pu, vq une base du réseau Γ. Alors, pour tout z P C tel que |z|   minp|u|, |v|, |u�
v|q et pour tout γ P Γ, on a

��� zγ ���   1 et donc

1
pz � γq2 �

1
γ2 �

1
γ2

�
1

p1� z
γ q2

� 1
�
�

�8̧

n�1

pn� 1qzn
γn�2

Donc pour de tels z,
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℘Γpzq � 1
z2 �

°
γPΓzt0u

�
1

pz�γq2 � 1
γ2

	

� 1
z2 �

°
γPΓzt0u

�8°
n�1

pn� 1q zn

γn�2

� 1
z2 �

�8°
n�1

pn� 1qzn �
�
� ¸
γPΓzt0u

1
γn�2

�


loooooooomoooooooon
�Gn�2pΓq

(inversion valide)

� 1
z2 �

�8°
n�1

p2n� 1qG2n�2pΓqz2n (car ℘Γ est paire)

Lemme 4.2. (g2pΓq et g3pΓq déterminent Γ)
Soit Γ et Γ1 deux réseaux tels que g2pΓq � g2pΓ1q et g3pΓq � g3pΓ1q. Alors Γ � Γ1.

Démonstration : Pour montrer ce résultat, on montre que ℘Γ et ℘Γ1 ont même
développement en série de Laurent sur un voisinage épointé de zéro.

Le lemme 4.1 assure qu’il existe un voisinage de zéro épointé en zéro, noté V , tel que
pour tout z P V ,

℘Γpzq � 1
z2 �

�8̧

n�1
p2n� 1qG2n�2pΓqz2n � 1

z2 �
�8̧

n�1
anz

2n

Montrons que la connaissance de g2pΓq et g3pΓq entraîne la celle de tous les an.

On a déjà g2pΓq � 60G4 par définition et 3G4 � a1 en comparant les coefficients
devant z2 dans le développement ci dessus. Donc a1 � g2pΓq

20 Un raisonnement similaire
montre que a2 � g3pΓq

28 .

D’autre part, ℘Γ vérifie ℘1Γpzq2 � 4℘3
Γ�g2pΓq℘Γ�g3pΓq. Dérivons cette relation pour

obtenir 2℘1Γpzq℘2Γpzq � 12℘1Γpzq℘Γpzq2 � g2pΓq. Or, les zéros de ℘1Γ sont les multiples de
u
2 ,

v
2 et u�v

2 où pu, vq est une base de Γ donc, quitte à réduire V , ℘1Γ ne s’annule pas
dans V et pour z P V on a ℘2Γpzq � 6℘Γpzq2 � g2pΓq

2 p�q
Les coefficients devant z2n dans l’égalité p�q se doivent d’être égaux. On en déduit

que pour tout n ¥ 2,

p2n� 3qp2n� 2qp2n� 1qG2n�4pΓq � 12an�1 � 6
n�1̧

k�1
akan�k

Comme p2n� 3qG2n�4pΓq � an�1, on en déduit en isolant an�1 que

pour tout n ¥ 2, an�1 �
6
n�1°
k�1

akan�k

p2n� 1qp2n� 2q � 12
Donc on peut calculer tous les an pour n ¥ 3 en fonction de a1, ..., an�1 et comme a1

et a2 sont déterminés pas g2pΓq et g3pΓq on en déduit par une récurrence rapide qu’il
en est de même pour tous les an pour n ¥ 3.
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Comme g2pΓq � g2pΓ1q et g3pΓq � g3pΓ1q, ce dernier résultat montre que ℘Γ et ℘Γ1
ont même développement en série de Laurent au voisinage de zéro donc que ces deux
fonctions sont égales. L’ensemble des pôles de ℘Γ, à savoir Γ, est donc égal à l’ensemble
des pôles de ℘Γ1 , c’est-à-dire Γ1. Donc Γ � Γ1.

Reprenons la démonstration de la proposition 4.2. Comme g2pΓ1q � g2pλΓq et que
g3pΓ1q � g3pλΓq, le lemme 4.2 assure que Γ1 � λΓ comme annoncé.

Remarque : Résumons. Si Γ et Γ1 sont deux réseaux, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Γ et Γ1 sont homothétiques
(2) jpΓq � jpΓ1q
(3) jpEΓq � jpEΓ1q
(4) EΓ et EΓ1 sont isomorphes

4.2. Encodage des réseaux de C.

4.2.1. Action de PSL2pZq sur le demi plan de Poincaré.

Définition 4.3. (Action d’un groupe sur un ensemble)
Soit pG, �q un groupe de neutre e et E un ensemble. Une action de G sur E est une

application � : G� E Ñ E telle que :
• @x P E, e � x � x

• @g, g1 P G,@x P E, g1 � pg � xq � pg1 � gq � x
Définition 4.4. (Domaine fondamental)

Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Un domaine fondamental de l’action
de G sur E est une partie D de E telle que :

• @x P E, Dg P G tel que gx P D (on sous entend l’action)
• @x, x1 P D, s’il existe g P G tel que x1 � gx alors x � x1

Autrement dit, le domaine D contient un et un seul point par orbite sous l’action de
G.

Définition 4.5. (Demi plan de Poincaré)
On note H l’ensemble tz P C|Impzq ¡ 0u et on l’appelle demi plan de Poincaré.

Proposition 4.3. (Action de SL2pZq sur H)

L’application � :

$&
%

SL2pZq �H ÝÑ H
pg �

�
a b
c d



, zq ÞÝÑ g � z � gz � az�b

cz�d
est bien définie est est une action du groupe SL2pZq sur l’ensemble H.

Démonstration :
On remarque que, @g �

�
a b
c d



P SL2pZq et @z P H, on a :
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Impgzq � Im
�
paz�bqpcz�dq

|cz�d|2
	

� Im
�
ac|z|2�p1�bcqz�bcz�bd

|cz�d|2
	

(car ad� bc � 1q
� Impzq

|cz�d|2 (car ac|z|2 � bcpz � zq � bd P Rq
Comme z P H, Impzq ¡ 0 et donc Impgzq ¡ 0 aussi ce qui prouve que gz P H donc

que � est bien définie. La vérification du fait que � est bien une action de groupe tient
en un petit calcul.

Remarque : Observons l’ensemble F � tg P SL2pZq|@z P H, gz � zu
Soit g �

�
a b
c d



P F .

Alors, pour tout z P H, az�bcz�d � z, c’est à dire cz2 � pa� dqz � b � 0
On en déduit que c � b � 0 et que a � d. Comme g P SL2pZq, ad� bc � ad � 1. On

en déduit donc que pa, dq � p1, 1q ou pa, dq � p�1,�1q.
Donc g � �I2. Réciproquement, ces deux éléments appartiennent à F .

L’action précédemment décrite passant au quotient, on considère donc l’action de
G � PSL2pZq � SL2pZq{t�I2u (nommé groupe modulaire) sur H.

4.2.2. Domaine fondamental de l’action de PSL2pZq sur H.
Notations :

Dans tout ce qui suit, on note :
D � tz P C||z| ¡ 1 et � 1

2 ¤ Repzq   1
2u Y

tz P C||z| � 1 et Argpzq P rπ2 , 2π
3 su

Le domaine D correspond au domaine colorié
en bleu ci-contre (avec la convention, trait
plein = fermé, trait pointillé = ouvert)

10.5

i

�0.5 0

On note S �
�

0 �1
1 0



et T �

�
1 1
0 1



. Remarquons que S correspond à l’application

z ÞÑ �1
z et que T correspond à la translation z ÞÑ z�1. On note enfin G1 le sous groupe

de G engendré par (les classes de) T et S (on confondra les éléments de SL2pZq et leurs
classes modulo �I2)

Lemme 4.3. (Toute orbite sous l’action de G rencontre D... et même mieux)
Pour tout z P H, il existe g P G1 tel que gz P D.
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Démonstration :
Soit z P H.
Il existe n P Z (à savoir, �EpRepzq � 1

2q) tel que Tnz voit sa partie réelle être dans
r�1

2 ,
1
2 r. Si |Tnz| ¡ 1, g � Tn convient. Si |Tnz|   1 alors |STnz| ¡ 1 donc g � STn

convient. Si |Tnz| � 1 et que l’argument de Tnz peut être choisi entre π
2 et 2π

3 , g � Tn

convient et sinon, l’argument de STnz s’y trouve et on conclut encore une fois.

Lemme 4.4. (Il n’y a qu’un point par orbite dans D)
Pour tous z, z1 P D, s’il existe g P G tel que z1 � gz alors z � z1

Démonstration :
Soit z P D tel qu’il existe g �

�
a b
c d



P G1 vérifiant z1 � gz P D.

Il est loisible de supposer Impz1q � Impgzq ¥ Impzq (sinon, Impzq ¥ Impz1q c’est à dire
Impg�1z1q ¥ Impz1q et on applique le raisonnement suivant avec g�1 et z1 plutôt qu’avec
g et z).
Cette inégalité associée au fait que Impgzq � Impzq

|cz�d|2 implique que
1 ¥ |cz � d| ¥ |c|Impzq. Comme |z| ¥ 1 et que |Repzq| ¤ 1

2 , Impzq ¥
a

1� Repzq2 ¥
?

3
2

et donc |c| ¤ 1
Impzq ¤ 2?

3 . Comme c est un entier, c ne peut donc valoir que 0, 1 ou �1.

• Si c � 0.
Dans ce cas, 1 ¥ |cz � d| � |d|. Donc d P t0, 1,�1u. Mais d ne peut valoir 0

sinon ad� bc � 0 � 1. Donc d P t1,�1u.
(a) Si d � 1.

Alors ad � bc � 1 force a à valoir 1 et g est une translation par b, c’est à
dire gz � z� b. Les conditions sur les parties réelles de gz et de z imposent
que :

�1   �1
2 � Repzq ¤ b � Repgzq � Repzq   1

2 � Repzq ¤ 1

On en déduit que b � 0 puis que z1 � z � 0 � z.
(b) Si d � �1 alors de même, g est une translation par �b et on applique le

même raisonnement qu’au point précédent.
• Si c � 1.

Dans ce cas, |z � d| ¤ 1. Cela veut dire
que, comme indiqué sur le dessin ci-contre,
z � d se trouve à la fois sur la droite D et
dans le disque unité. Si |z| ¡ 1, on aboutit
immédiatement à une contradiction. Donc
|z| � 1.

10.5

i

�0.5 0

Dz
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(a) Si z � e
2iπ
3 alors d � 0 (sinon, on obtient une contradiction avec |z�d| ¤ 1).

Comme ad � bc � 1, b � �1. On a donc z1 � gz � a � 1
z � a � z puisque

|z| � 1. La condition sur z impose que Repzq Ps � 1
2 , 0s donc que a � 0

(sinon Repgzq � a � Repzq R r�1
2 ,

1
2 r donc z1 R D). On en déduit que

z1 � �z. Mais alors |z1| � 1 donc pour que z1 reste dans D, on doit avoir
Argpz1q P rπ2 , 3π

2 s. Comme Argpzq est compris dans ce même intervalle, on
a d’autre part Argpz1q � π�Argpzq ¤ π

2 . On a donc nécessairement z1 � i.
Mais comme z � �z1, on a aussi z � i et donc on a toujours z � z1.

(b) Si z � e
2iπ
3 alors d P t0, 1u (sinon, on obtient une contradiction avec |z�d| ¤

1).
Si d � 0, en tenant le même raisonnement qu’au point ci-dessus, z1 � gz �
a � z � pa � 1

2q � i
?

3
2 . Pour garantir z1 P D, on doit avoir a � �1 et on

retrouve bien z � z1.

Si d � 1, comme ad� bc � 1 alors a� b � 1 et

z1 � gz � az � b

z � 1 � az � a� 1
z � 1 � ae

2iπ
3 � a� 1

1� e
2iπ
3

� a� 1
1� e

2iπ
3
� a� e

2iπ
3

Comme z1 P D, cela implique que a � 0. Encore un fois, z � z1.

• Si c � �1, on travaille avec l’autre représentant de g modulo �I2 et on retrouve
alors le cas précédent où c � 1.

Théorème 4.1. L’ensemble H{PSL2pZq s’identifie au domaine D.

Démonstration :
Il s’agit de démontrer que, pour tout z P H, il existe un unique élément de g P

PSL2pZq tel que gz P D. Le lemme 4.3 donne l’existence et le lemme 4.4 donne l’unicité.

4.2.3. Lien avec les réseaux de C.
Notations : On note R l’ensemble des réseaux de C et H � tpz1, z2q P C2|Im

�
z1
z2

	
¡

0u � tpz1, z2q P C2| z1z2 P Hu. On continue de noter D le domaine du demi plan de
Poincaré défini dans la section précédente.

Soit Γ un réseau de C de base pz1, z2q. Comme pz1, z2q est une base, l’un au moins de
ces complexes n’est pas réel donc le rapport de ces complexes n’est pas réel non plus.
On en déduit que Im

�
z1
z2

	
� 0. Quitte à changer z1 en �z1 (ce qui ne modifie pas le

réseau Γ), on peut supposer que Im
�
z1
z2

	
¡ 0. Donc, tout réseau de C admet au moins

un élément de H pour base.

Proposition 4.4. (Action de SL2pZq sur H)
L’application suivante :


$&
%

SL2pZq �H ÝÑ H

pg �
�
a b
c d



, pz1, z2qq ÞÝÑ g  pz1, z2q � g

�
z1
z2



� paz1 � bz2, cz1 � dz2q

est bien définie est est une action du groupe SL2pZq sur l’ensemble H.
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De plus, pour tout g P SL2pZq, pour tous couples de complexes pz1, z2q et pw1, w2q, si
g  pz1, z2q � pw1, w2q alors g � z1

z2
� w1

w2
où on rappelle que � est l’action de SL2pZq sur

H définie plus haut.

Démonstration :
Le lien avancé entre  et � se vérifie par le calcul. Il permet ensuite de déduire du fait

que � est une action le fait que  en est une.

Lemme 4.5. Soit pz1, z2q, pw1, w2q P H. Ces couples sont deux bases du même réseau
de C si et seulement si il existe g P SL2pZq telle que g  pz1, z2q � pw1, w2q.

Démonstration :
Si pz1, z2q et pw1, w2q sont deux bases du même réseau de C alors il existe g ��
a b
c d



P GL2pZq tel que g

�
z1
z2



�
�
w1
w2



. Vu le lien entre � et  souligné en proposition

4.4, cela veut dire que g z1z2 � w1
w2

. Pour montrer l’une des implications, il suffit de montrer
que detpgq � 1. Comme g P GL2pZq, on sait déjà que detpgq � �1. De plus,

0   Im
�
w1
w2



� Im

�
g
z1
z2



� detpgqImp z1z2 q

|c z1z2 � d|
par un calcul similaire à celui de la proposition 4.3. Comme Imp z1z2 q ¡ 0 aussi, cela
contraint detpgq à être strictement positif donc detpgq � 1.

Réciproquement, s’il existe g �
�
a b
c d



P SL2pZq tel que g

�
z1
z2



�
�
w1
w2



, alors

w1 � az1 � bz2 et w2 � cz1 � dz2 avec a, b, c, d P Z. Donc Zw1 ` Zw2 � Zz1 ` Zz2. De
même, en travaillant avec g�1, z1 � dw1 � bw2 et z2 � �cw1 � aw2 donc Zz1 ` Zz2 �
Zw1 ` Zw2. Donc pz1, z2q et pw1, w2q sont deux bases du même réseau.

Proposition 4.5. (Action sur R)

L’application �
"

C� �R ÝÑ R
pα,Zz1 ` Zz2q ÞÝÑ Zpαz1q ` Zpαz2q

est une action du groupe multiplicatif C� sur R. La vérification est immédiate.

Remarque : Un élément du quotient R{C� est un réseau "modulo homothétie".

Théorème 4.2. Il existe une bijection entre R{C� et D.

Démonstration :
Considérons l’application ϕ :

"
R{C� ÝÑ H{PSL2pZq
Zz1 ` Zz2 ÞÝÑ z1

z2
mod PSL2pZq où pz1, z2q P H

(ce qui est toujours possible d’après une remarque précédente)
Montrons que pour tout élément x P R{C�, ϕpxq ne dépend ni du représentant r

choisi pour x, ni du choix de la base de r du moment qu’elle se trouve dans H :
Si Zz1 ` Zz2 P R et α P C�, ϕpZz1 ` Zz2q � z1

z2
� αz1

αz2
� ϕpZpαz1q ` Zpαz2qq ce qui

assure le premier point.
De plus, si pz1, z2q et pw1, w2q sont deux éléments de H et bases d’un même réseau,

le lemme 4.5 assure qu’il existe g P SL2pZq tel que pw1, w2q � g  pz1, z2q. Donc ϕpZz1`
Zz2q � z1

z2
� g � w1

w2
� g � ϕpZw1 ` Zw2q et les images ϕpZz1 ` Zz2q et ϕpZw1 ` Zw2q
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sont conjuguées modulo SL2pZq donc sont égales dans H{PSL2pZq. Ce qui montre le
second point.

Ces deux observations montrent que ϕ est bien définie.
Soit u P H{PSL2pZq et u un représentant de cette classe. Comme Impuq ¡ 0, p1, uq

est une base de C donc Z`Zu est un réseau de C. De plus ϕpZ`Zuq � u : on a trouvé
un antécédent à u par ϕ. Cette fonction est donc surjective.

Si ϕpZz1 ` Zz2q � ϕpZw1 ` Zw2q alors z1
z2

et w1
w2

sont dans la même classe de H
modulo PSL2pZq. Donc il existe g P SL2pZq tel que z1

z2
� �gw1

w2
. Si le signe devant g est

�, alors le lemme 4.5 assure que pz1, z2q et pw1, w2q sont deux bases du même réseau.
Si le signe devant g est � alors z1

z2
� p�gq�w1

�w2
avec �g P SL2pZq et le lemme 4.5 assure

que pz1, z2q et p�w1,�w2q sont deux bases du même réseau. Comme on considère les
réseaux modulo les homothéties, on a Zz1 ` Zz2 � Zw1 ` Zw2 dans les deux cas ce qui
permet d’affirmer que ϕ est injective.
R{C� est ainsi en bijection avec H{PSL2pZq et par le théorème 4.1, H{PSL2pZq est

en bijection avec D. D’où la conclusion du théorème.

Conclusion
Toute classe de R{C� est représentée par un unique élément de D. Dit autrement,

tout réseau de C modulo homothétie est encodé par un unique point appartenant à un
domaine explicite inclus dans le demi plan de Poincaré.

Proposition 4.6. Le groupe G � PSL2pZq est engendré par S et T .

Démonstration : Il suffit de montrer que G � G1 pour conclure. Soit g P G et notons
z0 � 2i et z � gz0. On a vu plus haut qu’il existe g1 P G1 tel que g1z P D. Alors, z0 et
g1z � g1gz0 sont conjugués modulo G et sont tout deux dans D donc sont égaux. Donc
g1g P th P G|hz0 � z0u. Or, ce dernier ensemble est réduit à l’identité (c’est en fait le
cas pour tous les z0 de D à l’exception de i et e

2iπ
3 . La démonstration est très semblable

à celle de lemme 4.4). Donc g � g1�1 P G1.

4.3. Tout complexe est le j-invariant d’un réseau.
Définition 4.6. (Fonction j)

On définit la fonction j : HÑ C par @z P H, jpzq � jpΓq où Γ est un réseau de base
p1, zq.

De même, on définit g2 : H Ñ C et g3 : H Ñ C par @z P H, g2pzq � g2pΓq et
g3pzq � g3pΓq où Γ est un réseau de base p1, zq.
Proposition 4.7. (Propriétés de j)

(1) La fonction j est holomorphe sur H.
(2) Pour tout z P H, jpz � 1q � jpzq et jp�1

z q � jpzq.
(3) Pour tout γ P PSL2pZq, pour tout z P H, jpγzq � jpzq.
(4) Pour tous z, z1 P H, jpzq � jpz1q si et seulement si il existe γ P PSL2pZq tel que

z1 � γz.
(5) j : D Ñ C est bijective. (où D est le domaine fondamental pour l’action de

PSL2pZq qu’on a étudié précédemment)
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Démonstration :
(1) Par définition du j-invariant d’un réseau, pour tout z P H, jpzq � 1728 g2pzq3

g2pzq3�27g3pzq2
et on a montré dans la remarque suivant la définition 4.1 que pour tout z P H,
g2pzq3 � 27g3pzq2 � 0. Il suffit donc pour conclure de montrer que g2 et g3 sont
holomorphes sur H.

Faisons le pour g2 (le même raisonnement s’applique à g3).
Par définition, g2pzq � 60

°
pn,mqPZztp0,0qu

gn,m où gn,m : z ÞÑ 1
pn�mzq4 est holo-

morphe sur H (son seul pôle dans C est �n
m R H). Montrer que

°
pn,mqPZztp0,0qu

gn,m

converge normalement sur tout compact de H permettrait de conclure.

Montrons alors que°
pn,mqPZztp0,0qu

gn,m converge

normalement sur toute bande
Ba,δ � tx� iy P C||x| ¤ a et y ¥ δu
où a ¡ 0 et δ ¡ 0.

0 a
δ

Ba,δ

Pour ce faire, il suffit de montrer qu’il existe M ¡ 0 (dépendant de a et δ) tel
que pour tout z P Ba,δ et tout pm,nq P Zztp0, 0qu, on ait

1
|m� nz|4 ¤

1
|m� in|4 p1q

En effet on aura alors¸
n,m

sup
zPBa,δ

1
|m� nz|4 ¤

¸
n,m

M

|m� in|4 �
¸

γPΓzt0u

1
|γ|4   �8

où Γ est un réseau de base p1, iq. On remarque que la puissance 4 ici présente peut
être remplacée par k ¡ 2 sans changer le résultat (en particulier, le raisonnement
qui suit marche aussi pour g3)

Soit z � x � iy P Ba,δ et pn,mq P Zztp0, 0qu. Pour montrer p1q, il suffit de
trouver K ¡ 0 tel que |m� nz|2 ¡ K|m� ni|2 c’est-à-dire tel que

pm� nxq2 � pnyq2 ¡ Kpm2 � n2q p2q
Si n � 0, cette inégalité est vraie pour tout K Ps0, 1r. Sinon, notons q � m

n .
Montrer p2q revient alors à trouver K 1 ¡ 0 tel que

pq � xq2 � y2

1� q2 ¡ K p3q

Montrons que K 1 � δ2

1�pa�δq2 convient :
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Si |q| ¤ a� δ, p3q est immédiat puisque pq � xq2 ¥ 0 et y ¥ δ. Si |δ| ¡ a� δ

alors
���xq ���   |x|

|a�δ| ¤ a
a�δ   1 donc

|q � x| � q

����1� x

q

���� ¥ qp1�
����xq
����q ¡ q

�
1� a

a� δ



� qδ

a� δ

Puis :
pq � xq2 � y2

1� q2 ¡ δ2

pa� δq2 �
q2

p1� qq2 ¥loomoon
p�q

δ2

pa� δq2 �
pa� δq2

1� pa� δq2 � K 1

L’inégalité p�q est vraie car x ÞÑ x2

p1�xq2 est croissante et on est dans le cas où
|q| ¡ a� δ.

En prenant K � minp1
2 ,K

1q, on obtient un réel strictement positif vérifiant
p2q et on peut conclure.

(2) Soit z P H. On sait déjà que �1
z P H aussi. On remarque que p1, zq et p1, z � 1q

sont deux bases du même réseau donc jpzq � jpz� 1q. D’autre part, les réseaux
de bases p1, zq et p1, 1

z q sont homothétiques (de rapport 1
z ) et le réseau de base

p1, 1
z q est le même que celui de base p1, 1

z q. La proposition 4.2 assure alors que
jpzq � jp�1

z q.

(3) Comme z ÞÑ �1
z (qui correspond matriciellement à

�
0 �1
1 0



) et z ÞÑ z� 1 (qui

correspond matriciellement à
�

1 1
0 1



) engendrent PSL2pZq, le point p2q permet

de conclure que j est invariante sous l’action de PSL2pZq.
(4) Le sens de la droite vers la gauche est clair vu le point p3q. Réciproquement,

si jpzq � jpz1q alors les réseaux de bases p1, zq et p1, z1q sont homothétiques
par la proposition 4.2. On en déduit qu’il existe λ P C� tel que le réseau de
base p1, z1q est aussi celui de base pλ, λzq. Donc il existe a, b, c, d P Z tels que#
z1 � aλz � bλ

1 � cλz � dλ
.

La deuxième équation permet de trouver λ, et, en remplaçant λ dans la pre-
mière, on trouve que

z1 � az � b

cz � d
� γz avec γ �

�
a b
c d




En remarquant que p1, zq et p 1
λ ,

z1

λ q sont aussi deux bases d’un même réseau,
et en appliquant le même raisonnement que ci dessus, on trouve qu’il existe une
matrice γ1 P M2pZq tel que z � γ1z1. Donc z � γ1γz et comme γ et γ1 sont à
coefficients entiers, on en déduit que detpγq � �1. Mais comme z et z1 sont dans
H, nécessairement detpγq � 1. On a donc bien z1 � γz avec γ P SL2pZq.

Remarque : Tout ce qu’on a montré jusqu’ici montre que pour connaître le comporte-
ment de la fonction j, il suffit de l’étudier sur un domaine fondamental de l’action de
PSL2pZq sur H, D par exemple.
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(5) On veut montrer que j : D ÞÑ C est bijective. Si z, z1 P D sont tels que jpzq �
jpz1q alors le point p4q montre qu’il existe γ P PSL2pZq tel que z1 � γz. La
définition de domaine fondamental assure alors que z � z1. Donc j est injective.

Pour montrer la surjectivité, on montre d’abord que jpHq est ouvert et fermé
dans C. Comme jpHq � H et que C est connexe, cela assurera que jpHq � C.
Puis, comme j est invariante sous l’action de PSL2pZq et que D est un domaine
fondamental pour cette action on aura comme attendu jpDq � C.

Soit z P C. Par définition,

g2pzq � 60
¸

pn,mqPZztp0,0qu

1
pm� nzq4 � 60

�
��2

�8̧

m�1

1
m4 �

¸
n,mPZ
n�0

1
pm� nzq4

�
�

La convergence normale montrée au point p1q permet d’échanger sommation
et limite lorsque Impzq tend vers �8 dans l’expression ci dessus et comme°
n,mPZ
n�0

1
pm�nzq4 ÝÑ

ImpzqÑ�8
0 on a

g2pzq ÝÑ
ImpzqÑ�8

120ζp4q � 4π4

3

De même, g3pzq ÝÑ
ImpzqÑ�8

280ζp6q � 8π6

27 .

On en déduit que g2pzq3 � 27g3pzq2 ÝÑ
ImpzqÑ�8

0

Puis que jpzq � 1728 g2pzq3
g2pzq3�27g3pzq2 ÝÑ

ImpzqÑ�8
�8.

Donc la fonction j est holomorphe et non constante sur H Le théorème de
l’application ouverte conclut que jpHq est un ouvert de C.

Soit pjpznqqnPN convergeant vers w P C. Comme D est un domaine fonda-
mental et que j est PSL2pZq invariante, on peut supposer que tous les zn sont
dans D. Comme jpzq ÝÑ

ImpzqÑ�8
�8, pImpznqqn est nécessairement bornée par

B ¡ 1. Ajouté au fait que les zn sont dans D, on en déduit que tous les zn
sont dans le compact K � tτ |Repτq P r�1

2 ,
1
2 s, Impτq P r1

2 , Bsu. On peut donc
extraire de la suite pznqn une sous suite pzϕpnqqn qui converge vers z P K. Alors,
jpzϕpnqq ÝÑ

nÑ�8 jpzq par continuité de j. Donc w � jpzq et cela montre que jpHq
est fermé dans C.

Comme on l’a vu, ça conclut.
Théorème 4.3.

Soit E une courbe elliptique sur C. Il existe un réseau Γ tel que E et EΓ sont iso-
morphes.

Démonstration : Par surjectivité de j : D Ñ C, il existe z P D tel que jpzq � jpEq.
Soit dès lors Γ un réseau de base p1, zq. On a

jpEq � jpzq �loomoon
par définition de la fonction j

jpΓq �loomoon
proposition 4.1

jpEΓq
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Cela montre que E et EΓ sont isomorphes.

Corollaire 4.1. (Et même mieux !)
Soit E une courbe elliptique sur C. Alors il existe un réseau Γ tel que E � EΓ.

Démonstration : On sait déjà par le théorème 4.3 qu’il existe un réseau Λ tel que
E � Y 2Z � aX3 � bXZ2 � bZ3 et EΛ � Y 2Z � 4X3 � g2pΛqXZ2 � g3pΛqZ3 - dont la
forme de Weierstrass est Y 2Z �X3 �

�
�g2pΛq

4

	
XZ2 �

�
�g3pΛq

4

	
Z3 - sont isomorphes.

On en déduit l’existence de µ P C� tel que a � �µ4 g2pΛq
4 et b � �µ6 g3pΛq

4 p�q.
Vue la proposition 4.2, n’importe quel réseau homothétique à Λ donne une courbe

elliptique isomorphe à E. On se demande si parmi tous ces réseaux, l’un d’eux donne
exactement E ; c’est à dire s’il existe α P C� tel que EαΛ a pour forme de Weierstrass
celle de E. On constate que Γ � 1

µΛ convient.

En effet, EΛ
µ
� Y 2Z � 4X3�µ4g2pΛqXZ2�µ6g3pΛqZ3 dont la forme de Weierstrass

est Y 2Z �X3 � µ4 g2pΛq
4 XZ2 � µ6 g3pΛq

4 Z3 � Y 2Z �X3 � aXZ2 � bZ3 par p�q.
Conclusion

On a montré ici que tout quotient de C par un réseau (c’est-à-dire, tout tore complexe)
est en bijection biholomorphe avec les C-points d’une courbe elliptique et que récipro-
quement, toute courbe elliptique sur C découle d’un quotient de C par un réseau. D’où
l’affirmation suivante (dont le sens précis est éclairé ci-dessus) : une courbe elliptique
est un tore complexe et vice versa. Ce résultat permet, comme avancé en introduction et
illustré dans la sous-partie 3.3, de traduire les résultats d’un des domaines dans l’autre.
Cependant, les liens entre eux peuvent encore être explicités. Par exemple, est-il possi-
ble de trouver le réseau sous-jacent à une courbe elliptique donnée ? D’en calculer une
base ? Avec quelle efficacité ? Des réponses à ces questions pourraient encore faciliter
l’établissement d’un "dictionnaire" entre courbes elliptiques et tores complexes.
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