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1 Variables aléatoires absoluments continues (suite).

Exercice 1. Soit c ∈ R, on considère la fonction

fc(x) = − log(xc) 1]0,1[(x), x ∈ R.

1) Pour quelle valeur de c, la fonction fc est elle une densité de proba sur R? Pour cette
valeur, calculer la fonction de répartition d’une variable aléatoire X ayant pour densité fc.

2) Si Y = − log(X). Montrer que Y suit une loi Gamma(α, β) et déterminer α et β.

Exercice 2. Soit f la fonction f(x) = xe−
1
2
x21{x>0}.

1) Montrer que f est une densité de probabilité. c’st la densité de la loi de Raleigh.

2) Soit X une variable aléatoire admettant pour densité f . Montrer que Y = X2 admet une
densité g que l’on précisera. Quelle est la loi de Y ?

3) Calculer l’espérance et la loi de Y .

Exercice 3. La loi de Cauchy de paramètres α ∈ R et β > 0 est la loi sur R de densité:

f(x) =
1

βπ

1

1 + (x−α)2
β2

.

1) Déterminer les γ ∈ R tels que |X|γ est intégrable.

2) Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy de paramètre α et 1. Montrer que Y = a
X

avec a 6= 0 suit une loi de Cauchy dont on déterminera les paramètres.

3) Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [−π, π] et Y = a tan(X) avec a > 0.
Identifier la loi de Y .

4) Soit X suivant une loi de Cauchy de paramètre 0 et 1. Calculer P (X > z) pour tout z ∈ R
et montrer que

P (X > z) ∼z→∞
1

πz
.

5) Soit (Xn)n≥1 une suite i.i.d. de variable aléatoire de même loi que X. Soit Mn =
max{X1, . . . , Xn}. Montrer que pour tout t > 0 on a

lim
n→∞

P
(Mn

n
≤ t

)
= e−

1
πt .
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Exercice 4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N (µ, σ2). Montrer que
Y = eX admet une densité. On appelle la loi de Y la loi lognormale.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], soit r ∈ R et soit

Z =
1

Xr
.

1) Pour quelle valeur de p ∈]0,∞[ a t’on E(|Z|p) <∞?

2) Déterminer la loi de Z.

Exercice 6. Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N (µ, σ2). Montrer que
Y = eX admet une densité. On appelle la loi de Y la loi lognormale.

Exercice 7. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ > 0. On lui
associe la variable Y = bXc sa partie entière et Z = X − Y sa partie fractionnaire.

1) Calculer la loi de Y .

2) Pour tout k ∈ N, déterminer la loi de Z conditionnellement a l’événement {Y = k}.
3) En déduire la loi de Z, que peut on dire du couple (Y,Z).

Exercice 8. Soit X une variable aléatoire positive qui admet une densité f continue sur R+

telle que f(0) > 0.

1) Déterminer la loi de la variable aléatoire Y définie par

Y (ω) =
1

X(ω)
1{X(ω)6=0}, ω ∈ Ω.

2) Montrer que Y n’est pas intégrable.

Exercice 9. Soit X une variable aléatoire positive suivant une loi exponentielle de paramètre
1.

1) Déterminer la loi de la variable aléatoire −X.

2) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer la loi de Z = log(1−U)
et calculer son espérance.

3) Calculer à présent la loi de la variable aléatoire W définie par

W = log
(1− U

U

)
.

4) Justifier l’intégralité de W et calculer son espérance.

5) Soyez astucieux et montrer que E(W ) peut être obtenue sans calcul.
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