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Théoréme (Théoréme de structure des groupes abéliens finis). Soit G un groupe abélien fini non nul.
alors il existe des entiers r € N* et (d;);ep ) € (N*)" tels que :

di >1letVie[l,r—1],d; | diy1
et
G ~ (%arz) x (Z/dyz) X -+ x (%/d, )

De plus, les entiers v et (d;)ieq,,] vérifiant ces propriétés sont uniques. Les (d;)ici,r] sont appelés
facteurs invariants du groupe G.

Démonstration. On pourra par exemple se référer au poly de Matthieu Romagny, disponible en ligne a
l’adressehttps://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/theme/structure_des_groupes_
abeliens_finis.pdf.

O

Application (Classification des groupes abéliens d’ordre 600, a isomorphisme de groupe pres).
¢ Soit G un groupe abélien d’ordre 600. D’apres le théoréme précédent, il existe des entiers r € N*
et (di)iepr € (N*)" tels que dy > 1, Vi€ [1,r —1],d; | digy et
G~ (Z/d,z) X (%/d2z) X -+ X (%/d,z)

On cherche a caractériser ces entiers r et (d;);equ,,, afin d’expliciter tous les cas possibles.

¢ Condition sur les (d;)ic[i,r]-
D’apres le théoreme de Lagrange, Vi € [1,7], d; | GOOH Or, |G| = 600 = 23 x 3 x 52 (unique
décomposition en facteurs premiers). Par conséquent : Vi € [1,7], 3(a;, b;, ¢;) € (N?) \(0,0,0) tel

d; = 2% x 3b x 5%

que

4 Condition sur r.

L’isomorphisme de groupe G =~ Z/a,z X Z/dyz X -+ X Z/d,z impose que [[,_, d; = |G| i.e.
T
Hdi =23 x3x5%| (%). Or, d; > 1, donc (ay,by,c1) # (0,0,0). Effectuons une disjonction
i=1

de cas.

= Sia; # 0, alors 2 | d;. Comme Vi € [1,7 — 1], d; | di41, on obtient que Vi € [1,7], 2 | d;, et
ainsi (x) impose que 2" | (23 x 3 x 52). Donc r < 3.

1. Dans ce théoréme, I'isomorphisme sur G est bien entendu un isomorphisme de groupes.
2. Car Z/4;7 est un sous groupe d’ordre d; du groupe G, et que G d’ordre 600
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= Si b; # 0, le méme raisonnement amene r < 1.
= Si c; # 0, le méme raisonnement amene r < 2.

En toute généralité, on obtient donc que .
4 Sir =1, alors (x) impose | d; = 600 |. Ainsi, G' ~ Z/6007.

— al bl C1
08ir:2,alors{d1 20 X371 x5

dy =202 x 3b2 x 502
ay+ax =3 a1 < ap
Or, (x) impose alors < by + by =1 .| Par ailleurs d; | dg impose < by < by
crtec =2 c1 < co

(alv a2) € {(073)7 (1a 2)}

Par conséquent, | ¢ (by,b2) = (0,1)

(81’ 62) € {(07 2)’ (L 1)}

Enfin, la condition supplémentaire Vi € {1,2}, (a;, b;,¢;) # (0,0,0) fournit :

G ~ (Z/57) x (2/(2°x3x5)z) ou G ~ (Z/27) X (%/(2?x3x5%)z) ou G =~ (Z/(2x5)2) X (Z/(22x3x5)Z) .

a1 +as+az3 =3
¢ Si r = 3, on procede de méme que pour r = 2, et les conditions ¢ by +by+b3 =1 et

Cl+CQ+Cg :2

ap < az <ag (a17a2) € {(03053)7(03132)7(17131)}
b1 < b2 < b3 imposent (bl,bg) = (070, 1)
C1 S C2 S Cc3 (CI7C2> € {(0a072>7 (07 1) 1)}

La condition supplémentaire Vi € {1,2,3}, (a;,b;,¢;) # (0,0,0) fournit enfin :
G ~ (Z/)2z) x (Z/(2z) x (Z/(2x3x5)z) ou G =~ (Z/2z) X (Z/(2x5)Z) X (Z/(2x3x5)Z).

¢ CONCLUSION. A isomorphisme de groupe pres, il y a exactement 6 groupes abéliens d’ordre 600,
qui sont :

Z/600z

(4f52) x (2 xsx5)2)

(Z/2z) x (Z/(2°x3x5)z)

(Z/(2x5)z) X (Z/(2*x3x5)7)
(Z/2z) x (%/(2z) % (Z/(2x3x5)z)
(%/2z) x (%/(2x5)z) x (%/(2x3x5)L)

3. On dit que les (a;); (resp. les (b;);, resp. les (¢;);) forment une partition de 3 (resp. de 1, resp. de 2).



