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Le critère d'Abel généralise le critère spécial de convergence des series alternées. Il a notamment
l'avantage, contrairement à ce dernier, d'être utilisable dans le cas complexe. Attention toutefois :
cette propriété est hors programme en classes préparatoires, et doit donc être redémontrée à chaque
utilisation.

Théorème 1 (Critère d'Abel). Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites numériques telles que :

� La suite (an)n∈N soit réelle, décroissante et de limite nulle.

� La suite (bn)n∈N soit à valeurs dans R ou C, et soit telle que la suite (Bn)n∈N des sommes

partielles de
∑
bn soit bornée.

Alors
∑
anbn converge.

Démonstration. On e�ectue une transformation d'Abel :

∀N ∈ N,
N∑
n=0

anbn = a0b0 +

N∑
n=1

an(Bn −Bn−1)

= a0b0 +

N∑
n=1

anBn −
N∑
n=1

anBn−1

= a0b0 +

N∑
n=1

anBn −
N−1∑
n=0

an+1Bn

= a0b0 + aNBN − a1b0 +
N−1∑
n=1

(an − an+1)Bn

=

N−1∑
n=0

(an − an+1)Bn + aNBN

Or, la suite (Bn)n∈N est bornée, et la suite (an)n∈N tend vers 0. Donc aNBN tend vers 0 lorsque
N tend vers +∞.

Par conséquent,
∑
anbn converge si et seulement si

∑
(an − an+1)Bn converge.

Soit M un majorant de (|Bn|)n∈N. Alors, ∀n ∈ N :

0 ≤ |(an − an+1)Bn| ≤ |an − an+1|M

i.e.

0 ≤ |(an − an+1)Bn| ≤ (an − an+1)M

car (an)n∈N est décroissante.
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Or, la série
∑

(an − an+1) est de même nature que la suite (an)n∈N : elle est donc convergente.
Donc

∑
(an − an+1)M est une série à termes positifs convergente.

Ainsi, d'après le théorème de comparaison des séries à termes positifs,
∑

(an − an+1)Bn est abso-
lument convergente.

Donc
∑
anbn converge.

Un exemple très classique :

Soit (an)n∈N une suite réelle décroissante de limite nulle. Alors pour tout θ 6≡ 0[2π],
∑
ane

inθ

converge. En e�et :

∀N ∈ N,

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

einθ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− ei(N+1)θ

1− eiθ

∣∣∣∣
≤

1 +
∣∣ei(N+1)θ

∣∣
|1− eiθ|

≤ 2

|1− eiθ|

La suite des sommes partielles de
∑
einθ est donc bornée : on retrouve bien les conditions d'appli-

cation du critère d'Abel. D'où la convergence de
∑
ane

inθ.
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