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Les questions ont été légérement modifiées par rapport a celles du TD.

Exercice 1 : ’astroide

L’astroide est la courbe de coordonnées cartésiennes (ot t € R) :

z(t) = cos(t)?
y(t) = sin(t)?
1) Réduire I'intervalle d’étude.
Indication : on pourra étudier la périodicité de x et y, ainsi que les effets des
transformations t — t + m et t — —t.

Les fonctions x et y sont 2m-périodiques donc on peut se restreindre & un
segment de longueur 27, ¢’est-a-dire a un intervalle de la forme [a, a + 27].

{x(t+7r) = —z(t)
yit+m) = —y(t)

On peut donc se restreindre a lintervalle [a,a + 7| (car [a,a + 27] =
[a,a + 1)U {t + m,t € [a,a + 7|}), puis il faudra faire une symétrie par
rapport a l'origine pour avoir toute la courbe.

{m(—t) = x(t)

y(=t) = —y(t)
On fixe @ = —% et on peut donc se restreindre a l'intervalle [0, 7] (car
la,a+7) =[5, 5] = [0, F]Ju{—t,t € [0,5]}), puis il faudra faire une symétrie

par rapport a laxe des abscisses (c¢’est-a-dire ’axe horizontal qui passe par
origine, c¢’est-a-dire la droite d’équation y = 0) pour avoir toute la courbe.



2) Etudier les variations simultanées de z et y sur [0, 2].

s

La dérivée de z est 2/(t) = —3cos(t)?sin(t) donc est négative sur [0, 5].
Ainsi z est décroissante sur [0, 7).

La dérivée de y est y/(t) = 3sin(t)* cos(t) donc est positive sur [0, Z]. Ainsi
y est croissante sur [0, 7).
3) Calculer les tangentes de la courbe pour ¢ € [0, 5].

Si t €]0, 5[ alors /() # 0 donc on a un point régulier et la tangente

. t . .
a la courbe en ¢ (ou au point (x( )>) est la droite d’équation Y = y(t) +

y(t)

v (X — z(t)) Cest-a-dire d’équation Y = sin(t)® — tan(£)(X — cos(t)?).

Sit =0 alors 2/(t) = 0 et ¢/(t) = 0 donc ¢ est un point stationnaire.

Heureusement, 2" (0) = —3(— 2cos( )sin(0)% + cos(0)?) = =3 £ 0 et y”(0) =

3(2sin(0) cos(0)? — sin(0)*) = 0 donc la courbe a une tangente en 0 (ou au
: z(0)\ (1 : s : _

point (y(O)) = (O)) et c’est la droite d’équation Y = y(0)+ ,,(0) (X —z(0))

c’est-a-dire d’équation Y = 0.

Sit = % alors 2'(t) = 0 et y(t) = 0 donc ¢ est un point station-
naire. Heureusement, y”(”) = 3(2sin (%) 0s(5)? —sin(3)%) = =3 # 0 et
2"(5) = —3(—2cos(3)sin(3)? + cos(3)?) = O donc la courbe a une tan-

2
gente en 7 (ou au point (g ) ( ) et c’est la droite d’équation

Y y(5)) cest-a-dire d’équation X = 0.

/

M\:\

X=z(3)+

y"

NH

4) Tracer la courbe.

Ce que fait un ordinateur, c’est qu’il calcule quelques tangentes (comme
on l'a fait plus haut, en fixant quelques valeurs pour t) et nous trace des
petits bouts de tangentes (assez petits pour que le dessin ait lair lisse). On
pourrait faire la méme chose mais ¢a nous prendrait plus de temps qu’a un
ordinateur. Pendant un examen, faites de votre mieux pour avoir un dessin
qui & la fois ne vous prenne pas trop de temps a tracer (2 minutes maximum)
et a la fois soit assez proche de la courbe.

Pour savoir a quoi ressemble 'astroide, allez voir sa page Wikipédia.



5) Calculer la longueur de la courbe.

27
La longueur de lastroide est L = / V' (t)? + o/ (t)? dt ou, par des
0
2
arguments de symétrie, L = 4/ V&' ()2 +y/(t)? dt (voir la question 1).
0

L= 4/2 Va0 + /()2 dt
/ V9 cos(t)*sin(t)2 4 9sin(t) cos(t)? dt
= 4/ 3 y/cos(t)2 + sin(t \/cos Zsin(¢)? dt
0

—1

= 12/ v/ (cos(t))2(sin(t))? dt

2
= 12/ cos(t)sin(t) dt car cos et sin sont positives sur [0, g]
0

= —3/ —2sin(2t) dt
0

= —3[008(215)]0% car la dérivée de cos(2t) est — 2sin(2t)
= —3(cos(m) — cos(0))
=6 car cos(m) = —1 et cos(0) =1

Exercice 2 : les cardioides

Les cardioides sont les courbes de coordonnées cartésiennes (ot t € R) :

{m(t) = R(2cos(t) — cos(2t))
y(t) = R(2sin(t) —sin(2t))

avec R > 0 (pour chaque valeur de R on a une cardioide).



1) Réduire I'intervalle d’étude.
Indication : on pourra étudier la périodicité et la parité de x et y.

Les fonctions x et y sont 2m-périodiques donc on peut se restreindre & un
segment de longueur 2, ¢’est-a-dire a un intervalle de la forme [a, a + 27].

La fonction x est paire et la fonction y est impaire, c’est-a-dire :

{x(—t) = x(t)

y(=t) = —y(t)
On fixe @ = —7 et on peut donc se restreindre a l'intervalle [0, 7] (car
[a,a + 271] = [—-m,7] = [0,7] U {—t,t € [0,7]}), puis il faudra faire une

symétrie par rapport a 'axe des abscisses (c’est-a-dire I’axe horizontal qui
passe par 'origine, c’est-a-dire la droite d’équation y = 0) pour avoir toute
la courbe.

2) Etudier les variations simultanées de z et y sur [0, 7].

La dérivée de x est 2/(t) = R(—2sin(t) + 2sin(2t)), c’est-a-dire 2'(t) =
2Rsin(t)(—1 + 2cos(t)). Elle est nulle en 0, 7 et 'unique ¢ € [0, 7] tel que

cos(t) = 3, a savoir % (rappel : cos : [0,7] — [—1,1] est bijective et a les

valeurs usuelles suivantes : cos(0) = 1 (= ‘/71), cos(§) = ‘/Tg, cos(§) = ‘/75,
cos(3) = 4 (= 1), cos(3) = 0 (= D), cosZ) = 4, cos() = —2
cos(2) = _%g, cos(m) = —1) donc est négative sur [0, 7]. Elle est continue

donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, elle est de signe constant
sur [0,%] et de signe constant sur [Z,7]. Or elle vaut R(—v2+2) > 0 en
7€l0,5] et R(=2) = —2R < 0 en § € [§, 7] donc elle est positive sur [0, 7]
et négative sur (%, 7]. Ainsi z est croissante sur [0, 7] et décroissante sur [, 7].

La dérivée de y est y/(t) = R(2cos(t) — 2cos(2t)), c’est-a-dire y/(t) =
R(2cos(t) — 2(2cos(t)?> — 1)) = R(—4cos(t)? + 2cos(t) + 2). Posons P :
r — —42% + 22 + 2. Le discriminant du trinéme du second degré P est
A =2%—4x(—4) x2=36 =6 donc P est nul si et seulement si z =1 ou
x = —%. Ainsi ¢’ est nulle en 'unique t € [0, 7] tel que cos(t) = 1, & savoir
0, et en P'unique ¢ € [0, 7] tel que cos(t) = —3, & savoir %’T Elle est continue
donc, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, elle est de signe constant
sur [0, 2] et de signe constant sur [2F, 7]. Or elle vaut Rv/2 > 0 en 2 € [0, Z]
et R(—2—2) = —4R < 0 en 7 € [2F, 7| donc elle est positive sur [0, 3] et

négative sur [2=. 7r]. Ainsi y est croissante sur [0, 2Z] et décroissante sur [2X, 7).
30 » 73
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3) Calculer les tangentes de la courbe.

Site[0,m ett#0ettz# 2 alors y/(t) # 0 donc on a un point régulier

. t . .
et la tangente a la courbe en ¢ (ou au point (x( ))) est la droite d’équation

y(t)

X =a(t) + 5:8 (Y —y(t)), c’est-a-dire la droite d’équation

— sin(t) + sin(2t)
cos(t) — cos(2t)

X = R(2cos(t) — cos(2t)) + (Y — R(2sin(t) — sin(2t))).

Sit= —” alors 2/(t) # 0 donc on a un point régulier et la tangente a la

courbe en t (ou au point (553)) est la droite d’équation Y = y(t)+ ,8 (X —

x(t)), ¢’est-a-dire la droite d’équation

2 4 COS(?”) COS(?”) 2T 4

Y = R(2 sin(?)—sin(?))*’_ sm(%) + 5111(%)

c’est-a-dire la droite d’équation

Sit = 0 alors 2/(t) = 0 et y/(t) = 0 donc t est un point stationnaire.
Heureusement, z”(0) = R(—2cos(0) + 4cos(0)) = 2R # 0 et y"(0) =
R(—2sin(0 + 4sin(0))) = 0 donc la courbe a une tangente en 0 (ou au point

(0 (R, . . S
(y(())) = <0)) et c’est la droite d’équation Y = y(0) + g,,gog (X — z(0))

c’est-a-~dire la droite d’équation Y = 0.

4) Tracer la courbe.

Ce que fait un ordinateur, c’est qu’il calcule quelques tangentes (comme
on l’a fait plus haut, en fixant quelques valeurs pour ¢) et nous trace des
petits bouts de tangentes (assez petits pour que le dessin ait Pair lisse). On
pourrait faire la méme chose mais ca nous prendrait plus de temps qu’a un
ordinateur. Pendant un examen, faites de votre mieux pour avoir un dessin
qui a la fois ne vous prenne pas trop de temps a tracer (2 minutes maximum)
et a la fois soit assez proche de la courbe.

Pour savoir a quoi ressemble la cardioide, allez voir sa page Wikipédia.



5) Calculer la longueur de la courbe.

[Dans le TD, c’est la question 2 de lexercice 9 (pour le cas R = 1)]

2
La longueur de la cardioide est L = V' (t)? +y/(t)? dt.
0

- / TR R dt

/ IR 25m(0) T 25m(20)))? + (R(2cos(t) — 2cos(20)))? dt

= ZR/ V(= sin(t) +sin(2t))2 + (cos(t) — cos(2t))? dt

= 2R/ V/sin(t)2 + sin(2t)2 — 2sin(t) sin(2¢) + cos(t)? + cos(2t)2 — 2 cos(t) cos(2t) dt

27
= 2\/§R/ /1 — sin(t) sin(2t) — cos(t) cos(2t) dt car cos® 4 sin® = 1
0

= 2V2R /27r V1 —cos(t) dt car cos(2t —t) = sin(t) sin(2t) + cos(t) cos(2t)

—2\/_R/ \/2s1n th

t
= 4R/ sm(2) dt car cos(t) =1— QSin(§)2

:—SR/QW sm%

= —8R]cos (2)](2)7T car la dérivée de cos(;) est —

= —8R(cos(m) — cos(0))
= 16R

sin(%)
2

Exercice 5 : une courbe avec des asymptotes

On étudie la courbe de coordonnées cartésiennes (o t € R* =|0, +00[) :

{x(t) = t+ 3

y(t) = _+2+t+_1



1) Etudier les variations simultanées de x et y sur |0, 4-ocl.

La dérivée de x est 2/(t) = 1 — 5 donc est négative sur ]0,2] et positive
sur [2, +00] (le seul point o elle est nulle est 2). Ainsi = est décroissante sur
10, 2] et croissante sur [2, +oo.

1
37 (t+1
sur [2,400[ (le seul point ot elle est nulle est 2). Ainsi y est décroissante sur

10,2] et croissante sur [2, +oo.

La dérivée de y est y/(t) = donc est négative sur |0, 2] et positive

2) Calculer les asymptotes de la courbe.
Les branches infinies de la courbe se situent en 0 et en +oc.

En 0: z(t) — +oo et y(t) — 5 donc la courbe a une asymptote horizon-
tale d’équation Y = 5.

2 3t t2(t+1)
. t) g2+ . T 42t(t+1)+3
En +oo : x(t) — 400 et y(t) — +o0; % = T R
(on a multiplié le numérateur et le dénominateur par ¢ puis par ¢t + 1) donc
y(t) _ j+7t +2t43
z(t) — 32 +4t+4

une asymptote d’équation Y = lX + 2.

— 3 et y(t) — 32(t) = 2+ 25 — 7 — 2 donc la courbe a

3) Calculer les tangentes de la courbe.

Sit # 2 est strictement positif alors c¢’est un point régulier de la courbe

. t . .
et la tangente a la courbe en ¢ (ou au point (zgt;)) est la droite d’équation

3
3 (t+1)2 4
Y_t+2+t+—1+ (+1) (X—t—;)

et y/(t ) = 0 donc t est un point stationnaire.

1#0ety"(2) = (2+61)3 = 2 donc la courbe a

4

une tangente en 2 (ou au point ( ) ( )) et c’est la droite d’équation

Y =44+ 2(X—4).

Slt—Qalorsm()

Heureusement, z”(2) %

4) Quel est le type (ordinaire, d’inflexion, de rebroussement de premiére
espéce, de rebroussement de deuxiéme espéce) du point singulier (c’est-a-dire
stationnaire, ¢’est-a-dire non régulier) de la courbe ?



Comme vu précédemment, le plus petit p > 1 tel que f®(2) # 0 est

p = 2. Cherchons le plus petit ¢ > p tel que f(@(2) ne soit pas colinéaire a
24

3
—51 —3 . ., 1
f®(2). f"(2) = (_ 15 > = ( ) qui n’est pas colinéaire a f”(2) = (2)
(2+1)* - 9
(car étant donné que y"”'(2) = —y”(2) on aurait alors f”(2) = —f”(2) mais
2" (2) # —2"(2)). Ainsi ¢ = 3. Etant donné que p est pair et que ¢ est impair,
2 est un point de rebroussement de premiére espéce pour la courbe.

=~ O

/.

5) Tracer la courbe.

Faites de votre mieux grace aux tangentes et aux asymptotes (le fait que
2 est un point de rebroussement de premiére espéce pour la courbe peut aussi
vous aider & tracer la courbe).

Exercice 6 : la lemniscate de Bernoulli
La lemniscate de Bernoulli est la courbe donnée par ’équation polaire :
p(0) = +/cos(26)
1) Réduire le domaine d’étude.

Le domaine d’étude est a priori I'ensemble des 6 tels que y/cos(26) est

bien défini, ¢’est-a-dire 'ensemble des 6 tels que cos(20) > 0. Cet ensemble
3 5

est U [—z+2k:7r, z+2I<37T]U[—7T+2k7r, —7T+2k:7r]. Remarquons que p(6+427) =
et 4 4 4 4

p(0) donc on peut se restreindre a [—Z, Z] U [3T, 27] (cf. cours). Remarquons

également que p(6 + m) = p(f) donc on peut se restreindre a [—7F, 7] (car
[32,%5) = {t + 7, t € [-Z,%]}) & condition d’effectuer ensuite une symétrie
par rapport a lorigine (cf. cours). Remarquons enfin que p(—6) = p(6) donc
on peut se restreindre a [0, §] (car [-7,0] = {—t,t € [0,%]}) & condition

d’effectuer ensuite une symétrie par rapport a 'axe des abscisses (cf. cours).
2) Etudier les passages par 0.
Sif e [0,7] alors p(f) =0« 0= 1.

3) Etudier les variations de p.



La dérivée de p est p/(0) = — =220 quj est négative sur [0, Z] donc p est
£/ cos(26) T4

décroissante sur [0, 7].
4) Etudier la tangente a l'origine.

La tangente a 'origine est la droite passant par l'origine d’angle polaire

T (car p(§) = 0, cf. cours).

4
5) Tracer la courbe.

Pour savoir a quoi ressemble la lemniscate de Bernoulli, allez voir sa page
Wikipédia.
Exercice 10 : les ellipses

On va étudier les ellipses de coordonnées cartésiennes (ou ¢ € [0, 27]) :

{x(t) = x9+ acos(t)
y(t) = yo+ bsin(t)

ot a,b € R* =R\ {0} et zg,y0 € R.
1) Donner Pexpression du rayon de courbure de ’ellipse en ¢ € [0, 27].

 (a®sin(t)? + B eos(t)?)}  (a?sin(t)? + b2 cos(t)?)}
h(t) = labsin(t)2 + abcos(t)?] |ab|

2) En déduire le rayon de courbure et la courbure en ¢ = O et en t = 7
(les sommets de ellipse).

R(0) = 2 k(0) = 9l R(T) = @ k(1) = 12,

|ab]” | a
3) Déterminier les cercles osculateurs en t =0 et en t = 7.
Le cercle osculateur en t = 0 est le cercle de rayon R(0) = % et de centre

<LE’0 +a— %)
Yo .



™

Le cercle osculateur en ¢ = z

centre a2 |-
Yo+b—%

4) Tracer Dellipse de coordonnées cartésiennes (ou t € [0, 27]) :

{x(t) = cos(t)
y(t) = 2sin(¢)

Pour savoir a quoi ressemble I'ellipse, allez voir sa page Wikipédia.

est le cercle de rayon R(5) = ‘Z—; et de

Autres exercices

N’hésitez pas & vous entrainer avec les autres exercices du TD (& part la

question 4 de l'exercice 9 qui est trop dure pour vous (il s’agit de calculer
2

'intégrale V1+ 6% d, c’est assez astucieux)).
0

27
A la question 1 de 'exercice 9, il faut calculer / V(2 —2cos(#))? + (2sin(6)2) do
0

(vous devriez trouver 16).

A la question 3 de P’exercice 9, vous devriez trouver 2 arctan(a) (et vous
pouviez le deviner parce qu’on est en train de calculer la longueur d’un arc
du cercle unité entre le point d’angle 0 et le point d’angle 2 arctan(a)).

Si vous voulez encore calculer des longueurs, il y en a dans ’exercice 11.

Si vous voulez étudier d’autres courbes en coordonnées cartésiennes, il y
a les exercices 3 et 4.

Si vous voulez étudier d’autres courbes en coordonnées polaires, il y a les
exercices 7 et 8.
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