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TD1 : Intégrales de Riemann

Exercice 1. Soient ¢ < b € R et f une fonction continue et positive sur [a,b]. Montrer que

b
/ f(t)dt =0 si et seulement si f est identiquement nulle sur [a,b] (i.e. V& € [a,b], f(x) = 0).

Exercice 2. (Formule de la moyenne - Résultat & connaitre)
Soient a < b € R, f et g deux fonctions continues sur [a, b]. On suppose : Vz € [a,b], g(z) > 0.
Montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
/ ft)g(t)dt = f(c) / g(t)dt.

Exercice 3. Calculer les limites suivantes a l'aide de la formule de la moyenne :

3x m2+x+1 2 z?

dt arctan(t cos(mt
a. lim ad b. lim arctan(t”) c. lim (mt)
a0+ J,  tet w—+00 [z Vit a1t J,  Int

Exercice 4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz - Résultat & connaitre) Soient f et g deux fonc-
tions intégrables sur [a, b]. Montrer que

b 2 b b
( / F()g(t) dt) < ( / £(1)? dt) ( / o(t)? dt>.

On suppose de plus f et ¢ continues, montrer que l'on a égalité si et seulement si f et g sont
proportionnelles (i.e. 3¢ € R,Vz € [a, b], f(x) = cg(x) ou e € R,Vx € [a,b], g(x) = cf(x)).

Exercice 5. Soit f une fonction de classe C! sur un intervalle [0, T et soit a € [0, T tel que f(a) = 0.
1. Montrer que pour tout u € [a,T], f2(u) < (u—a) ['(f'(z))%dz.

2. En déduire que pour tout ¢ € [a, T], f; f2(x)dx < @ fat(f’(:c))de.

Exercice 6. Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.

2 2 ™ 1 1
a. / Inxzdx b. / (Inz)*dz c. / z?coszdr d. / arctanz dr e. / z(arctan z)? dz
1 1 0 0 0

2
f./ ﬂdaz
1 (22 +1)2

Exercice 7. Calculer les intégrales de fonctions rationnelles suivantes.

1/2 " 1 1 3 1
a./o 7x2+$_2dx b./0 —<x+1)(x2+1)dx c./2 7x(w+1)dx

Exercice 8. Soient f une fonction continue sur R et a € R. En utilisant un changement de variable,
montrer que

a. si f est paire alors [* f(t)dt =2 [ f(t)dt,
b. si f est impaire alors [ f(t)dt =0,

B B+T
c. si f est périodique de période T' > 0, alors pour tous «, 5 € Ron a / fl@)dx = / f(x)dx.
@ a+T

Exercice 9. Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable.
2 1 1 u
dt
a. / ——— aveca >0 b. / ze” dr . / sin(e®)e® dx  d. / tan(t) dt avec u € [—m/2,7/2]
o t?+a? 0 0 0

¢ In(t)" T
e. / % dt avecn € N f. / cos(x)?sin(z) dz
1 0

Exercice 10. (Formule de Taylor avec reste intégral et inégalité de Taylor-Lagrange)
Soit f une fonction de classe C"™* sur un intervalle [a, b].
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a. Montrer par récurrence (et a l’aide d’intégrations par parties) que

o+ 05

k=1

b n
2" 10 a) + / (b%f) FOED(2) dt

b. En déduire la majoration suivante (inégalité de Taylor-Lagrange) :

n —a k —a n+1
‘f(b) ) (f(a) 3 E Kl o Wa))’ - (b(n+)1)!f§[?§1 )

k=1

c. En déduire que pour tout z € [0,7/2],

a3 a3 x®

x—€<smx<x—g+ﬁ



