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TD 3 : Suites de fonctions

Exercice 1. Soit (f)n>1 la suite de fonctions définie sur [0, 1] par

2"y

fn(x) = 1+ 2mna2

1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonctions.
2. Calculer

1
I, = / fo(t)dt et lim I,.
0 n—oo

En déduire que la suite (f,,)n>1 n'est pas uniformément convergente sur [0, 1].

3. Donner une démonstration directe du fait que la suite (f,) ne converge pas uniformément sur
[0, 1].

Exercice 2. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f sur
un intervalle I. Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

a. Si les fonctions f,, sont croissantes alors f 1’est aussi.
b. Si les fonctions f, sont strictement croissantes alors f I’est aussi.

c. Si les fonctions f,, et f sont continues, alors la convergence de (fy,)n>0 vers f est uniforme.

Exercice 3. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions
(fn)n>1 suivantes :

n—1
a. fo(z) = Zxk sur | — 1, 1] puis sur [—a,a] avec 0 < a < 1.
k=0
nz"In(z) si0<ax<1
b. fu(z) = (=) . _sur [0,1].
0 siz=0
c. fn(x) = e ™ sin(2nzx) sur Ry puis sur [a, +ool, avec a > 0.

&

fn(z) = sin(z) exp(1 — £) sur [0, 27].
e. fu(z) =In(z* + nz?) sur |0, +oo.

n 2

f. folz) = Z;) (1_’?73?2)1) sur R.



