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TD bonus : Espaces vectoriels normés

Exercice 1. Soit N l'application de R2 dans R dé�nie par :

N(x, y) = sup
t∈R

|x+ ty|√
1 + t2

.

1. Montrer que N est une norme.

2. La comparer à la norme ‖(x, y)‖2 =
√

x2 + y2.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel normé et A et B deux parties de E. On

dé�nit

A+B = {z ∈ E : ∃x ∈ A, ∃y ∈ B, z = x+ y}.

1. Montrer que si A est ouvert alors A+B est ouvert.

2. Montrer que les parties A = {(x, y) ∈ R2, xy = 1} et B = {0}×R sont fermées

et observer que A+B n'est pas fermée.

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel normé et A une partie de E. Montrer que

l'intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A et que l'adhérence de A est

le plus petit fermé contenant A.

Exercice 4. Soit E = C([0, 1],R). On munit E de la norme ‖ · ‖1. Montrer que

l'application
E → R

f 7→
∫ 1

0

f(x) dx

est une application continue sur E.

Exercice 5. Soit E = {f ∈ C1([0, 1],R), f(0) = 0}. Pour tout f ∈ E, soient N0 et

N1 deux applications dé�nies par :

N0(f) = sup
[0,1]

|f |, N1(f) = sup
[0,1]

|f ′|.

1. Montrer que N0 et N1 sont des normes sur E.

2. Montrer que l'identité de (E,N1) dans (E,N0) est continue.

3. Soit, pour n ∈ N∗, la suite

fn(x) =
xn

n
, x ∈ R.

Montrer que (fn) converge vers 0 pour la norme N0 mais pas pour la norme N1.

4. En déduire que l'identité de (E,N0) dans (E,N1) n'est pas continue en 0.

Exercice 6. Soit E = R[X] l'espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels muni

de la norme N(P ) =
∑

i |ai| pour tout P (X) =
∑

i aiX
i ∈ E. Est-ce que l'application

linéaire P (X) 7→ P (X + 1) est continue sur E ?
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