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Ce rapport est le compte-rendu d’un stage de six semaines effectué sous la direction de
Florent Jouve & I’Ecole Normale Supérieure. Durant ce stage, j’ai pu partager le quotidien
des chercheurs partageant mon bureau, mais également assister a un séminaire de théorie
des nombres a I’Institut Henrt Poincaré, accompagné par mon maitre de stage.

On va s’intéresser au théoréme suivant, démontré par Gallagher en 1973.

Théoréme (Gallagher). Soit 7 > 1 un entier. Pour tout entier N > 1, définissons E,(NN)
comme 'ensemble des polynoémes f € Z[T] unitaires de degré r tels que

f=T"+a, T "+ +aT+a

avec |a;| < N pour tout 0 < i < r et tels que le groupe de Galois de f n’est pas isomorphe
au groupe symétrique &,.. Alors

|E.(N)| < 32N +1)" "2 (log N)
pour N > 2, ou la constante sous-entendue est absolue.
On commencera par étudier le résultat suivant :

Théoréme. Soit 7 > 1 un entier. Pour tout entier N > 1, définissons E,(N) comme
I'ensemble des polynomes f € Z[T] unitaires réductibles de degré r tels que

f=T"4+a 1T '+ 4+a1T +ag
ou |a;| < N pour tout 0 <4 < r. Alors,
|E,(N)| < 722N +1)""2 log N
pour N > 2, ou la constante sous-entendue est absolue.

Remarque. En particulier

{f € Z[T], deg(f) =7, |a;] <N V1 <i<r, fréductible}|  |E.(N)|

{f € Z[T], deg(f) =r, |ai| < N V1 <i<r} (2N +1)" N—+oo

La preuve repose sur le résultat suivant.

Lemme. Soit f € Z[T] un polynéme unitaire réductible. Pour tout nombre premier ¢, la
réduction f mod ¢ est réductible dans Fy[T

A partir d’une minoration du cardinal de I’ensemble des polynémes unitaires irréduc-
tibles de degré r de Fy[T'], on obtient une majoration du cardinal de E,(N). C’est le principe
du grand crible.

Notations. Pour un ensemble X, si f et g sont des applications définies sur X, on note
f < gou f = O(g) lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout = € X,
|f(z)] < Cg(x). On appellera "constante sous-entendue" toute valeur admissible de C.

Si A est un anneau et r > 1 un entier, on note A" [T] ensemble des polyndmes unitaires
de degré r a coefficients dans A.



1 Grand crible

Le formalisme que nous allons introduire est di a Kowalski [9].

1.1 Cadre général

Dans cette partie, on expose le principe du grand crible dans un contexte trés général.

On se donne un triplet ¥ = (Y, A, (pg)ica) ol :
— Y est un ensemble;
— A est un ensemble d’indices ;
— Pour tout £ € A, py : Y — Y} est une application surjective de Y sur un ensemble
fini Y,.
A ce triplet on associe Y = (X, u, ') ot :
— (X, 1) est un espace mesuré tel que pu(X) < 4o00;
— F : X — Y est une application telle que les composées pyo F': X — Y — Y] sont
mesurables, ie., les ensembles {x € X, py(Fy) = y} sont mesurables pour tout £ et
tout y € Y.
On écrira |B| pour u(B) si B C X est un ensemble mesurable.
Enfin, on se donne un sous-ensemble L£* de A, appelé support premier de crible, et une
famille (Q)gep o Qp C Yy pour £ € L*.

Le principe du grand crible est de majorer la mesure |S(X, (£¢),£*)| ou
S(X, (), L) ={x € X, po(Fy) & Q pour tout £ € L*}.

Exemple 1.1. Pour la démonstration du théoréme de Gallagher pour les polyndémes ré-
ductibles, on se placera dans le cadre

Y =ZO[T), A=P, Y, =F[T], p: Z7[T] - F[T]
X ={(ag,...,ar-1), la;] <K NVO<i<r}et F=X =Y,
L*={leP, { <L} pourunentier L >2, Q,={f¢€ Fgr) [T] irréductible}.

1.2 Inégalité du grand crible

Avec les notations ci-dessus, on définit le support de crible £ come un sous-ensemble de
B(LY).
Pour chaque ¢ € A, on suppose donnée une densité vy sur Yy :

Vp . Yg —)]0, 1]

qui pourra étre notée v lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité possible. On suppose que v, est une
mesure de probabilité :
> wly) =1.

yeyY,



On définit un produit scalaire sur I'ensemble L?(Yy, v) (ou L?(Y;)) des fonctions f : Y, — C
par

Vg€ L’(V),  (fi9) =Y vlw)fw)g(y).

yeY,

Muni de ce produit scalaire (v > 0), L?(Y}) est un espace de Hilbert.

On note S(A) I'ensemble des parties finies de A. Quand A est 'ensemble des nombres
premiers, S(A) peut étre vu comme ’ensemble des nombres sans facteur carré. Pour m €
S(A), on écrit £|m pour £ € m (et de méme pour n € S(A), n|m pour n C m).

Pour m € S(A), on pose

Yo =[]V

Lm

et pm Y — Yy, qui ay €Y associe (p¢(y))ejm-
On peut aussi définir les densités v, et les produits scalaires correspondant :

VY= We)gm € Ym,  vm(y) = [ [ ve(we)

fm
et
Vg€ L*(Ym),  (fr9)= Y vm)f)g).
YEYm
En particulier, on a toujours
Z Vm(y) =1

yEYm

et, si f, g sont de la forme f = ® fr,g = ® gy,
Lm

Lm

(f9) =[] (fe- 90)-

£m

On suppose donnée, pour chaque ¢ € A, une base orthonormale B, de L%(Yy, ;) telle
que la fonction constante 1 est un vecteur de la base. On pose B = B,/\{1}, qui est une

base orthonormée de L2(Yy) = {1}+.
Pour m € S(A), on pose

Bn=][B. BL=][5
Lm £m
ou p € B, s’écrit ® wyp avec @, € By.

Lm

B,, est une base orthonormale de L?(Y;,) et B}, est une base orthonormale de

L§(Ym) = Q) Lo (Y).

£m

On remarque que tous les espaces vectoriels définis ci-dessus sont de dimension fine.



On définit enfin I'opérateur

P i

meL

o (10 [ al)fnFane)

m

ot £ C P(L*) est un support de crible, la somme directe sur m est orthogonale et L3(Y;,)’
est 'espace des formes linéaires sur L3(Y,,).

Proposition 1.2

Pour tout support de crible L C B(L*), T est une application linéaire continue. On
note A = ||T||?. Alors A = A(X, L) est la plus petite constante positive telle que

> % |/ a@een(F)duta

meL peEB,
pour toute fonction de carré intégrable o : X — C.
De plus, pour toute famille () e+,

<A/\a 2du(z)

1S(X, (), L) < AH™! (inégalité du grand crible)

ou

7= 1175505 Yé\ﬂe

meL {m

Soient a € L?(X, ) et m € L. Soit Uy, la forme linéaire définie par

Vi€ Li(Yn),  Un(f) = /X (@) (pm(Fi))dpi(z).

Up est linéaire. Calculons sa norme. Soit f € L3(Y,,). En décomposant f dans la base B,
on obtient

[ @) on(Fau)

= | T (8.9 [ al@elpn(E)nt)

pEB;,
< X ol [ at@etonEue
eB;,
donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
1/2 1/2

2

<| X Kol >

pEBY, pEBY,

[ @) n(Eauta)

/ (@) (pm (Fa))du()
X




soit

/ (@) (o (Fa))du(x)
X

weB;,

)\ 12
11122 v, -

Considérons la fonction f égale a la projection sur L2(Y,,) de la fonction

Un(f)] < (z

1
erm»—>/ a(z)du(z
U (Y) S oy (Fa) =y (@)dpz)

définie de sorte que

/X (@) (om (Fa))dulz) = TF 9.
Ainsi,

S (o) /X (@) (F)) ()

pEBY,

- ¥

pEBY,

(%B [ c@etonlmne

2

/ () (pm (F)) ()
X

o\ 12
11l 22 (v, -

On a donc montré que

2
HUmHL(Q)(Ym)’ = Z

veB;,

2

/ (@) (pm (Fa)) ()
X

Or T est linéaire et

7@ sy = 3 Wallzmy = X 3 | [ a@)elon(F)ant)
meL meL meL peEBE,
2
<Xy ([ tat@setonrplants) )

IN

(Z 3 / (o (om (F2)) P dpa(z )) /X (2 Pdp(z)

meL peEB,

donc T est continue et A est la plus petite constante vérifiant

ZZ/ pm (Fp))dp(z <A/|a )2 dp(x

meL peB},




Pour prouver linégalité du grand crible, on énonce deux lemmes. Pour m € S(A),
Y € Yo, ¢ € By et a € L2(X, u), on définit

S(m,y) = /{ o alwaa)

(bien défini car pu(X) < +oo par hypotheése) et

S(p) = /X (@) (pm(F2))du(a),

Lemme 1.3
Pour tout £ € A,

2

> st = X BEE | [ ooyt

peb; yeY,

> Par le théoréme de Fubini,

S IS(e)f? = /X /X a(x)a(znweg;smpe(mw(pg( () du(y).

peB]

En notant § le symbole de Kronecker, pour y € Yy, on peut écrire §(y,-) dans la base By :

VeV, o d(y.2) =) 8y ) 0)elz) = D v(m)e(y)e(2).

pEBy pEBy

Donc, en conjuguant,

1
gew(y)w(@—y(y)é(y, )
Ainsi,
3 A TE) gy Pl F)) =1
donc

Siser = ff 20 - ] a@ibam
* Pe\Lx )=pe(L'y x

. / / . (w)oc(ll)du(x)du(y)—‘ /. ataa

zEY

- B e

zEYg




Lemme 1.4

Pour toute fonction o € L*(X, ) a support inclus dans S(X,$, L*) et pour tout m C

L*
5 | o

pEBY,

v(§)
(Ye\Qe)

> On montre le résultat par récurrence forte sur le cardinal de m.

— Pour m = @, par convention, Y;, contient un seul élément, p,, est une application
constante, B, = B}, = {1} et le résultat est vrai.

— Pour m = {{}, comme m C L* £ € L* et en utilisant la restriction sur le support de
« et I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

' [ at@ntz) 2

2

2
= DSty <> v ZM

14
veX, E )
Yy 3

IN

) S [ S Isor + \ [ ata

yeYy \pEB;

d’aprés le lemme précédent. En regroupant les termes, il vient

[ a@anto

d’ou, comme v(Yy) =1,

2
(1= v(Y\Q)) < v(Y\Q) Y IS(¢)I

peB;

> ()
v(Yo\ Q)

ZIS(sO)I?z‘/Xaxd

peEB;

— Soit m C L*, m n’étant pas un singleton. Ecrivons m = mymsa = m; U mg avec my
et mg non vides (et toujours des sous-ensembles de £*). Alors

> | = D D ISiee)

wGBmlmz p1€BS, w2€B;,,

ol 1 ® w2 : (y,2) — v1(y)p2(2). On peut écrire
S(e1p2) = [ Ba)ealon (Fo)u(z)

avec B(x) = a(x)e1(pm,(Fy)), qui est également a support inclus dans S(X, 2, L£*). On



peut donc appliquer ’hypothése de récurrence, d’abord & me, puis & my :

9 V
> el = 11 s > | [ s@ante

pEB;, w18y,

mim2

I/(Qg) 2
e|l:n[2 V(Yé\Qg) g[;* ’S((pl)’

mi

2

v

v()
11 v(Ye\Q)

Lmima

/. a@inta)

O

On peut désormais démontrer I'inégalité du grand crible. Considérons « la fonction
caractéristique de S(X,Q, £*). En appliquant le dernier lemme et en sommant les inégalités

sur m € L, on obtient
2
| a@eton(Foau(z)

S0 YA <3 S s =Y %

meL fm meL peEB, meL pEB,

donc, par définition de A,
IS(X,Q,L%)|*H < A|S(X,Q, L),

d’ou le résultat.

1.3 Majoration de A par dualité

On utilise la dualité pour caractériser A. En effet, comme A est le carré de la norme
d’un opérateur, c’est aussi le carré de la norme de son adjoint.

Proposition 1.5

Pour tout support de crible L C B(L*), A = A(X, L) est la plus petite constante
positive telle que

fo |23 sndeton B due) <25 3 1atml

meL peEB, meL peEB,

pour toute famille (B(m, ¢))m,e

!/
> On calcule, pour f € (@ L(Q)(Ym)’> , HtT(f)H =||f o T||. On introduit I'isomorphisme

meL
canonique

D Li¥n) — (@ L%(Ym)’>

" mec meL

g = (= (g)).



Soit f € (@ L(Y,) ) Soit g € @LO ) tel que f = J(g). Alors, pour a €

meL meL
L?(X, i) et en écrivant g = Z Im,
meL
"T(f)(a) = (foT) () = J(g)(T(a)) = => / F))dp(x)
meL
donc

2

I'°¢

ars 3 [ a@an(on(F)du(z)

meL
Or,
dp(@)| < llellpz | gmopmo F
mEE meL L2
et avec o = Z Jm © pm © F on en déduit que
meL
2
HtT / Z Im(pm(F2))| du(z).
meL
En écrivant gy, dans la base (¢)yep; de L3(Yy,) comme
= > Blm, )y
pEBY,
on obtient )
[T = [ |3 s0modeten(Fa))]| duta)
meL peB},
d’ou le résultat. O

Pour ¢ € B,, et ¢’ € B, on pose

W(p, o) = /X (o (Fe)) o (o)) ().

Alors, la proposition permet de majorer A.
Proposition 1.6

La constante A du grand crible vérifie

A< w !
—5222‘;2%1;2 > W(p, )
neLl o' eB;

10



> Soit (B(m,¥)) mer une famille de complexes. On a

pEBY,
2
0< [ X meelon(Fo)| du) = 3 3 am. Bl S04
meL gEBE, m,neL g’

donc on peut majorer ceci par

D D 1Bm B )W (e ) < Y Z (m,)|* +1B(n, &) ?) W (e, &)

m,neL ¢, m,neL oo’

ce qui est inférieur a

ST BmRPY S D W)+ D 1B )P DY W(e, )

meL peEB}, nel o' eB; nel o' eB; meL peEB},

ce qui est inférieur a

1 1
3 (Z B(m, sO)\2> max} W, ) + 5 | 221800 )" | max > W (e, )l
n,p! n,p! ’ m,p

™,

Or W(p,¢') = W(¢', ) donc
maXZ]W (0, )| —maXZ|W (¢, ¢")]
n,@

donc finalement on majore par

maxmar > D, Wieol | | 2 2 1800

neLl ¢'eB;; meL peB},

d’ou le résultat. O

On obtient ainsi une majoration de A en estimant les sommes W (¢, ¢’) uniformément.
Ici, le choix de la base orthonormée peut avoir une influence sur cette estimation et donc
sur le A "choisi".

1.4 Application : une inégalité de grand crible

A partir de la définition de A donnée par la proposition on peut obtenir des inégalités
du type suivant.
Proposition 1.7

Soient (Y, A, (pg)), (X, u, F) et L*. Soit A la constante de grand crible £L = L* (L =

11



{{¢},¢ € L*}). Pour tout (§)) on a

/X (P(x,£) — P(L))*du(x) < AQ(L)

Px,L)= > 1,  PL)=> v(),
lel lel
pe(Fz)€Q
QL) = v(Qu)(1 — v()).
lel

> On développe la fonction caractéristique x, de 2y C Y, dans la base orthonormée 5, et
on obtient :

P(x,L) = Y xa,(pe(Fy))

el

- Z Z <Xﬂe790>(p(p£(Fa:))

LeLl peBy

= 33> wlw)xa, ) eW)e(pe(Fr)

lel peBy yeYy

= Z Z l/g(y)XQe(y) +Z Z 6(67 SO)(P(P@(F:E))

LeL yeyy el peB;

ou

Ainsi,

/X (P(z, L) — P(L))? /X

d’apreés la proposition [I.5]

Y Bl e)e(pe(Fr))| dule) <A D (B 9))

LeLl peBy LeLl peBy

Or
Do 1B @) =D 186 @) = 18D = (xes xe) = () = v(2)(1 — v())
peB; pEeBy
d’ou le résultat. |
En particulier, on en déduit, comme P(z,L£) = 0 pour z € S(X, (), L") et Q(L) <

P(E)?
AP(L) > AQ(L) > /X (P(z,£) — P(£))? > P(L2IS(X, (), L)

12



d’ont
|S(X, (), £%)] < AP(L)™!
On pouvait déduire ce résultat directement de la proposition (1.2} En effet, on a
1S(X, (), L%)| < AH!

ol

HZYg\ >ZQZ

LeL Lel

C’est ce résultat que l'on va utiliser pour démontrer le théoréme de Gallagher. Dans sa
démonstration publiée en 1973 [3], il se place dans le cadre

Y=2", A=P, Y,=F,, p: 7 >TF
X={a€Z, |af| <N}, F=Idy

Lr={teP <L}, L={{t},te L}
Proposition 1.8

Pour ¢ premier, soit €}y un sous-ensemble de ;. On a

> (P(a,L) = P(L))* < (V2N + L)* P(L)

a€Z’”
la|<N

ou P(a,L) = P(a,L) et P(L) = P(L) avec les notations précédentes.

> On donne la preuve présentée par Gallagher.
On note x¢ la fonction caractéristique de l'ensemble {a € Z",a mod ¢ € Qy}.
Les caractéres du groupe (Z/¢Z)" sont les ep(a - .), a € (Z/UZ)"

Vo € (Z/Z)", el - x) = exp (2“”; : x) .

Les caractéres formant une base orthonormée de L?((F,)"), on peut décomposer Y, dans
cette base. Comme xy est £Z" périodique, on peut 'identifier une fonction définie sur (IFy)"

Vo e (Fo), xe(z) = > (xela-))efa )

ag(Fo)™

= Z Z xe(B)er(—a - Bleg(or - x)

a€c(Fy)m BG(FZ

Ainsi,
=> xa ) + R(a, L)

(<L

Z Z (Xe,ee(a-)) e(a - a).

ou

co(a)

13



On écrit

Y (R@L)? = > > «la) ) Rl Lela-a)

la|<N <L ae(F))r la|l<N
1/2 1/2
< D D la@P > > IS@P
<L ae(F))r <L ae(F))r
ou
S(a) = Z R(a,L)ey(a - a).
la|<N
Or 0l
> lerl@)P = Ixel® = 5
ae(]FZ()T
donc
Yo > la(@)? = PL).
ZSLCME(F;)T'

Alors, en admettant provisoirement que

Y. > IS@P<(VaN+L)* Y |R(a, L),

(<L oe(F))r la] <N

on a montré que

1/2
S (Pla,L) - P = 3 (R(a,L))? < | PIO)(VEN + L) Y (R(a, 1))?
la|<N la|<N la]l<N
d’ou le résultat. O

Démontrons l'inégalité admise ci-dessus. Nous aurons besoin du résultat suivant, dont
la démonstration est due & Huxley [6] :

Théoréme 1.9

Pour tout vecteur x = (x1,...,2z,) € R" on pose

S(z) = Z Z c(ny,...,np)e(nizy + -+ + npxy).

[n1|<Ny | | <Ny
Soient V), ... ) € R" vérifiant

max 6; ! HZL‘(k) — %)

>1
1<j<r J J J

14



pour k # k', ot 81, ..., sont des constantes positives inférieures a % et ||a|| = d(o, Z).

Alors,
K
S sEMP <. B Y Y e,
k=1

[n1|<Ny [nr| <Ny

ou, pour 1 < j<r,

B; = ( /72Nj +5;1/2)2

> Pour 1 < j <r, on définit une fonction de carré intégrable ¢¥) nulle pour ||z|| > 16;

par :
+oo )
Z dDe(nx)

n=—oo

ol pour tout n € Z, d(_],)L = d%j).

Pour z € R" posons

SR

d(
[n1|<Ny [n,| <N, oy

Alors, par un produit de Cauchy, on vérifie que

/ / (=D (y) .. " (g)dyr . .. dy,.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 671 % 2
s@p < v [ [T pPa . dy
-4,
m1+671 xr“l’%
2
< \I// S / ) |T(2)|*dz1 ... dz,
11— Tr—F

ou

2

2 .

5 [0 @) Pdy.

3

On en déduit que
K
3182 < qf/ T(2)Pdz1 . .. dz
k=1 &

ou

! (k) (k) 0;
Q—-' l + 2.
] 2 [
k:l]:l

15



Modulo 1, ces pavés sont disjoints par hypothése donc 2 peut étre remplacé par le cube
10, 1[" ce qui donne

K 2
Z |S($(k) < W Z Z nl, .. r;)
k=1 n|<N1  |ne|<N» dyy) ... dY
< wor?.Dr Y S fe(na,.ny)?

|77»1‘SN1 |n7‘|SNr

ou

Bombieri et Davenport [1], en démontrant ce théoréme en dimension 1, on construit,
pour tout IV et § donnés, une fonction ¥ telle que

s
[ o@)Pde < (VaN + 57122 min |,

[S])

donc en utilisant cette fonction avec N; et ¢;, on obtient
¥ < B,...B.D?... D2
ce qui conclut la preuve. O

On souhaite désormais majorer

> 2. I8

€<L ae ]FX )

ol

S(@)= Y R(a,Lefa-a)= > R(a,L)e(

ai1a1 + -+ Qpay
g .
|CL‘SN |a1‘7'~~7‘a7“§N

On va appliquer le théoréme précédent a la famille

(249) = (%0‘7)

onl<Leta=(a,...,a) € (F)).
Pour ¢,¢' < L premiers, (o, o) € (F;)" x (F)", ({,o) # (¢',a/), on a
/
& _ T >i>i
0S| 0 || T w2

donc en posant, pour tout j, §; = &

£z, on a, pour £, ' < L premiers, (o, o) € (F)" x (F,;)",
(L,a) # (€', 0f)

max 0.

1<j<r J

1 xé,oa . xﬂ’,a’
J J

Le théoréme précédent permet de conclure que

Y IS < (V2N+ L) Y |R(a, L)

C<L ae(F))r la|<N
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2 Théoréme de Gallagher pour les polynémes réductibles

2.1 Enoncé

On a désormais 'outil essentiel pour démontrer le résultat énoncé en introduction :
Théoréme 2.1

Soit r > 1 un entier. Pour tout entier N > 1, définissons E,(N) comme I'ensemble des
polynémes f € Z[T| unitaires réductibles de degré r tels que

f=T +a, 1 T" '+ +aT+ag

ot |a;| < N pour tout 0 < i < r. Alors,

|E,(N)| < 722N +1)""2 log N

pour N > 2, ou la constante sous-entendue est absolue.

On suit la preuve de Kowalski [9]. On pose
Y =2Z0[T], A=P, Y, =F[T], p: ZO[T] — F[T]
X ={(aoy.. . ar-1), |a;] K NVO<i<r}et F: X —>Y;
L ={leP, { <L} pour unentier L >2, Q, ={f € FET) [T] irréductible};

Ve R, I S
fe l [ ] Vf(f) ‘FET)[T” o

Si un polynome f € Z")[T] vérifie (f mod £ est irréductible dans F[T]) alors f est
irréductible. On en déduit que

E.(N) C S(X, (), L").

Comme A = A(X, L), la proposition s’applique , A < (V2N +1+ L)* et, de la
proposition on déduit :

B (N)] < |S(X, (), £ < AP(L)™' < (V2N + 1+ L) P(L) ™

ol

P(L) :Z@.

gr
I<L

2.2 Dénombrement des polyndémes unitaires de degré r irréductibles sur
IFy

On introduit tout d’abord la fonction de Mobius, dans un cadre général, et quelques
unes de ses propriétés qui seront utiles par la suite.
On définit les ensembles S et A par :
S={f:R—=C, f(x)=0pour z <1},
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A={feS, f(x)=0pour x & N}.
Pour f,g € §, on définit le produit de convolution f % g dans S par

(Fra)@) =Y £(5)gm.

1<n<x

Si feAAet ge S alors on vérifie que fxg € A et

meN,  (From) =3 f (%)

din

En général, 'opérateur * n’est pas commutatif sur S, mais il 'est sur A.

On définit la fonction € € A par

1 pourz=1
e(z) = { 0 sinon.

On vérifie que

Vfes, fxe=f

et
sizeN

sinon.

vres,  (exnw={ j@
On définit la fonction 19 =€+ 1 4o € A et la fonction de Mobius p € A par
1o p=c¢.

Proposition 2.2 (Formule d’inversion de Mdobius)

Soient f,g € S. f = g* 1¢ si et seulement si g = f * p.

> Sif=g=x1lgpalors fxu=gx*xly*xpu=g*e=g. Réciproquement, si g = f * p alors
gxlo=fxpuxlg=fxe=gx1g. U

Nous aurons également besoin de deux lemmes sur les polyndémes & coefficients dans un
corps fini [10].

Lemme 2.3

Soit P € Ty[T] un polynéme irréductible de degré d. Alors P divise T* — T si et
seulement si d divise r.

> Supposons que P divise T*" —T'. Soit o une racine de P dans un corps de décomposition
de P sur F,. Alors o = «, donc Fy(a) est un sous-corps de Fyr, donc de degré, égal a d,
sur [Fy divisant r.

Réciproquement, si d divise 7, alors Fya C Fyr. Si « est une racine de P dans un corps
de décomposition de P sur Fy, alors [Fy(a) : Fy] = d et donc Fy(a) = Fya. On en déduit que
a € Fyr et donc que « est racine de T — T. Mais P étant irréductible, c’est le polynome
minimal de «, et donc il divise T — T. O
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Lemme 2.4

Pour tout entier r > 0, le produit des polynémes irréductibles unitaires de Fy[T] dont
le degré divise r est égal a TV —T.

> Par le lemme précédent, les facteurs irréductibles de T — T sont exactement les po-
lynomes irréductibles unitaires de degré divisant 7. Comme (T* —T) = —1, T — T ne
posséde pas de facteurs multiples, d’oul le résultat. O

On peut désormais exprimer le nombre || de polynomes irréductibles de degré r dans
Fy[T]. D’aprés le lemme précédent, en comparant les degrés, on obtient

ET:ZZE:dﬂQd

ol my est le nombre de polynémes irréductibles unitaires de degré d sur Fy. En appliquant
la formule d’inversion de M&bius, on trouve

1
vr>1, |QA:;§2M®W“.
dlr

2.3 Minoration de P(L)

D’apreés le résultat du paragraphe précédent, on peut écrire

1
Q = — T‘/d
|€2¢] . dE p(d)e

T 1
_ v - r/d
= + - g w(d)l

1<d|r
Vi gr/2
> — — 1
-oor r Z
1<d<r
-
> K—ET/Q
-oor

Or, pour v > 4 et £ > 2r,

r—1
R e P L P N

r

De plus, si 7 = 3 et £ > 4r, on montre que la fonction
£2
eHE;—ﬁﬂ—1

est croissante sur [6, +oo[ donc pour ¢ > 4r > 6, il suffit de vérifier que

1672
3

— 43 —1>0.
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Ainsi, pour tout r > 3,

et I'inégalité est encore vraie pour r = 2.
Ainsi, pour L > 4r,

Ql 1 1
Py = Y0 <1_£)
(<L 4r<t<L

Il faut donc minorer 7(L) et

On a le résultat suivant [2].

Théoréme 2.5

> — Minoration de m(x).
On utilisera la formule de Legendre :

Lemme 2.6 (Formule de Legendre)
On a

Yn>2, w(nl) = f HJ

k=1 p

ou, pour p premier, v, désigne la valuation p-adique.

> Ona: .\
vp(nl) = w(i) =YY (0"5)
=1 k=1 k=1
N . 1 siphlj
400 n —+o00 n —+o0
vp(n) =D > (i) =) {z’p’“, i€ [[1, MH] H =>
k=1j=1 k=1 b k=1

2n

n >>, d’aprés la formule de Legendre,

En notant a,(n) = v, <<

o s~ ([3] -3 £ (3

k=1 k=1
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ol Yp(n) = LloliE:;)J est le plus grand entier tel que p? < 2n. Or, pour tout x € R,

20 — 1 < |2x] <2z
—2r < =2|z] < —2x+2

donc la quantité |2z| — 2 |x] vaut 0 ou 1 et donc

Par ailleurs, si p est un diviseur premier de (2:> , alors p divise (2n)! = (2:> (n!)?

donc p < 2n.
Ainsi,
n\ _ ap(n) () — (21)7CW)
<n)— I p™ < I ™ < ] 2n = (20)"®".
p<2n p<2n p<2n
Or
1 [2n (2n)! nn4k
on <n> 27 (nl)2 I] 5=
k=1
donc
m(2n)log(2n) > nlog2.
Ainsi,
nlog 2

Vn > 1, m(2n) > Tog(2n)’

Soit désormais = > 2 et n € N* tel que 2n < x < 2n + 2. Alors

nlog2 _ nlog?2
m(@) 2 m(2n) 2 log 2n 2 log

et 41
n T
> > —
=Ty =g
donc o2
og T
> .
m(e) 2 < 4 > log x

— Majoration de 7(x).
. .. 2 .
Soit p tel que n < p < 2n. Alors p divise (2n)! = <:> (n!)? donc, comme p est premier

. 2 . . 2
avec (n!)?, p divise (:) On en déduit que H p divise (7:&) et donc
n<p<2n

2n w(2n)—m(n)
<n> > H pzn .

n<p<2n
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4 = (14 1) = i (%Zf) > <2:)

k=0
donc
nﬂ(2n)—7r(n) < 4n
d’olt on log 2
7(2n) — m(n) < 082
logn
Par ailleurs, pour k > 1, 'ensemble {3,4, ..., 2k+1} contient 2% — 1 entiers impairs donc

m(2F1) < 14 (28 — 1) = 2, et le résultat reste vrai pour k = 0. De plus, pour n = 2F,
k > 1, I'inégalité obtenue ci-dessus s’écrit :
9k+1

m(2M1) — 7(2F) < —

Ainsi,
(k + D)m (28 — km(2F) < 281 4 r(28F1) < 3 x 2%,
En sommant ceci pour 1 < k < n, on obtient

(n+ Dm(2"h) < 32"t —1) <3 x 2",

Soit # > 2 et n € N tel que 2" < z < 2"t On a

6 x 2"
< w2 < < (6log?2
n(e) < 7@ € T < (Glog2) o
a
On peut en déduire 'estimation suivante.
Théoréme 2.7
1
Z 7= O(loglog L)
<L
ot les constantes sous-entendues sont absolues.
> On peut écrire
L L—-1 L—1
1 (k) —n(k—1) =(L) (k) w(k)\ w(L) (k)
> 2 = 2\ )T Tk
<L k=2 k=2 —2
De I’encadrement du théoréme précédent on déduit
log 2 - (k) 6log 2

<
A(k+1)logk ~ k(k+1) = (k+ 1)logk

d’ott

L—1 L—1
w(L) log2 1 1 w(L) 1
o)y gogay™ L
I "1 2(“ logk ;z— [ T 0le Z (k+ Dlogh
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Mais
-1

L
Z(k—i—l ) log k Zklogk

et, par comparaison avec une intégrale,

L—1 L
1
Z T Dlogk > Z (loglog(k + 1) — loglog k) = loglog(L + 1) — log log 3.
k=2 k=3
De méme
L—1 L—1 L—1

1 1 1
< < loglog k — loglog(k — 1
; G+ D)loghk = kzﬂklogk = 2log2 +k223(°g og k — loglog(k — 1))

1
2log2 + loglog(L — 1) — loglog 2.

IN

Ainsi, comme
log 2 < (L) < 6log2
4logL = L — loglL

et
loglog(L — 1) <loglog L <loglog(L + 1),
on obtient
log 2 1 1 1
—— +loglog L —loglog3 | < ) - <6log2 — + loglog L — loglog 2
1 <logL+0gog ogog>_zg_ 0g <logL+2l + log log ogog)

(<L

que l'on écrit

S
{—
I<L
Or L log 2 o(L
(L) - 9% et lim L =6log2
L—+oo loglog L 4 L—+oo loglog L
1) . , s(L) -
donc est minorée par un réel A > 0, et est majorée par un
loglog L X loglog L Loa

réel p > 0. Ainsi,

1
Aoglog L < — < uloglog L.
glog _KZ;E_M glog

Ainsi, pour L > 4r,

P(L) > log 2 L P ool L_24log2 )\loglog(élr).
4 )rlogL r log(4r) r

On en déduit que
P(L) >

rlog L
la constante sous-entendue étant absolue.
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2.4 Conclusion

Supposons 2N + 1 > 4r? et prenons L = 7”];[“ > 4r. Alors, on a montré que

|E.(N)] < (V2N+1+L)*P(L)!

T P(I)

< 2N+ (1+1)
< 122N +1)""/2(log(2N + 1)).
Par ailleurs, si 2N + 1 < 472,
r2(2N +1)""Y21og(2N + 1) > (2N 4+ 1)"log(2N + 1) > |{f, |ai < N}| > |E.(N)|

et I'estimation est encore vraie.

3 Théoréme de Gallagher pour les polyndémes réciproques ré-
ductibles
3.1 Enoncé
On dit qu’un polynéme f € A[T] de degré r est réciproque s’il satisfait
pny =15+
= 7

On énonce quelques propriétés générales sur ces polyndémes qui vont nous étre utiles par
la suite [5].
Proposition 3.1

(i) Si f € Z|T] est réciproque alors I'ensemble des racines de f est stable par I'applica-
tion a +> o~ L.

(i9) Si f € ]Fér) [T] est irréductible et si I'ensemble des racines de f est stable par
a+— a~ !, alors

()-8 s

(13i) Si f € Z[T] est réciproque et f(—1) # 0 alors f est de degré pair.

Remarque 3.2. On déduit de cette proposition que si f est un polynéme réciproque
irréductible, alors f est de degré pair.

Théoréme 3.3

Soit v > 1 un entier. Pour tout entier N > 1, définissons Xo,(IN) comme I’ensemble des
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polynémes f € Z[T) unitaires réciproques réductibles de degré 2r tels que
1
f=T"+au T '+ +aT+ag = aoT” +a T '+ +ag, 1 T+1=T>f (T>

ot |a;| < N pour tout 0 < i < 2r. Alors
| Xo(N)| < 72(2N +1)""210g N,

la constante sous-entendue étant absolue.

Pour la démonstration, on se place dans le cadre
Y = {f € Z@)[T], unitaire, réciproque, |a;] < N}

Yo ={f € F/"[T], unitaire, réciproque}

pe:Y =Yy
X ={(a1,...,a;) €Z", la;] < N}
F:X+—Y

Lr={teP, { <L} pourunentier2<L <N
Oy = {f € Fo[T], deg(f) = 2r, unitaire, réciproque, irréductible}.

1 1
Vf ey, Vz(f):DTA:ﬁu

Si un polynome f € ZG7[T)] vérifie (f mod £ est irréductible sur Fy[T]), alors f est

irréductible. On en déduit que

Xor(N) C S(X, (), L7).

Comme A = A(X, L), la proposition sapplique , A < (V2N +1 + L)?" et, de la
proposition [I.7] on déduit :

| Xar (V)| < [S(X, (Q), £7)] < AP(L)™ < (V2N +1+ L)* P(L)™

PLy=>" ’Szf’.

<L

25



3.2 Dénombrement des polynémes réciproques de degré 2r irréductibles
sur F,

Dans la partie on a pu constater que le polynome T — T jouait un role particulier
qui nous a permis de compter les polynomes irréductibles unitaires de degré r sur Fy.
Ici, nous allons voir que c’est le polyndéme

Hy, =TT — 1 € F[T]
qui a le méme roéle pour les polynoémes réciproques irréductibles de degré 2r sur Fy.

Enoncons tout d’abord un résultat général sur les polynémes irréductibles sur un corps
fini qui va nous étre utile [10] :

Théoréme 3.4

Soit P € Fﬁm) [T] un polynéme irréductible de degré m. Alors P posséde une racine o

dans Fym. De plus, toutes les racines de P sont simples, données par o, o', ... a1

> Un corps de rupture de P est Fym. Si « est une racine de P, alors, comme P(o/) = P(a)f,

. . . . m__ .
al est également racine. Ainsi, a, of, ..., o ! sont les racines de P.

Supposons qu’elles ne soient pas distinctes : soient 0 < i < j < m — 1 tels que

i J
aé :O/.

En élevant a la puissance ™7, on obtient

m—j+1i m
O/ = O/ = .

Ainsi, P divise 7¢" 7" — T.
Alors, d’aprés le lemme m|m — j +1i < m, ce qui est absurde. O

La clé pour dénombrer les polyndémes réciproques irréductibles est le théoréme suivant
5]

Théoréme 3.5

(i) Tout polynéme unitaire réciproque irréductible de degré 2r sur Fy est un facteur de
Hy, (T)=T" 1 —1 cF,T].

(13) Tout facteur irréductible de degré > 2 de Hy, est un polynéme unitaire réci-
proque irréductible de degré 2d ot d|r et & est impair.

> () Soit f un polynéme réciproque irréductible de degré 2r sur F,. Par le théoréme
précédent, notons «, . . .a? " ses racines distinctes dans Fy2r. L’ensemble des racines de f
étant stable par application o — a1, il existe un unique 0 < j < 2r — 1 tel que

o —a !

donc Hy j(a) = 0 d’'ou f divise Hy ;.
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Or, si 8 est racine de Hy j,
g = (8°)" =g =

donc Hy ; divise ™ _T.

Ainsi, f divise T —T. f étant irréductible, d’aprés le lemme 2r divise 2j : 27 = 2rk
ok €N.Orj <2r—1donck =0o0uletk#0carsinon a? = 1 et f n’est pas irréductible.
Ainsi, j =r.

(i) Soit g un facteur irréductible de degré m > 2 de Hy,. Soit a une racine de g. Alors
o -1

o =«
Soit {a,af, ...« } C Fym les racines de g. Il existe k < m — 1 tel que «
donc 'ensemble des racines de g est stable par o — o~ L.
D’aprés la proposition g est réciproque de degré pair m = 2d. Comme au point (i),

on en déduit que 2d|2r puis d|r et que g divise Hy g et Hy, donc g divise pged(Hy 4, He ).

—1 k
o = et

Lemme 3.6

Soient m,n € Z.
pged(T™ —1,T™ — 1) = Treedmn) _ 1,

> Supposons que m > n et soit m = gn + r la division euclidienne de m par n. On a
q—1
T —1=T(T" - 1)+T" —1=T"(T" - 1) <ZT”Z> +7T7 -1
i=0

donc, comme pged(T™ — 1,T" — 1) divise T™ — 1 et T™ — 1, pged(T™ — 1,T™ — 1) divise
T" — 1. Ainsi, pged(T™ — 1,T™ — 1) divise pged(T™ — 1,7" — 1). De méme, on déduit de
I'égalité précédente que pged(T" — 1, 7" — 1) divise pged(T™ — 1,T™ — 1). Ainsi,

pged(T™ — 1,T" — 1) = pged(T" — 1,T" — 1)
et en itérant ce procédé et en appliquant I'algorithme d’Euclide, on obtient
pged(T™—1,T"—1) = pged(T"-1,T"—-1) = --- = pgcd(Tngd(m’")—l,To—l) = precd(mn)_q
O

Ainsi, g divise pged(Hy,q, Her) = TPecd(¢T+1L041)
Supposons par I'absurde que § est pair : r = 2kd, k € N. Alors

2k—1
1= (Ed)Qk: . (_1)2k 42 = (fd + 1) Z gd(r—l—i)(_l)i )
i=0
donc
r d o d o 1 si1 K =2
ngd(E + 176 + 1) - ngd(g + 172) - { 2 sinon
ce qui contredit I'irréductibilité de g ou deg(g) > 2. Ainsi, 7 est impair. O
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Définissons Ry, comme le produit des polynoémes unitaires réciproques irréductibles de
degré 2r. D’aprés le théoréme précédent,

Hyp =T 1) [[ Rea
dln
- impair

ot ey = (£ mod 2) ie

-1 sil=2
14e, —
T Y { (T —1)(T+1) si/ est impair

Afin de "normaliser", posons

0 —_— ) —_
Hy, = Tire, —1 = | | Ry 4.
d|r
~ impair

Par la formule d’inversion de Mébius (multiplicative), on en déduit que

RZ,T = H (Hlp,r/d)u(d)'
d|r

d impair

> _uld) =
d|r

la normalisation se simplifie si r # 2% et on obtient

H ﬁr/d sir £ 2%

Comme

di 1mpa1r
En égalisant les degrés, on obtient
(

2—(67" -1) si £ est impair et r = 2°

r
Q=141 1 .

% Z w(d) e/ sir £ 28

" d|r
d impair

3.3 Conclusion

Supposons r # 25. Comme dans la démonstration du théoréme de Gallagher, on peut
minorer |€2]| :

1 o2y 1
Oyl = — E T/d>7_ > R
€2 2r pld)l = or 2 ~ 9o <1 e)’

d|r
d impair

28



ol la constante est absolue Ainsi, comme précédemment, pour L > 4r,

|| L

P(L) = E .

(L) o > rlog L
<L

En prenant L = ¥ QZXH, V2N +1 > 472, on obtient
| X0, (N)| < 722N +1)""21og N,

la constante étant absolue et Iestimation étant triviale si /2N + 1 < 4r2.

3.4 Autre approche

On s’appuie sur les résultats suivants.

Proposition 3.7

Soit k un corps et f € k[T| un polynéme réciproque unitaire de degré 2r. 1l existe un
unique polynéme unitaire h € k[T + T~'] de degré r tel que

f(T) =TT +T7).

> — Existence : Soit f = T? 4+a;T* '+ +a, 1T +a,T" +a, 1 T" "+ 4+a; TH+1.
En mettant 77 en facteur, on obtient

_ 1 1
f o= T (T +aT" 1+---+ar_1T+ar+ar_1f+---+a1TH+F

1 1 1
- TT <TT+T'T>+G’1 <TT_1+TT1>+“‘+CLT1 <T+T>+ar>

Or, on montre par récurrence que, pour tout i € N, 7% + % e k@ [T+ T71:
i=2: (T+T ) =T2 42+ T2 donc T> + T2 = (T + T~ 1)% - 2
i>2: (T+T Y =(T+T )T +T71) dou le résultat.

Ainsi, il existe h € k[T + T~!] unitaire de degré r tel que

f(T)=T"h(T+T7Y).

— Unicité : Si hy, he € k[T] conviennent, alors hy(T + T~1) = ho(T + T~ 1). Soit K/k
une extension de k telle que |K| > deg(f) = 2deg(hi,2). Alors si T prend ses valeurs dans
K, T+ T~ prend au plus |712(\ > deg(hy2) valeurs. Ainsi, hy et hy prennent les valeurs
en un nombre strictement supérieur a deg(hi) = deg(hz) points. Ces polynémes sont donc

égaux. O

On montre facilement que si h est réductible, alors f I'est également. Cependant, la
réciproque est fausse en général. On a seulement le résultat suivant [5],[8].

Proposition 3.8

T
Si h est irréductible sur Fy de degré r > 1 alors on a l’alternative suivante :
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— soit T"h (T + T_l) est un polynéme réciproque irréductible unitaire de degré
2r;

— soit T"h (T + T_l) =T"g(T)g(T~') oi1 g est un polynéme irréductible de degré
r qui n’est pas réciproque.

> Posons f =T"h (T + T‘l). Si a # 0 est une racine de f, alors a4+ o~ ! est une racine
de h. Comme h est irréductible, r est le plus petit entier tel que

(a+aH =a+a,

ce qui équivaut a, en multipliant par o',

Q2 QU -1

soit
(" — Dt -1)=0.

— 1o cas: o' T —1=0.

Soit g un facteur irréductible de f ayant pour racine o. Alors, g divise Hy,.

Si g est de degré 1, alors a = £1 et h ne serait pas irréductible.

Ainsi, deg(g) > 2. Alors, par le théoréme comme g divise Hy, et est irréductible, g
est un polynéme unitaire réciproque irréductible de degré 2d, ot d|r et 5 est impair.

Sid<r,alors o =a dou (o + a 1)
qui contredit le fait que 7 est impair.

Ainsi, d = r et f est irréductible.

= a + a~!'. Par minimalité de r, d > 5, ce

—2cas: a1 —1=0.

Soit g un facteur irréductible de f ayant pour racine c. Alors g divise T¢ — T donc,
d’aprés le lemme le degré d de g divise . On a donc P a— puis (oz—l—ofl)zd =a+al
ce qui impose d = r.

Ainsi, f posséde deux facteurs irréductibles de degré r.

Si g était un polyndme réciproque (ce qui ne serait possible que pour r pair), alors
P+ 1 =0 ce qui contredirait la minimalité de 7.

De plus, si « est racine de g, alors a~! est racine de f (réciproque), donc o~ ! est racine
de 5. Ainsi, les racines de 5 sont exactement les inverses des racines de g, donc g est le

polynéme réciproque de g. O

Ainsi, on a I'inclusion
Xor(N) = {h € ZVT], pe(h) & O, W0 < L}

ou

0y = {h € F[T), irréductible}\ A

avec

Ay =A{f¢€ Fé%) [T], f(T)=T"g(T)g(TY),g € Fér) [T],irréductible, non réciproque}.
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Soit f € Apet g € Fér) [T] irréductible non réciproque tel que f(T) = T"g(T)g(T~1).
Posons h(T) = T"g(T~'). Alors h # g est de degré r, irréductible, non réciproque et vérifie

T"h(T)W(T™Y) = T"g(T)g(T~) = f(T).
Ainsi, |4 < 1[{h € F)[T), irréductible}|.
On est donc ramené au calcul effectué dans la partie 2. On obtient

| Xo,| < r2(2N + 1) "2(log N).

4 Théoréme de Gallagher

4.1 Outils de théorie de Galois
Définition 4.1

Soient k un corps et L une extension algébrique de k. On dit que L est une extension
séparable de k si tout élément de L admet un polynéme minimal sans facteur carré.

Proposition 4.2

Soit k un corps. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Tout polynéme irréductible de k[T est séparable;
(ii) Toute extension algébrique de k est séparable.

Un corps vérifiant ces conditions est dit parfait.

> (i) = (ii) : Soit L une extension algébrique de k. Pour x € L, le polynéme minimal de
x est irréductible donc séparable.

(73) = (4) : Soit f un polynoéme irréductible. Soit L = k() un corps de rupture de f sur
k. Alors L est une extension algébrique de k£ donc le polynéme minimal de « est séparable.
Or c’est f (& un inversible prés). O
Définition 4.3

Soient L et M deux extension d’un corps k. On appelle k-morphisme de L dans M tout
morphisme (de corps) de L dans M laissant invariant chaque élément de K.

Définition 4.4

Soient k un corps et L une extension algébrique de k. En notant k une cléture algébrique
de k, on dit que L est une extension normale de k si tout k-morphisme o : L — k est
un k-automorphisme de L.

Proposition 4.5

Soient k un corps et f € k[T|. Alors le corps de décomposition K¢ de f dans une cloture
algébrique k/k est une extension normale de k.

> Notons ai,...,a, les racines de f de sorte que Ky = k(aq,...,a,). Soit 0 : K — k
un k-morphisme. Comme f € k[T], on a

Vo€ Ky,  o(f(x) = flo(x))



donc, pour tout 1 < ¢ < r,
flo(ow)) = o(f(a:)) =0
donc il existe 1 < j < r tel que o(a;) = o € Ky. Ainsi, 0(Ky) C Ky.
Alors, [0(Ky) : k] = [Kj : k] = [K; : o(K))|[o(Ky) : k] done [K : o(Kj)] = 1 soit
o(Kf) = K. 0
Définition 4.6

Soit k un corps. Soit L une extension de degré fini de k. Si L est normale et séparable,
alors L est dite galoisienne finie.

Des propositions précédentes on déduit le résultat suivant.
Proposition 4.7

Soient k un corps parfait et f € k[T]. Alors le corps de décomposition Ky de k est une
extension galoisienne finie de k.

On aura besoin du lemme suivant
Lemme 4.8

Soient k un corps et f € k[T] un polynéme irréductible. Alors,
(i) f est non séparable si et seulement si f' = 0;
(73) si k est de caractéristique p, f est non séparable si et seulement si f € k[T?].

> (i) Si f n’est pas séparable, alors il existe « tel que f(a) = f'(a) = 0. Le polynoéme
minimal g de « divise donc f et f/. Comme f est irréductible, f = Ay avec A € k donc, en
comparant les degré de f’ et u, f/ = 0.
Réciproquement, si f/ = 0 alors f et f’ ont un zéro commun et f n’est pas séparable.
(13) Notons f = a,T" + -+ a1T + ap oi a; € k. On a les équivalences suivantes :

/=0 << Vi<i<r ia;=0
— V1<i<r, i=0[ploua; =0
= f=bXP

Proposition 4.9

Soit k un corps. Si k est fini ou de caractéristique 0 alors k est parfait.

> D’aprés le lemme précédent, f/ = 0. Comme k est de caractéristique 0, on en déduit
que f € k ce qui est absurde.

Supposons que k est fini de caractéristique p. Alors F : x — P est un morphisme de
corps, donc est injectif. Par égalité des cardinaux finis, F est bijectif. Soit f € k[T] un

n
polynoéme irréductible. D’aprés le lemme précédent f = Z bijj . Comme F est bijectif,

pour 1 < j <n, il existe a; € k tel que b; = a’. Alors, =
. P
f= ZajTj
§=0
ce qui contredit l'irréductibilité de f. O
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Dans toute la suite, on fixe un corps parfait k.
Définition 4.10

Soit L une extension de k. On appelle groupe de Galois de L sur k, et on note Gal(L/k),
Pensemble des k-automorphismes de L.

Proposition 4.11

Gal(L/k) est un groupe pour la loi de composition des applications.

Définition 4.12

Soit f € k[T] un polynéme de degré r > 1. On appelle groupe de Galois de f sur k, et
on note Galy(f), le groupe de Galois "du" corps de décomposition Ky de f sur k :

Gal,(f) = Gal(Ky/k).

Proposition 4.13

Soit f € k[T| un polynéme de degré r > 1. On peut plonger Gali(f) dans le groupe
symétrique G,

> Soit Ky un corps de décomposition de f. Alors K = k(a1 ..., o) ot R = {a1,...,a,}
est ’ensemble des racines de f.

Soit o € Galg(f). Comme o est une bijection Ky — K¢ , on obtient que o,g est une
permutation de R. O

La connaissance du groupe de Galois permet en particulier de déterminer le caractére
irréductible d’un polynéme comme le montre le théoréme suivant [4].

Théoréme 4.14

Soit f € k[T] un polynéme unitaire séparable de degré r > 2. f est irréductible sur k si
et seulement si Galy(f) agit transitivement sur I'ensemble des racines R de f dans K.

> Supposons que f est irréductible. Soient a; et «; deux racines de f. a; et «; ont le
méme polynéme minimal (f) donc il existe o € Gal(2/k), ou £ est une cloture algébrique
de k (et Ky a isomorphisme prés), tel que a; = o(o;). Or peut montrer que la restriction
de o & Ky appartient & Gal(K;/K). Ainsi, aj = 7(oy) avec 7 € Gal(Kf/k). On a donc
montré que Gal(K/k) = Galg(f) agit transitivement sur R.

Supposons que Galg(f) agit transitivement sur R. Soit g un facteur irréductible de f
dans k[T|. g est scindé sur Ky. Soit a une racine de g dans Ky, alors o € R. Comme
Paction de Galg(f) sur R est transitive, pour tout 1 < i < n, il existe o; € Galg(f) tel que

Q; = 0',‘(04).
Alors, g(a;) = g(oi(a)) = 0i(g(a)) = 0:(0) = 0 donc «; est racine de g. Ainsi, f divise
g et donc f = g est irréductible. O

Définition 4.15

Soit A un anneau, soit f € A[T] un polynéme de degré r. Soit a1, ..., a, les racines de
f dans un corps de décomposition. On définit le discriminant de f par

d(f) = [ (i = ap)*.
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Théoréme 4.16
Soit A un anneau, soit f € A[T]. On a

d(f) € A.

> Ona
d(f) = H(Oéi —aj) = (=1)7"=D2 H(ai — aj).
i<j i#]
Or le polynome

S — (_1)7"(7“—1)/2 H(Tl . T])

i)
est un polynome symétrique de A[T1,...,T;]. D’aprés le résultat fondamental sur les poly-
nomes symeétriques, il existe Q € A[T,...,T,] tel que

S(Ty,....T.) = Q(S1,..., %))

ou les 3; sont les polynémes symétriques élémentaires définis par :

Si= > Ty T

1<n  <<ni<r

En notant 0; = X;(aq,...,.), on a
d(f)=S(a1,...,a0) = Q(o1,...,04).
Or, les relations coefficients-racines s’écrivent, en notant (a;)o<i<, les coefficients de f,
Vi<i<r, ar_i = (=1)'o;

donc

0

Soient f € Z[T] et p un nombre premier. Soit f,, le polynéme obtenu en réduisant les
coefficients de f modulo p. d(f) étant un polynome, a coefficients entiers, en les coefficients
de f donc on peut réduire d(f) € Z et d(fp) = d(f)p o d(f), = d(f) mod p. En particulier,
si d(fp) # 0 alors d(f) # 0.

Cette observation permet d’obtenir des informations sur le groupe de Galois de f, &
partir de sa réduction f,, par le théoréme suivant [7].

Théoréme 4.17

Soient f € Z("[T] et un nombre premier p tel que d(f,) # 0 (f, est  racines simples).
Supposons que f, se factorise en ny facteurs irréductibles de degré 1, na facteurs irréduc-
tibles de degré 2, . .., n, facteur irréductible de degré r (ny +2ns+---+rn, = r). Alors
le groupe de Galois de f, Galg(f), contient une permutation dont la décomposition en
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produit de cycles a support disjoints comprend ng transpositions, ns 3-cycles, ..., n,
r-cycle (et laisse ny points fixes).

Définition 4.18

Lorsqu’une permutation ¢ € &, se décompose en produit de ng transpositions, ns
3-cycles,. . .,n, r-cycle et laisse ny points fixes, on dit que o est de typet = (ny,...,n,).

La preuve de ce résultat, s’appuie sur le théoréme suivant.
Théoréme 4.19

Soient f € Z")[T), K/Q un corps de décomposition de f, p un nombre premier et K,/F,
un corps de décomposition de f,. On suppose que p est tel que f, est a racines simples
dans le corps de décomposition K,/F,. Soit D le sous-anneau de K engendré par les
racines de f.

(1) 1l existe des morphismes (unitaires) v : D — K ;

(74) Un tel morphisme donne une bijection de ’ensemble R des racines de f dans

K sur I'ensemble R, des racines de f, dans K, ;
(i4i) Sit et ¢’ sont deux tels morphismes, alors ¢ = 1o pour un o € Gal(K/Q).

r

> (i) Ona K = Q(ay,...,a,) et f(T) = H(T — «;) dans K[T]. Comme d(f,) # 0,

i=1
d(f) # 0 et les o; sont distincts. On a D = Z[ag, ..., ay).
Soit D' = Z ZaS'...a5 . Pour tout 1 < ¢ <r, f(a;) = 0 donc «f s’écrit comme
0<g; <r—1
une combinaison linéaire & coefficients entiers de 1, ay, .. .,a;."_l. Donc ;D' € D', et en
itérant, af"' ...a"" D" C D’ pour tous entiers my,..., m,. Ainsi, D’ est un sous-anneau de

D contenant les «;, donc D' = D.
D est donc un Z-module de type fini. Comme K est de caractéristique nulle, D est sans
torsion. Ainsi, D est un Z-module libre. Notons (uj, ..., uy) une base de D :

D=7Zu, @ @ Zuy.

Montrons, ce qui nous sera utile au point (i7i), que (uq,...,uy) est une base de E/Q
(et donc N = [E : Q]). La liberté sur Q est claire puisque qu’une relation de liaison a
coefficients dans Q se raméne par multiplication par un entier non nul & une relation de
liaison & coefficients dans Z. De plus, QD = > Qu; est un sous-anneau de K contenant Q.
Soit x € QD, x # 0. Alors x € K* est inversible dans K. Mais z est algébrique sur Q donc
Q(z) = Q[z] et donc 27! € Q[z] € QD. Ainsi, QD est un sous-corps de K. Comme QD

contient les oy, QD = K ce qui conclut.
N

Considérons désormais pD = Z pZu;. pD est un idéal de D et ‘D /p D‘ = p". Comme
i=1
D/pp est fini, il contient un idéal maximal, qui est de la forme M/, ot M est un idéal
maximal de D contenant pD. Alors, D/ps est un corps, image de D /p [ bar un certain
morphisme car

(D/pD)(M,p) = D/
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Comme D/, est de caractéristique p, D/ également donc son sous-corps premier est F),
et |D/ps| = p™ pour un m < N.
La projection canonique 7 : D — D/ envoie Z sur le sous-corps premier donc

D/M:Fp[aib?air]

s
ott a; = () et f = H(T —@;). De plus, comme f est a coefficients dans Z, on a en fait
i=1

f= fp- Ainsi, D/ps est un corps de décomposition de f, sur [, donc on a un isomorphisme
0:D/pp = Kp.
Alors, en posant 1) = ¢ o 7, on obtient un morphisme D — K.

(47) Soit ¢ un morphisme de D sur K. Alors, 1|7 est un morphisme Z — [, et, comme
(1) = 1p,, ¥z est la projection canonique de Z dans [F,. Ainsi,

r

fo=0(f) = [[(T = (ew))

i=1

donc () sont les racines de f, dans K, et donc 1| est une bijection de R sur R,,.

(44i) Soit ¢ un morphisme de D sur K),. Soit o € Gal(E/Q). ¢ induit une permutation
des o et donc o(D) = D. Ainsi, o,p est un automorphisme de D et 1o est un morphisme
de D dans Kj,. Soient 0 # ¢’ € Gal(E/Q). Comme 1| est une bijection, o # 1o’. Ainsi,
on obtient [E : Q] morphismes v; = 1o;, ot Gal(E/Q) = {o1,...,0[gq)}. Par aileurs, on
peut montrer que [E: Q] = N.

Montrons qu’il n’y en a pas d’autres. Supposons qu’il existe un tel morphisme ¥y #
Yj, 7=1,...,N. Le systéme
N+1

Z zii(ur) =0
i1

N+1

> wihi(un) =0
i=1
posséde plus d’inconnues que de lignes, donc il posséde une solution non triviale (a1, ...,an+1),

a; € K,. Ainsi,
N+1

Vi<j <N, Zaﬂﬁi(uj)ZO
=1

d’ou,
N+1
> anyi =0
i=1
ce qui contredit le lemme suivant [4], d’ou le résultat. O
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Lemme 4.20 (Dedekind)

Soient K un corps et G un groupe. Les caractéres de G a valeurs dans K* sont K-
linéairement indépendants.

> On montre par récurrence sur n € N* que n caractéres distincts sont linéairement
indépendants.

— n = 1. La propriété est vraie puisque les caractéres ne sont pas nuls.

— Soit n € N*. Supposons le résultat vrai pour n — 1 caractéres distincts. Soient
X1,---,Xn T caractéres distincts et A1,..., A\, € K tels que

Z )\ka =0.
i=1
Alors, pour g,h € G

> Aixilgh) = Aixi(g)xi(h) = 0.
i=1 i=1

> Aixi(9)xn(h) = (Z Am(Q)) xi(h) = 0.
=1 i=1
On en déduit que
n—1
Z Aixi(9)(xn(h) — x:i(h)) = 0.
i=1

On en déduit, comme K est commutatif,

n—1
VheG, Y Xilxn(h) = xi(y))xi = 0.
=1

Par hypothése de récurrence, (x;)i1<i<n—1 est une famille K-linéairement indépendante donc
Vi<i<n—-1LVgeG,  Ailxa(9) —xi(9) =0.
Or, pour chaque 1 < i < n—1, x; # xn donc il existe g € G tel que x,(g9) — xi(g) # 0.

Ainsi, Ay =--- = A1 = 0. En reportant dans
n
Z Aixi =0
=1
il vient A,x, =0 d’ou A, = 0. O

On peut désormais démontrer le théoréme @ En effet, puisque K, est un corps a p™
¢éléments, ¢ : a — a” est un automorphisme. Si ¢ : D — K, est un morphisme, alors
également. Il existe donc un unique o tel que

Py = 1o
Comme 1| est une bijection,
O\R = %Z)_lsm!} IR
donc les orbites de R, par (p) sont envoyés par 1z~ * sur les orbites de R par (o). Or on

vérifie que les orbites de R, par () sont les ensembles de racines des facteurs irréductibles
de f,. Donc les orbites de R par (o) ont les mémes cardinaux, d’otu le résultat.
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4.2 Reésultats sur le groupe symétrique

Comme nous ’avons vu ci-dessus, le type d'une permutation du groupe de Galois d’un
polyndéme est lié & sa factorisation. On a les résultats suivant.
Théoréme 4.21

Deux permutations sont conjuguées dans G, si et seulement si elles ont méme type.

> La preuve repose sur le calcul
7(iy .. i) = (7(i1) ... T(in))

pour tout 7 € &, et i1,...,i, des éléments distincts de [1,7]. O
Théoréme 4.22

Soit ¢ une classe de conjugaison de &, décrite par le type t = (ny,...,n,). Alors

o1
|c| :r!H —.
inin!
i=1

On aura besoin du lemme suivant
Lemme 4.23

Soit G un groupe. Soit g € G. Soit ¢ la classe de conjugaison de g. Alors

el =[G : Calg)]

ou Cq(g) = {h € G, gh = hg} est le centralisateur de g.

> Notons G /CG(Q) I'ensemble des classes a gauche modulo Cg(g). On pose

I c — G/Cc(g)
" hgh™! — hCq(g).

f est bien définie car si h; ghl_l = haghy L alors
hy'highi'hs = g
donc hy *hy commute avec g, ie. hy 'hy € Ca(g) et donc hiCq(g) = haCa(g).
f est injective. En effet, si hiCq(g) = f(highy') = f(haghy') = haCq(g) alors hy 'hy
commute avec g et donc h;lhlghflhg = ¢ soit hlghfl = hgghgl.

f est surjective. En effet, si h € G, alors hCq(g) = f(hgh™1).
f est donc une bijection et

dl = |Glogg)| = (6 Calo)].
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Pour démontrer le théoréme, on calcule donc le cardinal du centralisateur d’une permu-
tation o € ¢ et on en déduit

S
= i

Cs, (o)

Prenons en exemple le cas des cycles. Soit o = (i1 ...4;) un k-cycle. Soit 7 € Cg, (o).

Comme 707! =0, on a

Ainsi, ’ensemble des points fixes de o doit étre stable par 7. Ainsi, il y a (r — k)! possibilités
pour leur attribuer une image. De plus, la permutation (7(i1)...7(ix)) = (i1...4x) est
uniquement déterminée par I'image de i1. Ainsi, on a k possibilités. On conclut donc que

|Cs, (0)] = k(r — k).
Soit o € &, une permutation de type t = (nq,...,n,). Notons
2 r
o= .e®). ()

une décomposition de o en cycle & support disjoints (écrits dans 'ordre croissant de lon-
gueur). Soit 7 € Cg, (o). Comme 707! = o, pour chaque j =2...7 et chaque 1 < k < n;

il existe un 1 < m < n; tel que
TO'](j)T_l = 07(7{).

Il y a n; cycles a permuter, et pour une permutation donnée, il y a j possibilités pour le
faire, comme on I’a vu dans I’exemple ci-dessus. Ainsi, pour chaque longueur, on a n;!j™
possibilités pour 7. Comme les cycles sont a supports disjoints, on en conclut que

s
Ce, ()] = [T i ni.
i=1

Théoréme 4.24

Soient GG un sous-groupe de &, et p > 5 un nombre premier. S'il existe o € G tel que la
décomposition de o en cycles a supports disjoints contient un p-cycle, alors G contient

un p-cycle.

> Notons 0 = g1 0---00} 07, la décomposition de o en cycle a support disjoints, avec 7,
un cycle d’ordre p. o1, ..., 0 sont des permutations d’ordre w; < p donc w = wy ...wg et p
sont premiers entre eux. On en déduit que o“ € G est un p-cycle. Il

On énonce enfin un résultat démontré par Knutson et cité par Gallagher [3].
Théoréme 4.25

Soit G un sous-groupe de &,.. Si G est transitif, contient une transposition et un p-cycle
pour un nombre premier p > 5, alors G = &,.
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> On considére le graphe de noeuds 1,2,...,n et d’arétes correspondantes aux transposi-
tions (ij) contenues dans G. Comme &, est engendré par les transpositions, il suffit de
montrer que le graphe est complet (ze. il existe une aréte entre chaque nceud).

Si (ij) et (jk) appartiennent a G, alors (ik) = (ij)(jk)(ij) € G. Ainsi, chaque compo-
sante connexe du graphe est un graphe complet.

Or G agit transitivement sur chaque composante connexe. Elles sont donc isomorphes,
de méme cardinal d|r.

Si le p-cycle contenu dans G ne laisse pas stable chaque composante connexe, alors il
y a au moins p composantes et donc dp < r, d’out d = 1. Ceci est absurde car le graphe
contient une aréte. Ainsi, le p-cycle stabilise chaque composante donc d > p et donc d = r.
Le graphe est donc connexe, et donc complet. O

4.3 Enoncé du théoréme
Théoréme 4.26 (Gallagher)

Soit r > 1 un entier. Pour tout entier N > 1, définissons E,(N) comme I’ensemble des
polynémes f € Z[T) unitaires de degré r tels que

f=T +a, T+ +aiT +ag

avec |a;] < N pour tout 0 < i < r et tels que le groupe de Galois de f n’est pas
isomorphe au groupe symétrique &,.. Alors

|E,(N)| < 32N + 1) 2 (log N)

pour N > 2, ot la constante sous-entendue est absolue.

On suit a nouveau le schéma de preuve de Kowalski [9]. On se place dans le cadre
Y =ZO[T), A=P, Y, =F[T), py: ZO(T] - F[T);

X ={(ao,...,ar-1), |a;] <K NVO<i<r}et F: X —>Y;
L*={¢ P, <L} pour un entier L > 2;

1 1
VEEFIT,  wlf) = —— = o
‘ O
pour ¢ une classe de conjugaison de &,., décrite par le type t = (ny,...,n,) des permutation

quelle contient, on pose
Ve={feFOT, f=F.. )}

ou, pour 1 < i < r, f; est produit de n; polynémes irréductibles unitaires de degré i. On
dit qu’un tel f factorise avec type t.
D’aprés le théoréme [4.1

E(N)c |J s(x,.,.c)
CEG,#
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ot &F est I'ensemble des classes de conjugaison de G,.

On pourrait se servir de cette inclusion pour démontrer le résultat, mais on ne pourrait
obtenir I'uniformité (en r), de la constante sous-entendue (on obtiendrait seulement du r!).
L’idée est de se restreindre & des classes de conjugaisons suffisamment grandes pour qu’un
sous-groupe propre de &, ne puisse contenir un élément de chacune des classes choisies. On
se sert donc des théorémes [£.24] et [£:25] Comme le groupe de Galois d’un polynome agit
transitivement sur les racines si et seulement si le polynéme est irréductible, on peut se
limiter aux ensembles C'1 et Cy ot C est la classe des éléments dont la décomposition en
cycles a supports disjoints contient une seule transposition et pas d’autre cycle de longueur
paire, et Cy est I'union des classes des éléments dont la décomposition en cycles & supports
disjoints contient un cycle d’ordre premier p > 5. Ainsi,

E.(N) c {f € Z"[T), |a;] < N,réductible} U S(X,Q, £*) U S(X, 0%, L)

oll Qé est ’ensemble des polynomes unitaires de degré r de Fy[T'] qui factorisent avec type
défini par un élément de Cj.

4.4 Dénombrement des polynomes de F,[T| de degré r factorisant avec
type t donné

On montre 'encadrement suivant [9], qui généralise le résultat démontré dans la partie

2.3
Théoréme 4.27

Soient ¢ un nombre premier et r > 1 un entier. Soient nq,...,n, > 0 des entiers tels
que

r=mni+2ng+---+rn,..

Le cardinal de ’ensemble € . des polynoémes f € IF;T) [T factorisant avec type (nq,...,n,)
(décrivant la classe de conjugaison ¢ C &,) vérifie

\c| ( 1>2n2+n3+---+nr ( 1 >n1 |C|
rl1-= 1—— ) <|Qe <=

pour tout ¢ > 12, et pour £ > 4r si ny = 0, avec

Tl
le| = 7! H Tl
i=1 v

> Ona
T
"
Quel = !
’ é,c, H <nl>
=1
ou m; est le nombre de polynémes unitaires irréductibles de degré ¢ sur Fy. On a vu dans
la partie que

1 , 0
L — Z/d<7
mi = dEI' p(d)ere < ;
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()= (%)
ng )~ ong! \ 1@

En multipliant toutes ces inégalités, on obtient la majoration souhaitée.
Par ailleurs, pour tout £ > 2, on a

m1:€2€<1—jz>+r—1.

De plus

mZ:%e(z—nz (6—1)2+g—1

N |

pour £ > r.
Pour ¢ > 3, on a

2 4 ifd ~ & Y )2
ml—i—l—igu(d)ﬁ Zi ; EAlzi =,
d|i d<i

d<i

Or, pour ¢ > 4 et £ > 2r,

i—1
v S 9072 > g2 4 g2 5 gi/2 4 g pif2 r
T 0> i>4 - - 1

et I'inégalité est valable pour ¢ > 4r et i = 3 (et donc r > 3). En effet, on montre que la
fonction

£2 3/2 T
e 5 =02

est croissante sur [6, +oo[ donc, pour £ > 4r > 6, il suffit de vérifier que

1672
3

— @32 -L>o.
3
Ainsi, pour tout ¢ > 3, £ > 4r,
s 1
miz.<1—>+7f—1.
i L i
On en déduit que, pour £ > 4r, 3 <i<retn; <7,

<ml-> _mi(mi — 1) (mi—mi+ 1) (mi =5+ D)™ <1_ 1)”1‘ gini

pour £ >7r2 i=1etn <r

<m1> _ma(my = 1) g = + 1)

n

=
n1! n1!

_ ni ni pniy
(m1—7r+1) 2(1_1> 67;
Vi ny!

et pour £ > r, i=2etnyg <3,

2
mo > (mg — 5+ 1) > 1_1 n2 g2ng .
n2 75! / 2n2m!
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Ainsi,

> (1- L) (122 e H L) i
Ll Z \/Z / e} Zmnll

ny 2ng+ng—+-+n,
N
(A Ve ¢

En particulier, on déduit de ce résultat que

soit

Q| - I
Oy = 16
|Fe [T” r

4.5 Minoration de P'(L)

On applique ce qui précéde pour minorer ]QH et \Q?!
D’aprés la partie précédente, pour £ > 72,

[T
/o annl

ni1+2no+--+rn,=ri=1
na=1,n4=ng=:--=0

Or le membre de droite est le coefficient de 272 dans le développement en série entiére de

AN
ex X — — .
P 375

Comme

kk|2 )

AN T Qya)1-?) = (14 f
€ x —_— — = = x — T .’1:
P 3 5 1—=2 —

c’est également la moitié du coefficient de 2* dans la derniére somme, avec 2k = r — 2 ou
r — 3 selon la parité de r. Avec la formule de Stirling, on en déduit

Ql
|€f| > (27rr)*1/2.

Ainsi,

Par ailleurs,

192 {o € &,, ocontient un p-cycle}| 1 (r
LSS : > () e-m-
r<p<r L<p<r 5<p<r
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Ainsi, par le théoréme

02 1 log 2 log 2
6] g (1987 ) 5 g (14 1082 o los2
1% logr — log 2 log r

On en déduit donc que
L

logrlog L’

2y 197
PAL)=>Y" Tk
(<L

4.6 Conclusion

On rappelle I'inclusion
E.(N) c {f € Z"[T),|a;] < N, réductible} U S(X,Q, £*) U S(X, 0%, L"),
On suppose V2N + 1 > 73 et on pose L = @ > 72, Alors,
|E.(N)| < (r2 + 132 4+ rlogr)(2N + 1) "2(log N) < (2N + 1)""/2(log N).
Si V2N +1 < 73, alors
(2N + 1) 2(log N) > (2N +1)"(log N) > [{f,]a;| < N}| = | E-(N)]

et I’estimation est encore vraie.
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