
Colles de la semaine du 15 au 19 janvier 2018

Cours 1. Caractérisation séquentielle de la limite.

Cours 2. Théorème de passage à la limite

Cours 3. Théorème d’encadrement

Cours 4. Soient f : I → R et a ∈ I. f a une limite en a si, et seulement si, f a des limites à droite et à gauche en a et
lim
a−

f = lim
a+

f = f(a).

Cours 5. Théorème de la limite monotone.

Cours 6. Théorème de prolongement par continuité.

Exercice 1. Soit f : [a, b]→ R une application telle que pour tout x ∈]a, b[, les limites à gauche f(x−) et à droite f(x+)
existent et telle que f(a+) et f(b−) existent. Pour x ∈]a, b[, on définit

ω(f, x) = max(|f(x−)− f(x)|, |f(x+)− f(x)|.

1. Soient ε > 0 et xß]a, b[ tels que ω(f, x) < ε. Montrer ∃α > 0,∀y, z ∈]x− α, x+ α[, |f(y)− f(z)| < 2ε.
2. Soient ε > 0 et ]c, d[⊂]a, b[ tels que ω(f, ·) < ε sur ]c, d[. Montrer ∃α > 0,∀x, y ∈]c, d[, |x−y| < α⇒ |f(x)−f(y)| < 2ε.

3. Soit ε > 0. Montrer que l’ensemble Aε = {x ∈]a, b[, ω(f, x) ≥ ε} est fini.

Exercice 2. Soient f, g : R → R telles que f converge en +∞, g est périodique, et f + g est croissante. Montrer que g
est constante.

Exercice 3. Soit f : R→ R une fonction décroissante telle que f(x) + f(x+ 1) ∼
x→+∞

1

x
. Étudier la limite de f en +∞.

Donner un équivalent de f en +∞.

Exercice 4. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 telle que 0 = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
. Montrer que

lim
x→0

f(x)

x
= 0.

Exercice 5. Déterminer un équivalent simple de x1/x − 1 au voisinage de +∞. En déduire un équivalent simple de

xx
1/x

− x. Étudier la limite en +∞ de

(
(x+ 1)

1
x − x 1

x

)
(x lnx)2

x1/x − x
.

Exercice 6. Déterminer la limite de
(

lnx

x

) 1
x

.
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