Colles de la semaine du 2 au 6 avril 2018 — PCSI 2

Cours 1 Coefficients d’un produit de deux polynoémes ; conséquences : degré, coefficient dominant et coefficient constant
d’un produit de deux polynomes, intégrité de K[X].

Cours 2 Démontrer les résultats suivants :
— Soient P € K[X] et a € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. a est une racine de P;
2. X — a divise P dans K[X].
— Soient P € K[X], s € N*, ay,as,...,as; € K distincts. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout élément 4 de [1,s], a; est une racine de P
S
2. Le polynéme H(X — a;) divise P.
i=1
— Soit n € N. Tout polynéme de degré n admet au plus n racines.

Cours 3 L’ordre de multiplicité d’une racine a d’un polynéme P non nul étant défini comme le plus grand exposant k
tel que (X — a)*|P, démontrer 'équivalence des assertions suivantes :

1. a est une racine de P d’ordre de multiplicité m ;
2. (X —a)™ divise P, mais (X — a)™"" ne divise pas P;

3. Il existe Q € K[X] tel que P = (X — a)™Q et Q(a) # 0.

Cours 4 Formule de Taylor pour les polynémes et, pour a € K, unicité de ’écriture d’un polynéme comme combinaison
linéaire de puissances de X — a.

Cours 5 Caractérisation de 'ordre de multiplicité d’une racine grace aux polynémes dérivés successifs ; lien entre ordre
de multiplicité d'une racine multiple de P et son ordre en tant que racine de P’.

Cours 6 Preuve de I’équivalence suivante, valable pour tout vecteur x d’un K-espace vectoriel F et tout scalaire A :

(Ax=0g) < [(A=0gk) ou (x =0g)].
Exercice 1 Soit a €]0,7[ et n € N*. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynéme X?" — 2 cos(na)X™ + 1.

Exercice 2 Soit P € Ry,,1[X] tel que P*)(0) < 0 pour tout k € [0, 2n+1]. Montrer que P a une racine réelle. Montrer
que toutes les racines réelles de P sont strictement négatives.

Exercice 3 Soit P € R[X] scindé a racines simples sur R. Montrer que P ne peut avoir deux coefficients consécutifs
nuls.

Exercice 4 Déterminer une famille génératrice de {(z1,...,2,) € R", 1 +--- + z,, = 0}.

Exercice 5 A quelle condition {(uy)nen € CcN, u, —+> £ € C} est-il un espace vectoriel ?
n——+00

Exercice 6 L’ensemble {f € €' ([a,b];R), f'(a) = f'(b) = 0} est-il un espace vectoriel ?
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