Algorithme de Berlekamp
V. BECk, J. MALICK, G. PEYRE, Objectif Agrégation, 2¢ édition, H&K. Théoréme 5.36 page 245

Recasage : 121, 122, 123, 141

Algorithme : On considére un polynome P € F,[X] sans facteur carré.
— On note Sp 'endomorphisme d’élévation a la puissance g dans ’anneau F,, [X]/(p) Calculer r = deg(P) —rg(S, —1d).

—Sir>1
* Calculer V' € F,[X] tel que V mod P n’est pas contant et V mod P € Ker(Sp —Id).
* Calculer pged(P,V — a) pour a € Fy.
* Appliquer algorithme aux pged(P,V — «) non triviaux.

— Sir =1, alors P est irréductible.

> Montrons qu’on obtient ainsi la décomposition en facteurs irréductibles de P € F,[X] sans facteur carré. Notons
P =P, ---P. avec Py,..., P, irréductibles deux & deux premiers entre eux.

— Etape 1 : Calcul de r. D’apreés le théoréme chinois, on dispose d’un isomorphisme

¢ :FqlX](p) — K1 X x Ky
ouVie [1,r], K; = IFq[X]/(pi) est un corps. Posons Sp = p o Sp oo, Alors

Sp(@) = (e~ (2)7) = (p(¢~ ' (2)))" = 2
et .
(1,...,2,) € Ker(Sp —1d) <= Vie[l,7], 2! =z, dans K,
— Vie[l,r], z; eFy — K;.
En effet, les éléments de F, — K; sont g racines du polynome X?— X sur K;. Comme K; est un corps et deg(X?—X) =g,
ce sont donc ses seules racines.

Ainsi, Ker(Sp —1d) = F;. Comme ¢ est un isomorphisme, Ker(Sp — Id) = p(Ker(Sp —1d)) et
dim Ker(Sp — 1d) = dim Ker(Sp — Id) = 7.

— FEtape 2 : Factorisation de P. On suppose que 7 > 1. La droite vectorielle F, - 1 de F,[X] /(p)) €tant de dimension 1
et Ker(Sp —1d) étant de dimension r > 1, on peut trouver V € F,[X] tel que (V mod P) € Ker(Sp —1Id) et (V mod P)
n’est pas contant. Or

(V mod P) € Ker(Sp —1d) = Vi e [1,r], (V mod F;) € F,.

Notons alors a; = (V mod B;) € F,, Vi € [1,7].

Montrons que P = H pged(P,V — ). Comme pged(P,V — «) divise P, on peut écrire pged(P,V — «a) = P;, - P;,

a€cl,

avec i1, ...,1i; € [1,7]. Or les polyndmes P;,, ..., P,

5. sont deux a deux premiers entre eux donc ils divisent tous V —a. Or

PV —« <~— V —-—a=0mod P; = a=q

donc pged(P,V — a) = H P;. Alors,

;=

P:HPi: H <H Pz-> = H pged(P,V — ).

a€F, \aj=a a€l,

— Etape 3 : L’algorithme se termine. A partir de cette décomposition de P, on applique I’algorithme aux pged(P,V —a)
distincts de 1. Montrons que le nombre de leurs facteurs irréductibles est strictement inférieur & ». Comme V' mod P n’est
pas constant, il existe 4, j tels que o; # ;. Alors pged(P,V — ;) = H Py, et pged(P,V — o) = H sont distincts

ap=a; ap=ay
et ont donc strictement moins que 7 facteurs irréductibles. O
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