Equation de la chaleur dans une barre

H. QUEFFELEC, C. ZUILY, Analyse pour l’agrégation, 4° édition, Dunod. Théoréme VI.7, page 109.

Recasage : 209, 222, 241, 256.

On considére le probléme suivant : trouver une fonction u telle que

ue (@) NCi(Q) (1)
O — 02, u=0 sur @ (2)
u(0,t) = u(L,t) =0 t>0 (3)
u(z,0) = h(z) z€][0,L]. (4)

ott h € C([0, L)) telle que h(0) = h(L) = 0, et C3(Q) est I'ensemble des fonctions de (x,t) dérivables en t et deux fois
dérivables en z.

Montrons que (1) — (4) admet une solution de classe C* sur Q.
On cherche u de la forme u(z,t) = f(z)g(t). Alors (2) impose
Viz,t) €Q,  g'(t)f(z) = f"(z)g().

En supposant que u ne s’annule pas sur @), on en déduit qu’il existe une constante A € R telle que

[ () g'(t)
V(z,t) € Q, == .
(1) RO
* 1°* cas : A > 0. Alors il existe A, B € R tels que Vx € [0, L], f(z) = Ae¥V? 4 Be=VT Mais (3) impose
A+B = 0
AeVL 4 BemVAL = g,
1 1 . . .
Comme | ~; _. /5| =2 sh(\AL) # 0, on en déduit que A = B =0 = u(x,t) ce qui contredit '’hypothése.
e e

* 2° cas : A = 0. Alors il existe A, B € R tels que Yz € [0, L], f(z) = Az + B. Mais (3) impose B=0et A=0:
contradiction.

Ainsi, A = —£2 avec ¢ € R. 1l existe donc (4, B) € R*\{(0,0)} tel que :
V(z,t) € Q, f(x) = Acos&x + Bsinéx g(t) = et
La condition (3) impose A =0 et Bsin{L =0 d’ou, £ € %Z.
On a donc une famille de solutions possibles pour (1)-(3) :

— . /nmx n?n?
V(bp)nez € RE,Vn € Z, Up @ (x,t) € Q — by sin (T) exp (—th> .

On cherche désormais a remplir la condition (4), en s’appuyant sur la linéarité de I’ equatlon

Soit h la fonction 2L- périodique, impaire, telle que h\[o 1) = h. Comme h( ) =h(L) =0, h est continue sur R et C

par morceaux. Sa série de Fourier converge donc uniformément sur R vers h. Comme h est impaire, on a donc :
= nmwx
Vo € R, h(z) = E by, sin (T)
n=1

2 L
ou, pour tout n € Z, b, = Z/ h(z) sin (?) dx et la série converge normalement sur R. On définit :
0

+oo
u:(z,t) €Q > ansin (?) exp (

n=1

2,2 oo
t> =: Zun(z,t). (5)
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Comme les (uy, )nen+ sont continues et la série converge uniformément, u est continue sur Q. Montrons qu’elle est C*° sur
Q et qu’on peut dériver terme a terme. Les (u,) sont de classe C* sur Q et, pour tout n € N*, « € N et £ >0, on a :

2,2
nem
V(z,t) € [0, L] X [g,400], 0%y, (,1)] < Ch|bp|n? exp (— I 5>
qui est le terme général d’une série convergente, uniformément en (¢, z). D’aprés le théoréme de dérivation, u est donc C*°
sur () et on peut dériver terme & terme.
Ainsi,
— w vérifie (1).

+oo

— On vérifie que Oyu — 02, u = Z(@tun — 02 ,u,) = 0 donc u vérifie (2).
n=1

— sit >0, u(0,t) = u(0,L) =0 donc u vérifie (3).

nwx ~
— stz € [0, L], u(z,0) = an sin (T) = h(z) = h(z) donc u vérifie (4).
n=1
On a donc exhibé une solution u & I’équation de la chaleur, de classe C*° a l'intérieur de la barre juste aprés 'instant initial.
Y-a-t-il unicité ? Démontrons le lemme suivant.

Lemme 1 (Principe du maximum)

Soit u € C°(Q) NC}(Q) telle que Pu(x,t) >0 sur Q, ot P = 92, — d;. Soient T > 0 et K = [0, L] x [0,T]. Alors

supu = Ssup u.
K KnaQ

> Soient € > 0 et u. : (2,t) € Q > u(x,t) + ex?. Alors Pu. = Pu + 2¢ > 2¢ sur Q. Par ailleurs, soit m. = (v.,t.) € K
tel que ue(me) = Max u.

Supposons par I'absurde que (z.,t.) ¢ K N 0Q.

* Comme 0 < . < L, dyu-(m.) =0 et 92, u-(m.) <O0.

— lim ua(-rmte - h) - u£<m€) > 00.
h—0+ —h -

Ainsi, Puc(m:) <0 ce qui contredit Pu. > 2¢. Donc m. € K N9Q et

* Comme 0 < t. < T, Qyu(m,)

supu < sUpUes = Sup us < sup u+eL?.
K K

KNaQ KNaQ
A la limite ¢ — 0, on obtient le résultat car supu > sup u. (|
K KNdQ

Soit désormais deux solutions u,v de (1)-(4). Posons w = v — u. Alors w vérifie (1), (2) et
Y(x,t) € 0Q, w(x,t) = 0.
Soit T' > 0. Comme de plus Pw = 0 sur ), d’aprés le principe du maximum,
Yz € [0, L], w(z, T) < 0.

De méme, P(—w) = 0 sur  donc —w(-,T) < 0. Ainsi, w(-,T) = 0. Ceci étant vrai pour tout 7> 0, w = 0 sur Q.
On a donc montré le théoréme suivant.
Théoréme 2

Le probléme (1)-(4) admet une unique solution u, et u € C°(Q) NC>(Q) est donnée par (5).
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