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Lemme 1
Soient f € ZL(E) et P € K[X]. Notons P = P, --- P; avec Py, ..., Ps premiers entre eux deux a deux, pour tout 1,
E; =Ker(P;(f)). Alors, Ker P(f) = E1®- - -® Es et, pour tout i, le projecteur de la somme directe sur E; parallélement
a @Ej est un polynéme en f.

J#i

> Montrons le résultat par récurrence sur s > 2.
— s =2. Comme P; et P, sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe Uy, Us € K[X] tels que

U P, + U Py, = 1.

En particulier,
Ve e B, Ui(f)o Pu(f)(@) + Us(f) o Pa(f)(x) = . (+)

* Soit € E1NEy. D’aprés (%), on a donc « = 0. Ainsi, E; et Es sont en somme directe. Notons p; : E1®Ey — E;
et py : Fh @ E5 — F» les projecteurs associés.

* Soit z € Ker P(f). On a
Py () (UL(f) o Pr(f)(x)) = Us(f) e P(f)(x) =0
et, de méme, Py (f)(Ua(f) o Po(f))(x) = 0 donc Ker P(f) C E; ® Es.
* Soit = p1(x) + pa(x) € B4 & Es. Alors
P(f)(x) = Pa(f) o Po(f)(p1(2)) + Pr(f) © Pa(f)(p2(x)) = 0.
Ainsi, By @ By C Ker P(f).

On a donc montré que
Ker P(f) = E1 @ Es

ainsi que, grace a (%) et x2, p1 = Ua(f) o Pa(f) et p2 = Ur(f) o Pi(f).

—5—+s+1.81P =P - PsP,41 avec P1,...,Ps;1 premiers entre eux deux & deux. En posant Q1 = P, --- P; et
Q2 = Psy1, on P = Q10Q2 avec Q1 et (Q2 premiers entre eux. D’aprés le cas précédent, et par hypothése de récurrence,

Ker P(f) = (B1® - ® E,) ® Eqy1

s+1
et, pour tout ¢ € [1,s+ 1], si ZUk H Py =1.
k=1 j#k
e - dE — LB
e o= (IR | @)
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Théoréme 2

Soit f € Z(FE) tel que x¢ est scindé. Il existe un unique couple (d,n) € Z(E)? tel que :
(i) d est diagonalisable et n est nilpotent,
(i) f=d+netdon=nod.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

S
> — FEtape 1 : Ezistence. Notons x5 = (=1)" | [ (X — X\))™ et, pour tout i, N; = Ker(f — A\;Idg)™. Avec les notations
=1 <
du lemme, on dispose d’une famille de projecteurs p; = P;(f) sur N; parallélement a @ N;. Posons alors d = Z Aip; et
i i=1
S
n=f—d= Z(f — \Idg)p;. Par construction, d est diagonalisable et
i=1

S

VpeN, P =) (f—AIdp)p:.
i=1

Or, pour p = maxm,;, on a
(f = Aildg)Ppi = [(X = M)PP(f) =0

car X f|(X — A;)PP;. Donc n? = 0. Comme les p; sont des polynoémes en f, d et n également. En particulier, ils commutent.
— Etape 2 : Unicité. Soit (d',n’) € Z(E)? vérifiant (i) et (ii). d’ et n’ commutent donc ils commutent avec d’ +n' = f.

Or d et n sont des polynémes en f. Donc d,n,d’,n’ commutent. Alors, d et d’ sont diagonalisables dans une méme base,
donc d — d’ est diagonalisable. Or d — d’ = n’ — n est nilpotent. Doncd —d' =n' —n=04ie.d=d et n =n'. O
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