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Lemme 1

Soient f ∈ L (E) et P ∈ K[X]. Notons P = P1 · · ·Ps avec P1, . . . , Ps premiers entre eux deux à deux, pour tout i,
Ei = Ker(Pi(f)). Alors, KerP (f) = E1⊕· · ·⊕Es et, pour tout i, le projecteur de la somme directe sur Ei parallèlement
à
⊕
j 6=i

Ej est un polynôme en f .

B Montrons le résultat par récurrence sur s ≥ 2.
− s = 2. Comme P1 et P2 sont premiers entre eux, d’après le théorème de Bézout, il existe U1, U2 ∈ K[X] tels que

U1P1 + U2P2 = 1.

En particulier,
∀x ∈ E, U1(f) ◦ P1(f)(x) + U2(f) ◦ P2(f)(x) = x. (∗)

? Soit x ∈ E1∩E2. D’après (∗), on a donc x = 0. Ainsi, E1 et E2 sont en somme directe. Notons p1 : E1⊕E2 → E1

et p2 : E1 ⊕ E2 → E2 les projecteurs associés.

? Soit x ∈ KerP (f). On a

P2(f)(U1(f) ◦ P1(f)(x)) = U1(f) ◦ P (f)(x) = 0

et, de même, P1(f)(U2(f) ◦ P2(f))(x) = 0 donc KerP (f) ⊂ E1 ⊕ E2.

? Soit x = p1(x) + p2(x) ∈ E1 ⊕ E2. Alors

P (f)(x) = P2(f) ◦ P1(f)(p1(x)) + P1(f) ◦ P2(f)(p2(x)) = 0.

Ainsi, E1 ⊕ E2 ⊂ KerP (f).

On a donc montré que
KerP (f) = E1 ⊕ E2

ainsi que, grâce à (∗) et ?2, p1 = U2(f) ◦ P2(f) et p2 = U1(f) ◦ P1(f).

− s → s + 1. Si P = P1 · · ·PsPs+1 avec P1, . . . , Ps+1 premiers entre eux deux à deux. En posant Q1 = P1 · · ·Ps et
Q2 = Ps+1, on P = Q1Q2 avec Q1 et Q2 premiers entre eux. D’après le cas précédent, et par hypothèse de récurrence,

KerP (f) = (E1 ⊕ · · · ⊕ Es)⊕ Es+1

et, pour tout i ∈ J1, s+ 1K, si
s+1∑
k=1

Uk

∏
j 6=k

Pj = 1.

pi :

E1 ⊕ · · · ⊕ Es+1 → Ei

x 7→

Ui(f)
∏
j 6=i

Pj(f)

 (x)

�
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Théorème 2

Soit f ∈ L (E) tel que χf est scindé. Il existe un unique couple (d, n) ∈ L (E)2 tel que :
(i) d est diagonalisable et n est nilpotent,
(ii) f = d+ n et d ◦ n = n ◦ d.

De plus, d et n sont des polynômes en f .

B − Étape 1 : Existence. Notons χf = (−1)n
s∏

i=1

(X − λi)mi et, pour tout i, Ni = Ker(f − λiIdE)mi . Avec les notations

du lemme, on dispose d’une famille de projecteurs pi = Pi(f) sur Ni parallèlement à
⊕
j 6=i

Nj . Posons alors d =

s∑
i=1

λipi et

n = f − d =

s∑
i=1

(f − λiIdE)pi. Par construction, d est diagonalisable et

∀p ∈ N, np =

s∑
i=1

(f − λiIdE)ppi.

Or, pour p = maxmi, on a
(f − λiIdE)ppi = [(X − λi)pPi](f) = 0

car χf |(X−λi)pPi. Donc np = 0. Comme les pi sont des polynômes en f , d et n également. En particulier, ils commutent.

− Étape 2 : Unicité. Soit (d′, n′) ∈ L (E)2 vérifiant (i) et (ii). d′ et n′ commutent donc ils commutent avec d′+n′ = f .
Or d et n sont des polynômes en f . Donc d, n, d′, n′ commutent. Alors, d et d′ sont diagonalisables dans une même base,
donc d− d′ est diagonalisable. Or d− d′ = n′ − n est nilpotent. Donc d− d′ = n′ − n = 0 ie. d = d′ et n = n′. �
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