
Étude de O(p, q)

P. Caldero, J. Germoni, Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Tome premier, Calvage & Mounet. Pro-
position A.2 page 211.

Recasage : 156, 158, 170, 171.

Théorème 1
Soient p, q 6= 0. On a un homéomorphisme

O(p, q) ' O(p)×O(q)× Rpq.

B − Étape 1 : Application de la décomposition polaire. Soit M ∈ O(p, q). Soit (O,S) ∈ O(n) × S++
n (R) (n = p + q) la

décomposition polaire de M . Montrons que O,S ∈ O(p, q).
Posons T = tMM = S2. Comme M ∈ O(p, q), on a MIp,q

tM = Ip,q donc tM−1Ip,qM
−1 = Ip,q d’où tM−1 ∈ O(p, q).

On en déduit que tM ∈ O(p, q). Ainsi, S2 = T ∈ O(p, q). Comme T ∈ S++
n (R) et exp : Sn(R) → S++

n (R) réalise un
homémorphisme, il existe U ∈ Sn(R) tel que T = exp(U). Alors,

T ∈ O(p, q) ⇐⇒ TIp,q
tT = Ip,q

⇐⇒ tT = I−1
p,qT

−1Ip,q

⇐⇒ t exp (U) = I−1
p,q exp(−U)Ip,q

⇐⇒ exp
(
tU
)
= exp

(
−I−1

p,qUIp,q
)

⇐⇒
exp bijective

U = tU = −I−1
p,qUIp,q

⇐⇒ UIp,q + Ip,qU = 0

⇐⇒ U

2
Ip,q + Ip,q

U

2
= 0

⇐⇒ t exp

(
U

2

)
= I−1

p,q exp

(
U

2

)
Ip,q

d’où exp

(
U

2

)
∈ O(p, q). Or exp

(
U

2

)
∈ S+n (R) et exp

(
U

2

)2

= T donc, par unicité de la racine carrée dans S+n (R), on

a S = exp

(
U

2

)
∈ O(p, q). On en déduit que O ∈ O(p, q).

Ainsi, la décomposition polaire induit l’homéomorphisme

O(p, q) ' (O(n) ∩O(p, q))× (S++
n (R) ∩O(p, q)).

− Étape 2 : Étude de O(n) ∩O(p, q). Soit O ∈ O(n) ∩O(p, q). Écrivons O =

(
A C
B D

)
∈Mp+q,p+q(R). Alors

O ∈ O(n) ∩O(p, q) ⇐⇒


tAA− tBB = Ip
tAC − tBD = 0
tCA− tDB = 0
tCC − tDD = −Iq

et


tAA+ tBB = Ip
tAC + tBD = 0
tCA+ tDB = 0
tCC + tDD = Iq

⇐⇒

 B = C = 0
A ∈ O(p)
D ∈ O(q)

Ainsi, O(n) ∩O(p, q) =

{(
A 0
0 D

)
, A ∈ O(p), D ∈ O(q)

}
' O(p)×O(q).
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− Étape 3 : Étude de Sn(R) ∩O(p, q). Posons

L = {M ∈Mn(R), MIp,q + Ip,qM = 0}.

On a vu précédemment que exp réalise un homéomorphisme L ∩ Sn(R) ' O(p, q) ∩ S++
n (R). Soit S ∈ L ∩ Sn(R),

S =

(
A B
tB D

)
. Alors

SIp,q + Ip,qS = 0 ⇐⇒ A = D = 0

donc L ∩ Sn(R) =
{(

0 B
tB 0

)
, B ∈Mp,q(R)

}
' Rpq.

− Conclusion. On a montré que
O(p, q) ' O(p)×O(q)× Rpq.
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