Etude de O(p, q)

P. CALDERO, J. GERMONI, Histoires hédonistes de groupes et de géométries, Tome premier, Calvage & Mounet. Pro-
position A.2 page 211.

Recasage : 156, 158, 170, 171.

Théoréme 1

Soient p,q # 0. On a un homéomorphisme

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x RM.

> — Etape 1 : Application de la décomposition polaire. Soit M € O(p,q). Soit (0,8) € O(n) x STT(R) (n=p+q) la
décomposition polaire de M. Montrons que O, S € O(p, q).

Posons T = ‘MM = S?. Comme M € O(p,q), on a MI,,'M = I,, donc ‘M1, M~' =1,, doa ‘M~' € O(p,q).
On en déduit que ‘M € O(p,q). Ainsi, S* = T € O(p,q). Comme T € S,/ (R) et exp : S,(R) — ST (R) réalise un
homémorphisme, il existe U € S,,(R) tel que T' = exp(U). Alors,

T €O0(p,q) TIp,th =Ipgq
‘T =1.T""I,,
Lexp (U) = I;ql exp(—=U)I, 4

exp (tU) = exp (prféUInq)

U A

U="U=-1I,Ul,

exp bijective

— Ulpy g+ 1p4U =0

U U
<— EIM + Ip,qE =0
=

U _ U
t exp (2> = Ip’; exp (2) I, 4

U U U\®
d’ou exp (2> € O(p,q). Or exp (2> € ST (R) et exp (2> = T donc, par unicité de la racine carrée dans S, (R), on

a S =exp <(2]) € O(p,q). On en déduit que O € O(p, q).

Ainsi, la décomposition polaire induit ’homéomorphisme

O(p,q) ~ (O(n) N O(p,q)) x (S (R) N O(p, q)).

— Etape 2 : Etude de O(n) N O(p,q). Soit O € O(n) N O(p, q). Ecrivons O = <g g) € Mpigprq(R). Alors
'"AA—'BB =1, '"AA+'BB =1,
‘tAC —'BD =0 'AC+'BD =0
Oe0mnOPa) <= 4 ica_tpp=o ot ‘CA+'DB =0
tCC —'DD = —1, ‘CC +'DD = I,
B=C=0
— A€ O(p)
D € O(q)

insi, 00) 1 0(0) ={ () 4 € 0). D € 0(a) | = 0lp) x Ot
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— Etape 8 : Etude de S,,(R) N O(p,q). Posons
L={MeM,R), MI, ;+ I, M = 0}.

On a vu précédemment que exp réalise un homéomorphisme L N S, (R) ~ O(p,q) N ST (R). Soit S € L N S,(R),
S = (A B) Alors
~\'B D)
Sl g+ 1psS=0 = A=D=0

donc LN S, (R) = {(t(])g ?) , B e Mp,q(R)} ~ RPY,

— Conclusion. On a montré que

O(p,q) ~ O(p) x O(q) x R,
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