Inversion de la fonction caractéristique

B. CANDELPERGHER, Théorie des probabilités, Calvage & Mounet. Page 222.
Recasage : 235, 239, 261.

Théoréme 1

La fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable aléatoire réelle.

> Soit X une variable aléatoire réelle. On va montrer que la fonction de répartition Fx : ¢t € R — P(X < t) s’exprime
en fonction de px (t) = E[e"].
— On commence par exprimer P(X €la,b[) = / 1;,,5(dPx pour a < b. L’idée est de remplacer 1, ;[ par une expression
R

faisant intervenir e**.

Lemme 2
Soient T' > 0 et
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Kr:zeRw— —/ — et
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On a :
(i) Kt est uniformément bornée en T,

.. 1
(i) Vo € R, Kp(x) Tored Lyg () + 5(1{(1}(95) + 1 (2)),
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(i) /RKTdPX =g Twa(t)dt-
> Ona:
/T ei(xfa)tdt B /T pile—a)t _ —i(z—a)t 4 2/T(ana) Sinud
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donc

VieR,  Kp= (SiT(r~ a)) - Si(T(x — b))

Y sinu

™
du. Or Si est impaire et continue sur R et vérifie lirin Si(y) = :|:§ < oo donc Si est bornée sur
y—+oo

ouSi:y€eR—
0 u
R. On en déduit que K7 est uniformément bornée.
(#4) De plus, si z €]a,b], Si(T(x — a)) ——— T et Si(T(x — b)) —— ~ T done Kp(z) ——— 1. On établit de
T— 400 2 T— 400 2 T—+oco
méme que

Vo € R, Kr(x) = 1)41(x) + %(l{a}(x) + 1y ().

(#i7) D’apreés le théoréme de Fubini,

1 T e—tat _ o—ibt ] 1 T e—lat _ o—ibt
KpdPx = — - wtqp dt = — - t)dt.
/R rdPx =50 | pm (/Re X($)> o /_T p ex(t)

Le théoréme de Fubini s’applique car

T |,—dat _ ibt T — 3 nat —si 5
/ (/ e e |dt> Py — / \/(cosat — cosbt)2 + (sinat — sin bt) df < o0
R \J- -7

T t |t]

d’aprés la régle de Riemann puisque

T % V/(cosat — cosbt)? + (sinat — sin bt)? (b—a)lt|
|t] t—0 [t t=0

On déduit du lemme que

1
P(X e]a,b[):/ya,b[dPX:/( lim KT> d]P’X—/ﬁ(l{a}+1{b})d]P>X
R R R
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David MicHEL — 2016-2017 1 ENS Rennes — Université Rennes 1



d’ou, par le théoréme de convergence dominée (K étant uniformément bornée et Px est de masse finie) :

P(X = a) +P(X = b
PX cab) = Jim | Krdpx - ( a); (X=b)

lim — .
T—+o00 2T J_p ot

1/¢e””—e”“ P(X =a) +P(X =)

Comme Fx(b) — Fx(a) =P(X €la,b]) + P(X = b), on en déduit :

Prt) = Fxto) = tim 5 [ et

],/Teimeiw P(X =a) —P(X =)

et, en particulier, si a et b ne sont pas des points de discontinuité de Fx :
1 T e—tat _ e—ibt
Fx() — Fx(a)= lim — - t)dt.
%) = Pxlo) = Jim oo [

Fx étant une fonction croissante, ses points de discontinuité forment un ensemble D dénombrable. De plus, on a :

Jim (Fx (b) = Fx(a)) = Fx (b)
a¢D

donc, pour tout b & D,

. : | 1 T e—tat _ efibt :
= i im — [ —————px(t)dt.
X( ) a—g;r;oo T—l>r-"r-loo 2m /—T it SDX( )

Enfin, comme la fonction F'x est continue & droite, la relation ci-dessus détermine F'x sur R. O
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