Formule des compléments

E. AMAR, E. MATHERON, Analyse complexe, Cassini. Paragraphe 8.4.4 page 249

Recasage : 236, 245

7r
V0 < Re(z) <1, T()T(1—2)= ——.
o(2) (P12 =
— D’apreés le théoréme des zéros isolés, il suffit de montrer le résultat pour z = a €]0,1[. Soit o €]0, 1[. D’aprés le
E)" o=
e dsdt.

S

Théoréme 1

>
théoréme de Fubini-Tonelli

MNa)I'(l—a)= /(R* .

t* s e dtds :/
(R2)?
Considérons ¢ : (s,t) € (R})? = (u,v) = (s +1, %) ¢ est un C'-difféeomorphisme de (R?%)? sur lui-méme et, si (R%)? >

RQ

(s,t) = ¢~ (u,v),
1 1 S 1 ov+1
det(Dep(s, 1) =— |1  —s| = ZTiT
t 2
donc Y q
L)1 - a) = / —° dudv= / =LA
(R)? 1}0‘(1 + U) R? Uo‘(l =+ ’U)
— Soit Q@ = C\Ry et on considére la détermination de Pargument associée a valeurs dans 0, 27[. On pose alors
1 1 »
Dz = . —— si z =re", 6 €]0, 2x].
f:z S0+ 7) " reeei(1 T red) si z=re", 0 €]0,2n|
f est holomorphe dans Q\{—1} et a un pole simple en -1 avec
Re (f 1) 1 e
s(f,—1) = =e .
(=1
— Pour R > 1, on définit le chemin vz = € U I; UT'rU I, ou
1 . m™ 37
=€ pe|Z,
s (e oe 5]
*IR —{t:l:R,tE 0,\/R2—ﬁ }
) 1
*Tr={Re", 0 € [0r,2m — O]} ot g = Arctan £
R
D’aprés le théoréme des résidus
/ f(z)dz = 2ime™ "™,
TR
Faisons tendre R — +oc0.
* Sur 6r :
1 T m
f(z)dz| < X — =
/. EO P R R ) o
* Sur IE. On a, pour t > 0,
a 1 a/2 1
) = (t2 + ) exp (iaArctan <R>> e
t R—+o00

L
R

donc : .
i
— 4 Rz_ﬁ[(t)f (t‘i' R) vy 1g- (t)f(t) mesurable,
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F(o)dt.

) f (t + ;)‘ < 1p; (0 (1) € L'(R)
lim f(z)dz =
I R

B ‘1]07 R2_E1§[
donc d’aprés le théoréme de convergence dominée,
R—+00
* Sur Iy . De méme, pour ¢t > 0,
i\“ a/2 1 )
(t + R) = <t2 + RQ> exp (ia <27r — Arctan (?))) m toretima
et, comme précédemment, par le théoréme de convergence dominée, RE)TOO - f(2)dz = e~ 2™ /]R ) f(®)dt.
R +
*Sur I'c g. On a :
1 2R 2RI~
dz| < L(T < =
- (2)dz) < LTR) max o= S o g—1) ~ R—1 Fores
Ainsi, a la limite R — 400, on obtient :
(1 4 ef2i7ra)1—a _ Qiﬂeiiﬂ'a
soit -
I, = — .
sin o
2
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