
Formule des compléments
E. Amar, E. Matheron, Analyse complexe, Cassini. Paragraphe 8.4.4 page 249.

Recasage : 236, 245

Théorème 1

∀0 < Re(z) < 1, Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
.

B − D’après le théorème des zéros isolés, il suffit de montrer le résultat pour z = α ∈]0, 1[. Soit α ∈]0, 1[. D’après le
théorème de Fubini-Tonelli :

Γ(α)Γ(1− α) =

ˆ
(R∗

+)2
tα−1s−αe−s−tdtds =

ˆ
(R∗

+)2

(
t

s

)α
e−(s+t)dsdt.

Considérons ϕ : (s, t) ∈ (R∗+)2 7→ (u, v) =
(
s+ t,

s

t

)
. ϕ est un C1-difféomorphisme de (R∗+)2 sur lui-même et, si (R∗+)2 3

(s, t) = ϕ−1(u, v),

|det(Dϕ(s, t))| = −

∣∣∣∣∣1 1
1

t

−s
t2

∣∣∣∣∣ =
s

t2
+

1

t
=
v + 1

t

donc

Γ(α)Γ(1− α) =

ˆ
(R∗

+)2

e−u

vα(1 + v)
dudv =

ˆ
R∗

+

dv
vα(1 + v)

:= Iα.

− Soit Ω = C\R+ et on considère la détermination de l’argument associée à valeurs dans ]0, 2π[. On pose alors

f : z 7→ 1

zα(1 + z)
=

1

rαeiαθ(1 + reiθ)
si z = reiθ, θ ∈]0, 2π[.

f est holomorphe dans Ω\{−1} et a un pôle simple en -1 avec

Res(f,−1) =
1

(−1)α
= e−iπα.

− Pour R > 1, on définit le chemin γR = CR ∪ I+
R ∪ ΓR ∪ I−R où

? CR =

{
1

R
eiθ, θ ∈

[
π

2
,

3π

2

]}
? I±R =

{
t± i

R
, t ∈

[
0,

√
R2 − 1

R2

]}

? ΓR = {Reiθ, θ ∈ [θR, 2π − θR]} où θR = Arctan

 1
R√

R2 − 1
R2

.

D’après le théorème des résidus ˆ
γR

f(z)dz = 2iπe−iπα.

Faisons tendre R→ +∞.
? Sur CR : ∣∣∣∣ˆ

CR

f(z)dz
∣∣∣∣ ≤ 1

1
Rα (1− 1

R )
× π

R
=

π

R1−α(1− 1
R )
−−−−−→
R→+∞

0.

? Sur I+
R . On a, pour t > 0,(

t+
i

R

)α
=

(
t2 +

1

R2

)α/2
exp

(
iαArctan

( 1
R

t

))
−−−−−→
R→+∞

tα

donc :
− 1

]0,
√
R2− 1

R2 [
(t)f

(
t+

i

R

)
−−−−−→
R→+∞

1R∗
+

(t)f(t) mesurable,
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−
∣∣∣∣1]0,

√
R2− 1

R2 [
(t)f

(
t+

i

R

)∣∣∣∣ ≤ 1R∗
+

(t)f(t) ∈ L1(R)

donc d’après le théorème de convergence dominée, lim
R→+∞

ˆ
I+R

f(z)dz =

ˆ
R∗

+

f(t)dt.

? Sur I−R . De même, pour t > 0,(
t± i

R

)α
=

(
t2 +

1

R2

)α/2
exp

(
iα

(
2π −Arctan

( 1
R

t

)))
−−−−−→
R→+∞

tαe2iπα

et, comme précédemment, par le théorème de convergence dominée, lim
R→+∞

ˆ
I−R

f(z)dz = e−2iπα

ˆ
R∗

+

f(t)dt.

? Sur Γε,R. On a :∣∣∣∣ˆ
ΓR

f(z)dz
∣∣∣∣ ≤ L(ΓR) max

z∈ΓR

1

|z|α|1 + z|
≤ 2πR

Rα(R− 1)
=

2πR1−α

R− 1
−−−−−→
R→+∞

0.

Ainsi, à la limite R→ +∞, on obtient :

(1 + e−2iπα)Iα = 2iπe−iπα

soit
Iα =

π

sinπα
.
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