Formule sommatoire de Poisson
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Théoréme 1 (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f : R — C de classe C' telle que f(z) = O (i) et fl(x)= O (ﬁ) pour «, 3 > 1. Alors la série de

e[ 400 7" |z|—+
fonctions de terme général (f(- + n))nez converge normalement sur tout compact de R et

Vx € R, Z flx+n)= Z O

neE”Z neE”Z
~ er .
ou, pour tout £ € R, f(§) = / f(t)e 2t at,
— 00
> — Montrons que la série de terme général (f(- +n)),ecz converge normalement sur tout compact de R. Soit M > 0 tel
que pour tout |z| > 1, |f(x)| < W Alors, pour R > 0, par I'inégalité triangulaire,
x

M

Vo € [-R,R|,V|n| > R+ 1, flx+n)| < < ,
R, R, ¥ln) o) € i € o

qui est le terme général, indépendant de =, d’une série convergente, d’ou le résultat.
On en déduit en particulier que la série converge simplement sur R. Notons F' sa somme.

— De méme, la série de terme général (f/(- + n))nez converge normalement sur tout compact de R. Alors, d’aprés le
théoréme de dérivation des séries de fonctions, F' est de classe C! sur R.

— Par ailleurs, F' est 1-périodique. En effet, pour x € R,

N N+1
VN €N, Z flx+1+n)= Z flz+n)
n=—N n=—N-+1

d’ou, a la limite N — 400, F(z + 1) = F(x).
Calculons les coefficients de Fourier de F' : pour n € N,

! 1
en(f) = /0 F(t)e2imtdy CfuZ/O F(t+ k)e2mtqy

kEZ

k+1 +oo N
S [ rmema= [ pwetar = fo

kEZ B

car f(z) = O ().

|z| =400

— Comme F est de classe C', sa série de Fourier converge uniformément sur R vers F donc

Vo € R, Z flx+n)= Z Fn)e2imne,
nezZ ne”Z
Proposition 2
Soit 6 :t € R} Z e~™"t. @ est bien définie sur RY et

nez

VEeRL,  0(t) = %9 (1) .
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> Soit @ > 0. On applique la formule sommatoire de Poisson & f: z € R — e Ona:

y Tt —zimnt L [T 2 oy 1 n
Vn € Z, f(n)z/ e e Z“"dt:ﬁ[m e e ﬁdu:\/al(\/a>

— 00

+oo
oulonadéfini/:zeR— / e~ e2imrudy,  Cherchons une équation différentielle satisfaite par I.
-0

— I est de classe C'. En effet,
—u? —2imzu 1 —u? 1
*VeeR ueR—e e € L,(R) care™ € L, (R),
2 —2inzu c Cl(R)

*VueR, zeR—e e
* V(u,z) € R?, ’67“26*2”‘/”“ <e e L!(R) indépendant de z,

donc d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, I est de classe C* sur R et

+oo )
Vz € R, I'(x) = —2i7r/ ue™ v em2imru gy,

— 00
— Or, par intégration par parties, pour tout x # 0,

—2irux ] TX +o00
1 . 1 1
2€ - — / 2ue—u2e—21ﬂ'ufcdu — . *I’(J})
oo 2T 2imx 1w

—imx

o) = [

— 0o

donc, comme I'(0) = 0,
Vz € R, I'(z) = —2n%zl(x).

On en déduit, comme 1(0) = /7, que :
VeeR, I(z)=I0e "% =\re ™.

i 7r2n2
— Ainsi, Vn € Z, f(n) = T2, D’aprés la formule de Poisson :
V «

w2n2

Vz € R, Zewmn)? — \/ZZ o= T2 J2imna

nez nez

donc, en x = 0 et avec a = 7t,

vt > 0, Z e = % Z e‘#

neZ nez

" V>0, 8(t) = %9 (1) .
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