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Théorème 1 (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f : R → C de classe C1 telle que f(x) = O
|x|→+∞

(
1
xα

)
et f ′(x) = O

|x|→+∞

(
1
|x|β

)
pour α, β > 1. Alors la série de

fonctions de terme général (f(·+ n))n∈Z converge normalement sur tout compact de R et

∀x ∈ R,
∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx

où, pour tout ξ ∈ R, f̂(ξ) =
ˆ +∞

−∞
f(t)e−2iπξtdt.

B − Montrons que la série de terme général (f(·+n))n∈Z converge normalement sur tout compact de R. Soit M > 0 tel

que pour tout |x| ≥ 1, |f(x)| ≤ M

|x|α
. Alors, pour R > 0, par l’inégalité triangulaire,

∀x ∈ [−R,R],∀|n| > R+ 1, |f(x+ n)| ≤ M

|x+ n|α
≤ M

||n| −R|α
,

qui est le terme général, indépendant de x, d’une série convergente, d’où le résultat.
On en déduit en particulier que la série converge simplement sur R. Notons F sa somme.

− De même, la série de terme général (f ′(· + n))n∈Z converge normalement sur tout compact de R. Alors, d’après le
théorème de dérivation des séries de fonctions, F est de classe C1 sur R.

− Par ailleurs, F est 1-périodique. En effet, pour x ∈ R,

∀N ∈ N,
N∑

n=−N
f(x+ 1 + n) =

N+1∑
n=−N+1

f(x+ n)

d’où, à la limite N → +∞, F (x+ 1) = F (x).
Calculons les coefficients de Fourier de F : pour n ∈ N,

cn(f) =

ˆ 1

0

F (t)e2iπntdt =
cvu

∑
k∈Z

ˆ 1

0

f(t+ k)e2iπntdt

=
∑
k∈Z

ˆ k+1

k

f(t)e2iπntdt =
ˆ +∞

−∞
f(t)e2iπntdt = f̂(n)

car f(x) = O
|x|→+∞

(
1
x2

)
.

− Comme F est de classe C1, sa série de Fourier converge uniformément sur R vers F donc

∀x ∈ R,
∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx.

�
Proposition 2

Soit θ : t ∈ R∗+ 7→
∑
n∈Z

e−πn
2t. θ est bien définie sur R∗+ et

∀t ∈ R∗+, θ(t) =
1√
t
θ

(
1

t

)
.
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B Soit α > 0. On applique la formule sommatoire de Poisson à f : x ∈ R 7→ e−αx
2

. On a :

∀n ∈ Z, f̂(n) =

ˆ +∞

−∞
e−αt

2

e−2iπntdt =
1√
α

ˆ +∞

−∞
e−u

2

e
−2iπ n√

α
udu =

1√
α
I

(
n√
α

)

où l’on a défini I : x ∈ R 7→
ˆ +∞

−∞
e−u

2

e−2iπxudu. Cherchons une équation différentielle satisfaite par I.

− I est de classe C1. En effet,
? ∀x ∈ R, u ∈ R 7→ e−u

2

e−2iπxu ∈ L1
u(R) car e−u

2

∈ L1
u(R),

? ∀u ∈ R, x ∈ R 7→ e−u
2

e−2iπxu ∈ C1(R),
? ∀(u, x) ∈ R2,

∣∣∣e−u2

e−2iπxu
∣∣∣ ≤ e−u2

∈ L1
u(R) indépendant de x,

donc d’après le théorème de dérivation des intégrales à paramètres, I est de classe C1 sur R et

∀x ∈ R, I ′(x) = −2iπ
ˆ +∞

−∞
ue−u

2

e−2iπxudu

− Or, par intégration par parties, pour tout x 6= 0,

I(x) =

[
e−u

2 e−2iπux

−2iπx

]+∞
−∞
− 1

2iπx

ˆ +∞

−∞
2ue−u

2

e−2iπuxdu =
1

2iπx

1

iπ
I ′(x)

donc, comme I ′(0) = 0,
∀x ∈ R, I ′(x) = −2π2xI(x).

On en déduit, comme I(0) =
√
π, que :

∀x ∈ R, I(x) = I(0)e−π
2x2

=
√
πe−π

2x2

.

− Ainsi, ∀n ∈ Z, f̂(n) =
√
π

α
e−

π2n2

α . D’après la formule de Poisson :

∀x ∈ R,
∑
n∈Z

e−α(x+n)
2

=

√
π

α

∑
n∈Z

e−
π2n2

α e2iπnx

donc, en x = 0 et avec α = πt,

∀t > 0,
∑
n∈Z

e−πn
2t =

1√
t

∑
n∈Z

e−
πn2

t

ie.
∀t > 0, θ(t) =

1√
t
θ

(
1

t

)
.

�
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