Méthode du gradient & pas optimal

J.-B. HIRRIAT-URRUTY, Optimisation et analyse convere, EDP Sciences. Exercice 1.9 page 17 pour le lemme 1.
Cours de Thibaut DEHEUVELS (ENS Rennes), pour le théoréme 2.

Recasage : 158, 162, 181, 215, 219, 229, 233, 253.

Lemme 1 (Kantorovitch)

Soit A € ST (R). Pour tout x € R™,
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1 A A
4 - -1 < = \/71 \/7 4
Joll* < (Az,a) (470 0) < 7 (/3232 ) Tl

ol A\y > -+ >\, > 0 sont les valeurs propres de A.

> Par homogénéité, il suffit de montrer le résultat pour ||z|| = 1. De plus, on peut supposer A\; > A, car sinon le résultat
est immédiat.
1 1
— Comme A € ST (R), il existe P € O, (R) telle que ‘PAP = diag(\, ..., \,) = Aet 'PPA™' P = diag (/\, ey /\) =
1 n
A~ Alors,

Vo € R", (Az,2)(A 2, 2) = (A(Px), Px)(A™Y(Px), Pz).

En effectuant le changement de variables x — Pz, il suffit de montrer que

2
. ) 1 /x N

vy eR" lyl =1, 1< (Ayy)(ATlyy) < 5 \/T+\/> .
2 \Vx TV

1
— Soit y € R™. Pour k € [1,n], on note My, le point de coordonnées <)\k, )\). Soit M le barycentre des points My
k

affectés des coefficients y7. Alors M a pour coordonnées

n n 2
(Z A i’“) = ((Ay, ), (A "y, 0)) -
k=1 k=1"F

Tous les M), sont dans I'intersection de I’épigraphe de u + 4" et du demi-plan inférieur délimité par la droite (MyM,,),
qui est convexe, donc M est aussi dans ce domaine. On peut donc borner 'ordonnée de M :

1 ~1 11
= < (AT < —— (A =
<Ay’Ay>_< y7y>_)\1/\n< y7y>+)\1+/\n

d’ou
(Ay, y)(An + M1 — (Ay, )

1< (A AL < )
< (Ay, y) (A "y, y) < W

u(A + Ay — u) ) . AL+ A,
———— = atteint son maximum en u =
AMAn
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1< (A A~! GV ) R (0 USSP DR (O A Y .
< (Ay,y)(Ay,y) < D, 4<AH+A1+) 4< An+ "

Or la fonction u — et on obtient

O

Méthode du gradient a pas optimal On veut minimiser f : z € R" — (Ax,2) — (b,z) ot A € S}, et b € R™. Pour
cela, on se donne xy € R™ et on construit par récurrence la suite (xy)r>0. Supposons zj défini. Alors si dy = =V f(z) =0
alors xj est un minimum et on s’arréte. Sinon, on définit p, I'unique réel positif minimisant ¢ — f(xx 4+ pdy) et on pose
Tht1 = Tk + Prd.

Théoréme 2
A
f a un unique minimum, atteint en z*.. Notons k4 = || 4], HA*IH2 = )\—1 le conditionnement de A. Alors, pour tout
n
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keN,
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—z¥| < —x¥.
Jox =] r( +1> o — 7]

> — Etape 1 : détermination du pas optimal. On a, pour k € N,
f(@r41) = inf f(zk + pdy)
pER
donc <Vf(1‘k+1)7dk> =0 d’ou <dk+17dk> =0et <A({Ek + pdk) — b, dk> =0 ze. <—dk + pAdk, dk> =0 d’ou

il
(Ady, dy)”

— Etape 2 : estimation de Uerreur. On pose e, = x; — z*. On a alors
An llexll? < (Aek, ex) < A flex]|?.
De plus, Aey, = Az, — b — (Ax™ — b) = —dg, pour tout k € N. Alors,

Aegq1, er + prd)

(Aery1, ery1) = (
<A€k+1 , €k>
(
(

Aeg, ex) + pr(Ady, ex)

il (Ady, ex)
(Ady, di) (Aey, er)

Aek,ek> (1 +

I *
- A 1-
k) ( (Ady, dy.) (A Tdy,, dy)

40 Ay
< (Aey, e 1-—
Kantorovitch ook ( )\1 +>\ )
A1 —
< (A
e (B’
Ka—1
< A
< e (27)
Ainsi,
Vk e N (Aey, ex) < ra—l 2k<Ae €o)
ks> €k P 0, €0
d’ott ok
A1 (ka—1 2
k k|2 < 2L ok
when,  fo-af < 3 () oo o)
d’oit le résultat. O

David MicHEL — 2016-2017 2 ENS Rennes — Université Rennes 1



