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Théorème 1

Notons, pour f ∈ S(R),

x
(f)
0 =

ˆ
R
x|f(x)|2dx ξ

(f)
0 =

ˆ
R
ξ|Ff(ξ)|2dξ

V (f) =

ˆ
R
(x− x0)2|f(x)|2dx V (Ff) =

ˆ
R
(ξ − ξ0)2|Ff(ξ)|2dξ.

Soit f ∈ S(R) telle que ‖f‖2 = 1. Alors

V (f)V (Ff) ≥ 1

16π2
.

B −Étape 1 : Réduction au cas x0 = 0, ξ0 = 0. Posons

g : x ∈ R 7→ e−2iπxξ0f(x+ x0).

Alors
∀ξ ∈ R, Fg(ξ) = e2iπx0(ξ+ξ0)Ff(ξ + ξ0).

On a :
|g|2 = |f(·+ x0)|2 |Fg|2 = |Ff(·+ ξ0)|2

d’où l’on déduit que ‖g‖2 = 1 et x(g)0 = 0, ξ(g)0 = 0 et V (f) = V (g), V (Ff) = V (Fg) et

V (g) = ‖x 7→ xg(x)‖22 V (Fg) = ‖ξ 7→ ξFg(ξ)‖22 .

−Étape 2 : Réduction au même espace. On a :

∀ξ ∈ R, Fg′(ξ) = 2iπξFg(ξ)

ie.
∀ξ ∈ R, ξFg(ξ) = 1

2π
F
(
1

i
g′
)
(ξ)

donc
‖ξ 7→ ξFg(ξ)‖2 =

1

2π

∥∥∥∥F (
1

i
g′
)∥∥∥∥

2

=
1

2π

∥∥∥∥1i g′
∥∥∥∥
2

car F est une isométrie sur L2. Il suffit donc de montrer que

∀g ∈ S(R), 1

2π
‖x 7→ xg(x)‖2

∥∥∥∥1i g′
∥∥∥∥
2

≥ 1

4π
‖g‖22 .

−Étape 3 : opérateurs autoadjoints et relation de commutation. Posons

P : g ∈ S(R) 7→ 1

i
g′ ∈ S(R)

Q : g ∈ S(R) 7→ (x 7→ xg(x)) ∈ S(R).
En munissant S(R) du produit scalaire hermitien 〈., .〉 de L2, P et Q sont autoadjoint, et on a

i(P ◦Q−Q ◦ P ) = Id.

Alors, pour g ∈ S(R),
‖g‖22 = 〈g, g〉

= 〈i(P ◦Q−Q ◦ P )g, g〉
= −i (〈Qg, Pg〉 − 〈Pg,Qg〉)
= 2 Im〈Qg, Pg〉
≤ 2 |〈Qg, Pg〉|
≤ 2 ‖Qg‖2 ‖Pg‖2

d’où l’on déduit :
∀g ∈ S(R), 1

2π
‖x 7→ xg(x)‖2

∥∥∥∥1i g′
∥∥∥∥
2

≥ 1

4π
‖g‖22 .
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Exemple : On définit, pour a > 0,
f : x ∈ R 7→ ce−ax

2

où c =
( π
2a

)−1/4
. Alors

V (f) =
1

4a
et V (Ff) = a

4π2

donc
V (f)V (Ff) = 1

16π2
.

Les gaussiennes réalisent au mieux l’inégalité d’Heisenberg.
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