Invariants de similitude
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Théoréme 1
Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (FE). 1l existe une unique famille (P, ..., P,) de polynémes
unitaires telle que P,.|...|P; et une famille de sous-espaces vectoriels F1, ..., E, de E stables par u telles que E =

Ei®---® E, et pour tout 1 <1 <r, ug, est cyclique de polynéme minimal P;.

> On admet le résultat suivant.
Lemme 2

Soit u € Z(E). 1l existe x € E tel que my 4 = Ty, OU Ty 5 €st le générateur unitaire de I'idéal { P € K[X], P(u)(x) = 0}.

Existence : Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et u € Z(E). Soit x € E tel que m,, = m,. Alors, le
sous-espace vectoriel '
F = Vect{u'(z), i € N} = Vect(x, u(z),...,u" (),

ot d = degm,, est stable par u et ug est cyclique de polynéme minimal 7.
Montrons que F' admet un sous-espace vectoriel stable. On procéde par dualité en considérant ¢ € E* telle que
o(u'(z)) = 6;q_1 et en posant
® = Vect{"u'(p), i € N}.

Montrons que G = ®° = {y € E, Vi) € ®, ¥(y) = 0} est un supplémentaire stable de F.
* G est stable par u car si y € G, pour tout ¢ € ¥,

lu(y)) = "u(@)y =0
ey

donc u(y) € G.
* FNG = {0} car si y € FNG, on peut écrire y = apx + - - + ag_1u? 1 (2) de sorte que 0 = ¢(y) = aq_; puis,
0 ="u(p)y = ag_2 = 0 et, par récurrence, a; = 0 pour tout 0 <i < d — 1.
* Il suffit donc de montrer que dim F' 4+ dim G = n. Comme dim G = dim F — dim &, il suffit de montrer que
dim ® = dim F.
De l'égalite F NG = {0}, on déduit dim F + dimG = dim(F + G) < n d’ou dim® > dim F. De plus, si ¢ € N,
Lul(p) = p(u?), donc la famille (¢, ‘u(p),. .., ‘w1 (¢)) engendre ® et dim® < d = dim F (par définition de 7, ). Ainsi,
dim ® = dim F.

On conclut par récurrence sur la dimension de F.

Unicité : Supposons par l'absurde que @1, ..., Q soit une autre famille de polynomes telle que Q| ... Q1 et telle qu’il
existe F1,..., Fy des sous-espaces stables par u tels que £ = Fy @ --- @ Fy et up, est cyclique de polyndéme minimal Q.
On a P, = Q; = 7, donc on peut considérer i = min{i € N, P, # Q;}. On a

et

Piw)(E) = D P.)(F))

Pour j <, ug, et up; sont cycliques de polynéme minimal P; = @; donc semblables a la matrice compagnon Cp,. On en
déduit que dim P;(u)(E;) = dim P;(u)(F;). Alors, en comparant les dimensions dans les égalités précédentes, on obtient
Vi < j <s, P;(u)(F;) =0. Ainsi, pour j =4, Q;|P;. Par symétrie, on en déduit que P; = Q; : absurde.
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