Polynomes irréductibles sur I,

S. FraNciou, H. GIANELLA, Ezercices de mathématiques pour l’agrégation : Algébre 1, Masson. Exercice 5.10 page 189.
Recasage : 121, 123, 125, 141, 144, 190.

Théoréme 1

Pour n € N*, on note A(n,q) l'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de degré n dans Fy[X] et I(n,q) son

cardinal. On a : 1
n
Ho) = 23w (M) o
(1, q) n;u 7)1

> — Etape 1 : Montrons que X" X = H H P.
dln P€A(d,q)
* Soient un diviseur d de n et P € A(d, q). Soit  une racine de P et K = F,(z) un corps de rupture de P. Comme
P est irréductible, [K : ;] = deg(P) = d donc, par unicité des corps finis, K = F,a. On en déduit en particulier que

d .
2% = 1. Mais alors, comme d|n,

n

d
20" = plahd = (ﬂch)(q " =@ ooy

par récurrence, donc x est racine de X 4" _ X. Comme P est irréductible sur Iy, il est & racine simple sur toute extension
de F, (les corps finis sont parfaits). On a donc montré que P|X9 — X.

* Soit P un facteur irréductible de X9 — X et notons d son degré. Comme X9 — X est scindé dans Fyn, on peut
considérer une racine x € Fgn de P. Alors, K = Fy(z) est un corps intermédiaire entre Fy et Fyn donc

[Fgn : K] [K :Fg] = [Fgn : Fg] =n
d

donc d|n. De plus, comme les racines de X 4" _ X sont simples, ses facteurs irréductibles ont une multiplicité égale a 1.
Comme X? — X est unitaire, on a donc montré que

x"-x=[] [] P

d|n peA(d,q)

— FEtape 2 : Inversion de Mdébius. En considérant les degrés dans ’égalité précédente, on obtient :
¢" =Y _dI(p,q)
d|n
donc, par la formule d’inversion de M&bius :

ni(n.q)=> n(%)q"
dn

d’ou le résultat. 0O

q"+rn ny g
Remarque : Notons I(n,q) = avec r, = g 1 (7) q®. Alors,
n

d
d|n
d<n
a_ 921 -1
ral <D0 = i
d=1
On en déduit :
delnglaln
x |ry| < 1 < 7 = 2qL5J < ¢" donc pour tout n > 1, I(n,q) > 0 : il existe donc des polynomes irréduc-
q- 2
tibles sur IF, de tout degré.
qL%J +1 qn

* || <

— o(¢") done I(n,q) ~ =

n—+oco N ’
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Lemme 2 (Inversion de Mdbius)

Soitg:nEN*HZf(d). On a:

d|n

fo) =Y n(5) o) =Y u@yg ()
din

dln

L

> — Etape 1 : Montrons que Z pu(d) = 61 . Sin =1, le résultat est évident. Supposons n > 1 et notons n = p{* -+ - p¢
d|n

avec a; > 1 et p; premiers distincts. Si d|n, on a p(d) # 0 si et seulement si d est sans facteurs carrés ie. d = p;, -+ i, -+ - Py,

avec i1, ..., 1 distincts. Alors,

p(d) = 1(pi) + > plpips) + -+ p(p1 - pr)
- Z (T;) (-1)i=(1-1)"=0

— Conclusion. On en déduit que

Soug (%) = Y udfd) =Y wdf(d)

din dln d'|z dd'|n
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