Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux
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Exercice 4.33 page 156.

Recasage : 190, 230.

Proposition 1

Pour n € N*, on note r,, la probabilité que deux entiers choisis au hasard dans [1, n]]2 soient premiers entre eux. On
a:
6

Tn — -
n—+oo T

. ) 1 & niz .
— Etape 1 : Montrons que pour tout n € N*, r, = - ;u(d) LEJ , ol

1 sid=1
Vde N pu(d)=4¢ 0 si d a un facteur carré
(=% sid=rp;...pr avec les p; premiers distincts.

Card A4,
n?
nombres premiers distincts dans [1,n]. Pour i € {1,...,k}, notons U; = {(a,b) € [1,n]?, pi|a et p;|b}. On a :

w=(0e)

k
Card 4,, = n?> — Card (U Ui> .

i=1

Soit n € N*. On note A,, = {(a,b) € [1,n]? a Ab= 1} de sorte que r,, = Soit {p1,...,pr} I'ensemble des

donc

On utilise la formule du crible :

Lemme 2
Soient Uy, . ..,Uy des ensembles finis. On a :
k
Card <U Ui> = > ()" Card (ﬂ U,-) :
i=1 DAIC[1,k] i€l

Pour I = {i1,...,i} C[1,k],on a:
n 2
Card m U; | = Card{(a, b) € [1,n]?, ps, - pila et piy ~~~pie|b} = {J )
Ainsi,

2
Card 4, = n?-— e Pl
2. (1 o

{1, }C[1,k] Piy -

On a donc montré que

David MicHEL — 2016-2017 1 ENS Rennes — Université Rennes 1



1 .
—. Considérons

p 1 |1n |2
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Etape 2 : Exploitons ’équivalent 2 LdJ W

Pour tout 1 <d <n, on a L%J > % — 1 d’ou 'on déduit

n2 nd n2ld az —
Alors,
" u(d) /2 1 2e-1 1 Inn
" az | - (nd+n2 nzd+n n—too \ N
d=1 d=1 d=1
d
grace a ’équivalent des sommes partielles de la série harmonique. Comme la série Z % converge absolument,
d>1
+
. = p(d)
" n—+o0o d2 ’
d=1

+oo “+o0
. d 1
— FEtape 3 : Il ne reste plus qu’a montrer que (Z L )> <Z ) = 1. Les deux séries convergeant absolument, la

d? n2
d=1
1(d)

(nd)? (n,d)eN?

n=1

famille est sommable. Alors,

+o0 +oo +oo +oo

p(d) 1) _ p(d) pld) 1

() (Eh)- & -5 s

d=1 n=1 (n,d)eN2 p=1 d|p p=1 d|p

Montrons que, pour n € N*, Zu(d) = d1. Pour n =1, c’est vrai. Soit n > 2. On écrit n = p{* ---p* avec ay > 1 pour
d|n

tout 1 < ¢ < ket py,...,p, des nombres premiers distincts. Pour d|n, u(d) # 0 si et seulement si d = p;, - - - p;, et dans ce

cas p(d) = (—1)°. Pour un £ € {1,...,k} fixé, il y a (?) tels choix de d. Ainsi,

d|n =1
Ainsi,
“+o0 +oo
p(d) Zi 1
d? n2 |
d=1 n=1
d’ou
. 6
lim r, = 5
n—-+o0o
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