Réduction de Jordan pour les endomorphismes nilpotents
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Théoréme 1

Soit u € L(FE) un endomorphisme nilpotent. Il existe une base B de E et des entiers ki, ..., k. € N* tels que :
Tk, 0
Matp(u) = .
0 Jk.,
ou
0 1 0 0
Jki = 0 € Mki (R)
1
0 . 0

> Notons r € N* I'indice de nilpotence de u,ie. u" ' # 0 et u” = 0. Pour 1 < i < r, notons F; = Ker(u").
— Etape 1 : Noyauz itérés Montrons que V1 < i <r, u(F;) C F;_; et
{(0}=FRCF C---CF, =E.

Pour tout 1 < i < retx € Fj, ona 0 =u'(z) = v "(u(x)) donc u(z) € Fi_1. De plus, v’ (z) = u(u'(z)) = 0 donc
z € Fiy1. Enfin, si Fi1y = F, alors, si # € Fiyp, on a v'™(z) = 0 donc u(z) € Fpq = F; donc @ € Fy41. Ainsi,
F; 15 C Fi41, donc Fi1o = F;. On en déduit que E = F,. = F; donc u* = 0 ie. i = r, par définition de r.

— Etape 2 : Construction d’une décomposition de E. Soit G, un supplémentaire de F,_; dans F, :
F. =G ®F._;.
D’aprés ce qui précéde, on a u(G,) C u(F,) C F._1 et méme u,q, est injective. En effet,
(Keru)NG, = F1 NG, C F._1 NG, ={0}.

Par ailleurs, u(G,) N Fr_o = {0}. En effet, si y € u(G,) N F_y, y = u(x) pour € G, et 0 = u" %(y) = u" () donc
z € G, NF,._1 ={0} donc y = 0.
Ainsi, u(G,) ® Fr1o C F._; donc il existe un sous-espace vectoriel H,_; de F,._; tel que w(G,) ® Hy_1 ®F,_o = F._;.
—_————

Gro1
On a donc construit G, G,_1, H-_1 tels que

F. =G, & F._q, Gr—1=u(G,)® H,_q, u,q, : G — G,_1 injective.

Par récurrence descendante, on construit de méme des sous-espaces vectoriel de F, G1,...,G,, Hy,..., H,_1 tels que :
(V1<i<r, F;=G;®F;_;

(i19) V1 < i <7 —1, uiq,,, : Gig1 — G; est injective.

En particulier, Gy = F; = Keru et £ = F,. = @ G;.
i=1
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— Conclusion. A partir d’une base e1, . ..
que l'on peut compléter en une base de G;_1. On construit ainsi le tableau suivant.

, €k de G; on obtient une famille libre de G;_1 en considérant (u(eq, ...

G, Bl ces B i

(Fr-1 wleen) ... ulers) 1.1 . Brla |

Frn wlenq) || wilen) e, i) . 71 (R Ep_a

Gy " Il:er.._|} v JuT e 1 | T "ﬁl:r', ) 1 P e )| u" 'l::r', 31)

En lisant le tableau de bas en haut, de gauche a droite, on obtient une base (eq, ...
e; n’est pas sur la derniére ligne et u(e;) = 0 sinon. On obtient bien des blocs de Jordan.

Remarque : Si n, est le nombre de blocs de taille 1 <p < r, on a

np = 2dim F), — dim Fj,_; — dim Fj,44.
En effet, si p <, on a n, = dim H, et

Fp=Gp® Fp Gp = u(Gpy1) ® Hy Fpp1=Gp1 © Fp

donc, comme u, g est injective,

p+1

dim F,, = dim G, 4+ dim F},_;
dim G}, = dim Gp41 + dim H,
dim Fp41 = dim Gpqq + dim F),

d’oul le résultat.
Si p=r,onan, = dlmGr =n — dimFT_l,

suler))),

T 5
= | ...|!.|_;,

,en) de E telle que u(e;) = e;_1 si
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