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Théorème 1

Soit K un corps. Pour x1, . . . , xn ∈ K et k ∈ N on note Sk =

n∑
j=1

xkj la k-ième somme de Newton. Si σ1, . . . , σn sont

les fonctions symétriques élémentaires en x1, . . . , xn et σ0 = 1, on a :

∀k ∈ J0, nK, Sk − σ1Sk−1 + · · ·+ (−1)k−1σk−1S1 + (−1)kkσk = 0.

B Notons P =

n∏
i=1

(X − xi) de sorte que P =

n∑
k=0

(−1)kσkXn−k. Pour tout i ∈ J1, nK, on a :

XP

X − xi
=

P

1− xi

X

=

(
n∑

k=0

(−1)kσkXn−k

)( ∞∑
k=0

xki
Xk

)

=

n∑
k=0

 k∑
j=0

(−1)jσjXn−j x
k−j
i

Xk−j



=

n∑
k=0

 k∑
j=0

(−1)jσjxk−ji

Xn−k

donc

XP ′ =

n∑
i=1

XP

X − xi
=

n∑
k=0

 k∑
j=0

(−1)jσjSk−j

Xn−k.

Or

XP ′ =

n−1∑
k=0

(−1)kσk(n− k)Xn−k

donc par unicité de l’écriture de XP ′ dans la base canonique,

∀k ∈ J0, n− 1K,
k∑

j=0

(−1)jσjSk−j = (−1)kσk(n− k)

ie.

∀k ∈ J0, n− 1K,
k−1∑
j=0

(−1)jσjSk−j + (−1)kσkS0 = (−1)kσk(n− k)

d’où

∀k ∈ J0, n− 1K,
k−1∑
j=0

(−1)kσkSk−j + (−1)kkσk

De plus, des deux écritures de XP ′ on déduit également

n∑
j=0

(−1)jσjSn−j = 0,

ce qu’il fallait démontrer puisque S0 = n. �
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Proposition 2

Soit A ∈Mn(C). On définit A0 = A et

∀k ∈ N, Ak+1 = A

(
Ak −

Tr(Ak)

k + 1
In

)
.

Alors

χA = (−1)n
(
Xn −

n∑
k=1

Tr(Ak−1)

k
Xn−k

)
.

B Notons λ1, . . . , λn les valeurs propres de A, σ1, . . . , σn les fonctions symétriques élémentaires et S0 = n, S1, . . . , Sn les
sommes de Newton associées.

− Étape 1 : Montrons par récurrence sur k ∈ J0, n−1K que Ak = Ak+1−
k−1∑
i=0

Tr(Ai)

i+ 1
Ak−i et Tr(Ak) = (−1)k(k+1)σk+1.

? k = 0 : ok.

? Soit k ∈ J0, n− 2K tel que le résultat est vrai. Par hypothèse de récurrence, on a :

Ak+1 = Ak+2 −
k−1∑
i=0

Tr(Ai)

i+ 1
Ak+1−i − Tr(Ak)

k + 1
A = Ak+2 −

k∑
i=0

Tr(Ai)

i+ 1
Ak+1−i

et

Tr(Ak+1) = Tr(Ak+2)−
k∑

i=0

Tr(Ai) Tr(A
k+1−i)

i+ 1

=
HR

Sk+2 −
k∑

i=0

(−1)iσi+1Sk+1−i

= Sk+2 − σ1Sk+2 + · · ·+ (−1)k+1σk+1S1

=
Newton

(−1)k+1(k + 2)σk+2

− Conclusion. On en déduit que

χA = (−1)nXn +

n∑
k=1

(−1)n−kσkXn−k = (−1)n
(
Xn −

n∑
k=1

Tr(Ak−1)

k
Xn−k

)
.
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