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Recasage : 142, 144.

Théoréme 1

n
Soit K un corps. Pour x1,...,x, € K et kK € N on note S, = E x;“ la k-iéme somme de Newton. Si o1, ...,0, sont
Jj=1
les fonctions symétriques élémentaires en x1,...,x, et 09 =1, on a :

Vk € [[O,n]], S —o1Sk_1+---+ (—1)’6710]6,151 + (—1)k/€0'k =0.

> Notons P = H(X —z;) de sorte que P = Z(—l)kakX”*k. Pour tout ¢ € [1,n], on a :

i=1 k=0
XP P - — zk
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X — 11— (Z( ) o )(Zxk>
k=0 k=0
n k ' . xk_j
- Z Z(_l)]Uan_] Xlkfj
k=0 \ j=0
n k ) .
- 3 (et | e
k=0 \ j=0
donc
n n k
XpP ; ne
XP' = e Z(—1)Jajsk_j X"k,
i=1 k=0 \j=0
Or
n—1
XP' =) (-1)for(n— k)X "
k=0
donc par unicité de 1’écriture de X P’ dans la base canonique,
k .
VEe[o,n—1], > (=1)0;Sk—; = (~D)For(n — k)
j=0
ze.
k—1 4
VeEe[o,n—1], Y (-1)0;Sk—; + (=1 orSo = (—1)For(n — k)
j=0
d’on
k—1
VEe[0,n—1], > (=1)*orSk—; + (1) koy
j=0
De plus, des deux écritures de X P’ on déduit également
> (~1)0;8,-; =0,
j=0
ce qu'il fallait démontrer puisque Sy = n. g
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Proposition 2
Soit A € M,,(C). On définit Ag = A et

VkeN, Apa=A (Ak - Tr(Ak)In> .

k+1
Alors
n
Tr(Ar—1) o
n n n
= e (- 3 T
k=1
> Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de A, 01,...,0, les fonctions symétriques élémentaires et S = n, S1,...,.5, les

sommes de Newton associées.

k—1
. Tr(A; .
— Etape 1 : Montrons par récurrence sur k € [0,n—1] que Ay = A*! — E %Ak_l et Tr(Ag) = (—1)*(k+1)op1.
i=0

* k=0 ":ok.

* Soit k € [0,n — 2] tel que le résultat est vrai. Par hypothése de récurrence, on a :

k—1 k
Tr(4;) _; Tr(Ag) Tr(4;) _
A _ Ak+2 _ Ak-i-l i A= Ak+2 _ Ak-l—l i
i ; i+ 1 k41 ; i1
et .
Tr(A;) Tr(Ak+1—7
Tr(Ak+1) _ Tr<Ak+2) _ Z ( )Z +(1 )
i=0
k .
= Sky2 — ;(—1)102‘“5“14
= Sk+2 *015k+2+"'+ (*1)k+10'k+151
Nemoon (=)™ (k +2)ok42

— Conclusion. On en déduit que

Xa = (=1)"X"+ Zn:(—l)”"“okX"—k = (-1)" (X" - 2": Tf(fltk—l)xn_k> .
k=1

k=1
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