Table de G,
Recasage : 161, 183.

— Etape 1 : classes de conjugaison. Il y a cinq classes de conjugaison, déterminées par le type de la permutation :
— {Id} : un élément

4) = 6 éléments

— les transpositions : (2

— les 3-cycles : (4> x 2 = 8 éléments

3
— les 4-cycles : 4! x — = 6 éléments
1
— les doubles transpositions : (;L) X 3= 3 éléments.

Il y a donc cing caractéres irréductibles.

— E’tape 2 : premiers caractéres irréductibles. On connait deux caractéres de degré 1 : xiyiyv et Xe-

(Id); | (12)s | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
Ye 1 1 1 1 1

— FEtape 3 : isométries du tétraédre régulier. Notons T un tétraédre régulier centré en I'origine. Notons e, s, e3, ey les

sommets. On définit un morphisme de groupes
Gy — Is(T)
p: T —- T
o = u:
e; €o(4)

© est bien définie car T est régulier et (eq, eq, e3,e4) est un repére affine. De plus, o € Ker ¢ < Vi, 0(i) =i < ¢ = Id donc
 est injective. Enfin, ¢ est surjective puisqu’une isométrie envoie un sommet sur un sommet. Donc ¢ est un isomorphisme.

On a donc ¢ : &4 — Is(T) € O(R?) < GL(C?) donc ¢ induit une représentation de degré 3. Le caractére y3 associé
est Vo € &4, x3(0) = Tr(¢(c)). On effectue les calculs dans la base (e, es, e3) sachant que e = —e; — e —e3. On a :

Mat ¢((12)) = 0 donc  x3((12)) =1

0 donc  x3((123)) =0

_ o O o O =
—_

Mat ¢((123)) = (
0
10 —1 donc  x3((1234)) = —1
0

Mat ¢((1234)) = (

donc  x3((12)(34)) = —1.

oo
|
—_

0
Mat o((12)(34)) = (1
0

De plus, x3 est irréductible car

1 1
(X3, X3) = 1S4l Z Ix3(0)]> = 2 (B +6x124+6x (-1)> +3x (-1)?) =1.

ceS,

On compléte donc la table.

(Id)1 | (12)¢ | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
v. | 1 | =1 1 ] 1
= | 3 1 0 =] 1
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— FEtape 4 : construction d’une nouvelle représentation. Considérons la représentation W = Homc(V3,V.). On a
Xw = Xaxe = (3,—1,0,1,—1) donc xw est un nouveau caractére. De plus, il est irréductible car {(xw,xw) = 1. On
compléte donc la table :

(Id); | (12)6 | (123)s | (1234)¢ | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
v | 1 | =1 1 1 1
v | 3 1 0 1 1
w | 3 | -1 0 1 1

— FEtape 5 : relations d’orthogonalité. Soit x le dernier caractére irréductible. On a :
24 = |64] = xuiv (1) + X (Id)? + x3(Id)? + xw (1d) + x(1d)* = 20 + x(Id)?
donc x est de degré 2. De plus, grace a

VoeG\{Id}, 0= Y X (Id)x (o),

x €Elrr(Sy4)
on obtient x = (2,0,—1,0,2) d’ou la table
(Id); | (12)6 | (123)s | (1234)6 | (12)(34)3
Xtriv 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 -1 1
Y | 2 1 0 2
s | 3 1 0 ) )
Yw | 3 | -1 0 1 1

Remarque : Les sous-groupes distingués de &4 sont les m Ker y ot Ker(x) = {o € &*, x(¢) = x(Id)}. On obtient
x€Irr(Sy)
que les sous-groupes distingués sont

{Id}, ((12)(34)), s, G4
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