Théoréme central limite
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Théoréme 1

n
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées dans L? avec S, = ZX“ m =
=1

E[X1] et 0* = Var(X;) > 0. Alors
S, —nm

N(0,1).

no—Z n—-+oo

>  Quitte & considérer on peut supposer m = 0 et 0 = 1. Gréace au théoréme de Paul Lévy, il suffit de montrer

que, si X ~ N(0,1),
VEER, s, (1) ox(®).

n—-+o00

Or

Lemme 2

Si X ~N(0,1), Vt €R, ox(t) =e /2

: Y R R
> Pour tout t € R, on a @x(t) = E[¢™X!] = —/ ez e “'dx d’aprés le théoréme de transfert. Or

V2r J s
_VteR, 2 €Rm e T e LY(R)
—VzeR, teR— e_ﬁe”t est de classe C!
— V(t,z) € R?, ’e‘§ime”t

donc d’aprés le théoréme de dérivation, ¢x est de classe C' sur R et

22
= |z|e” 7 intégrable et indépendant de ¢

it e —% 1xtdt
- xre (& .
V21 J

VteR, (b

Par intégration par parties, on a donc, pour t € R,

it 2 ot (it)2 [T 2
O (t) = ! {76776”31 +(Z)/ e~ Tedr = —t2px(t).

Ver Vor

On en déduit que
vVt e R, ox(t) =¢px(0)e” 2 = 7.
|

Notons ¢ = px,. Comme X; € L?, le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres permet de monter que ¢ est

de classe C? et
¢'(0)=E[iX]=0 ¢"(0) =E[-X?] = -1

De plus, comme les X; sont indépendantes,
L Sn n itXp, t \"
(t):E[enﬁ]: E[eﬁ}:gp<) .
1 i

Or ¢ est de classe C? donc d’aprés la théoréme de Taylor-Young,

2

g

4 (%) = p(0) + =@ (0) + T O+ =1 - 5

avec €, — 0. Alinsi,
n—-+oo
2 e\”
VEER, s, () = (1—+5> .

11 suffit donc de montrer le lemme suivant :
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Lemme 3

Soit (zy,) € CN convergeant vers z € C. Alors

> Pour tout n € N, on a :

k=0 k=0 k=0
avec L
1 nn—1)---(n—k+1
— <1 — ( ) ( )) sik<n
k! nk
Gn k. =
1
T sik>n
Comme a,, > 0, on a :
Zp\ " =
e’n — (1 + ;n) < Zan7k|zn|
k=0
n
< elznl — (1= M
- n
< e\zn\ _ enln(lf%)
2
< el#nl — e‘z"‘*lzfﬁ‘

ln(1+x)217%

z( Zn2)
< el 1 —e 2n

2
< e‘Z"LZ"| )
er>z+1 2n
Ainsi,
z Zj " z Zn |zn||zn|2
e —(1+ < e —e| + el —— ——— 0
n 2’[’L n——+oo
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