Théoréme des extrema liés

Emmanuel Hebey, Introduction a l’analyse non linéaire sur les variétés, Diderot Editeur Arts Sciences. Paragraphe
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Recasage : 159, 214, 219.

Théoréme 1
Soient (E, ||.||) un espace de Banach, 2 un ouvert de E, f : 2 — R une fonction différentiable sur 2, et ® : Q@ — R" de

classe C' sur Q de composantes ®1,. .., ®,,. Soit a € R™ tel que ' (a) # (). Sizg € R™ est tel que f(xo) = gli{l( )f(x)
xedP*(a

et D®(xy) € Z(E,R"™) est surjective, alors il existe A1, ..., A\, € R tels que

>  Comme dim (E/Ker D®(xp)) = rg D®(z9) = n, il existe un sous-espace vectoriel F' de dimension n tel queE =
Ker D®(xg) @ F. Notons x la restriction de D®(x¢) a F, de sorte que x réalise un isomorphisme de F' sur R".

— Montrons que (D®1(zo),. .., D®,(xo)) forme une base de F*. Comme dim F* = dim F' = n, il suffit de vérifier que
la famille est libre. Soient Ay, ..., A, € R tel que A\ D®q(xg) + - -+ + Ay DP,, (x0) = 0. Comme Im DP(zy) = R", en notant
(e1,...,en) la base canonique, il existe x1,...,z, € E tels que D®(xo)x; = e;, Vi, c’est-a-dire D®y(x9) = dx; pour tout
k,i. On obtient donc A; = 0 pour tout 3.

— Comme Df(x0)|p € F*, il existe A1,..., A, € R tels que
Vo € F, Df(zo)x = M DP1(xo)x + -+ + A DOy (x0) . (%)

11 faut maintenant montrer que Ker D®(z¢) C Ker D f(zo).

— Pour x dans un voisinage de 0, on pose ¥(z) = ®(xg + x) — a de sorte que ®(0) = 0 et DU(0) = DP(x(). Notons
I1; la projection E — Ker D®(x et posons h = x ! o1 + 71 sur un voisinage de 0. h est de classe C! et

Dh(0) = D(x 1) ((0)) o DT(0) +1I; = x ! o D® () + I} = Idp.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe des voisinages U; et Uy de 0 tels que h réalise un C*-difféomorphisme de
U, sur Us.

Soit Iy la projection E — F. On a Tlyoh = x ! ot donc y oIy 0 h = W. De plus, comme DW¥(0) = D®(z() = x oI,
ona DU(0)oh=U.

— Soit v € Ker D® (). Soient € > 0 et 1 : t €] —¢, e[ tv. Pour € > 0 suffisamment petit, v1(] —¢,€[) C UaNDP(zo).
Posons alors 75 = h ' ov;. Ona Woryy = DVU(0) oy; = 0. En posant 3 = xg + 72, on en déduit que 73 est tracé dans
& 1(a). On a v3(0) = zg et 74(0) = 74(0) = DA~ (0)v = Dh(0)v = v. Comme f o~z atteint en 0 son minimum sur | —¢, €[,
(fov3) (0) =0 ie. Df(xg)v =0, d’ot le résultat.

— (%), E=Ker D¢(zp) @ F et Ker D®(z¢) C Df(xg) permettent de conclure. O
Proposition 2

Soit @ une forme quadratique définie positive de matrice dans la base canonique A. On note & = {z € R", Q(z) = 1}
Pellipsoide associé. La fonction ||.||* atteint :

— son maximum global sur lellipsoide N en les vecteurs a € & N Ejy,,
1

1
— son minimum global sur ellipsoide — en les vecteurs b € & N E ,

ou0 < A <--- <\, sont les valeurs propresnde A.

> OnaVaz,heR" DQ(x)h = 2(h, Az) donc la forme linéaire DQ(x) n’est pas nulle pour z € &. Comme f : z — |z|°
est de classe Ct, d’aprés le théoréme des extrema liés, si a € & réalise un extremum de f sur & alors il existe A € R tel que

VheR",  (h, 2a) = A(h,2Aa)

1 1
ie. a = Ma et, f(a) = 'aa = M\Q(a) = \. Ainsi, a doit étre vecteur propre de norme —= associé a la valeur propre " de A.
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Changeons de base orthonormée : on introduit les coordonnées telles que

Qz) = Z Niz? et flx) = fo
k=1 k=0

ou 0 < A\ <--- <\, sont les valeurs propres de A. On a :

donc 1 .
Ve €& — < < —.
veé, < fl)<+
1
Ainsi, le maximum global ~ est atteint en les a € & N E), et le minimum global en tout b € & N E) .
1

1
Si A €]A, A, et a € £NE),, alors f(a) = " n’est pas un extremum global. O
J

David MicHEL — 2016-2017 2 ENS Rennes — Université Rennes 1



