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Théorème 1

Soient (E, ‖.‖) un espace de Banach, Ω un ouvert de E, f : Ω→ R une fonction différentiable sur Ω, et Φ : Ω→ Rn de
classe C1 sur Ω de composantes Φ1, . . . ,Φn. Soit a ∈ Rn tel que Φ−1(a) 6= ∅. Si x0 ∈ Rn est tel que f(x0) = min

x∈Φ−1(a)
f(x)

et DΦ(x0) ∈ L (E,Rn) est surjective, alors il existe λ1, . . . , λn ∈ R tels que

Df(x0) = λ1DΦ1(x0) + · · ·+ λnDΦn(x0).

B Comme dim (E/KerDΦ(x0)) = rgDΦ(x0) = n, il existe un sous-espace vectoriel F de dimension n tel queE =
KerDΦ(x0)⊕ F . Notons χ la restriction de DΦ(x0) à F , de sorte que χ réalise un isomorphisme de F sur Rn.
− Montrons que (DΦ1(x0), . . . , DΦn(x0)) forme une base de F ∗. Comme dimF ∗ = dimF = n, il suffit de vérifier que

la famille est libre. Soient λ1, . . . , λn ∈ R tel que λ1DΦ1(x0) + · · ·+ λnDΦn(x0) = 0. Comme ImDΦ(x0) = Rn, en notant
(e1, . . . , en) la base canonique, il existe x1, . . . , xn ∈ E tels que DΦ(x0)xi = ei, ∀i, c’est-à-dire DΦk(x0) = δki pour tout
k, i. On obtient donc λi = 0 pour tout i.

− Comme Df(x0) F ∈ F
∗, il existe λ1, . . . , λn ∈ R tels que

∀x ∈ F, Df(x0)x = λ1DΦ1(x0)x+ · · ·+ λnDΦn(x0)x. (∗)

Il faut maintenant montrer que KerDΦ(x0) ⊂ KerDf(x0).

− Pour x dans un voisinage de 0, on pose Ψ(x) = Φ(x0 + x) − a de sorte que Φ(0) = 0 et DΨ(0) = DΦ(x0). Notons
Π1 la projection E → KerDΦ(x0 et posons h = χ−1 ◦ ψ + π1 sur un voisinage de 0. h est de classe C1 et

Dh(0) = D(χ−1)(ψ(0)) ◦DΨ(0) + Π1 = χ−1 ◦DΦ(x0) + Π1 = IdE .

D’après le théorème d’inversion locale, il existe des voisinages U1 et U2 de 0 tels que h réalise un C1-difféomorphisme de
U1 sur U2.

Soit Π2 la projection E → F . On a Π2 ◦ h = χ−1 ◦ψ donc χ ◦Π2 ◦ h = Ψ. De plus, comme DΨ(0) = DΦ(x0) = χ ◦Π2,
on a DΨ(0) ◦ h = Ψ.

− Soit v ∈ KerDΦ(x0). Soient ε > 0 et γ1 : t ∈]−ε, ε[7→ tv. Pour ε > 0 suffisamment petit, γ1(]−ε, ε[) ⊂ U2∩DΦ(x0).
Posons alors γ2 = h−1 ◦ γ1. On a Ψ ◦ γ2 = DΨ(0) ◦ γ1 = 0. En posant γ3 = x0 + γ2, on en déduit que γ3 est tracé dans
Φ−1(a). On a γ3(0) = x0 et γ′3(0) = γ′2(0) = Dh−1(0)v = Dh(0)v = v. Comme f ◦γ3 atteint en 0 son minimum sur ]−ε, ε[,
(f ◦ γ3)′(0) = 0 ie. Df(x0)v = 0, d’où le résultat.

− (∗), E = KerDφ(x0)⊕ F et KerDΦ(x0) ⊂ Df(x0) permettent de conclure. �

Proposition 2

Soit Q une forme quadratique définie positive de matrice dans la base canonique A. On note E = {x ∈ Rn, Q(x) = 1}
l’ellipsoïde associé. La fonction ‖.‖2 atteint :

— son maximum global sur l’ellipsoïde
1

λ1
en les vecteurs a ∈ E ∩ Eλ1

,

— son minimum global sur l’ellipsoïde
1

λn
en les vecteurs b ∈ E ∩ Eλn

,

où 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn sont les valeurs propres de A.

B On a ∀x, h ∈ Rn, DQ(x)h = 2〈h,Ax〉 donc la forme linéaire DQ(x) n’est pas nulle pour x ∈ E . Comme f : x 7→ ‖x‖2
est de classe C1, d’après le théorème des extrema liés, si a ∈ E réalise un extremum de f sur E alors il existe λ ∈ R tel que

∀h ∈ Rn, 〈h, 2a〉 = λ〈h, 2Aa〉

ie. a = λAa et, f(a) = taa = λQ(a) = λ. Ainsi, a doit être vecteur propre de norme
1√
λ
associé à la valeur propre

1

λ
de A.
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Changeons de base orthonormée : on introduit les coordonnées telles que

Q(x) =

n∑
k=1

λix
2
i et f(x) =

n∑
k=0

x2
i

où 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn sont les valeurs propres de A. On a :

∀x ∈ Rn, λ1f(x) ≤ Q(x) ≤ λnf(x)

donc
∀x ∈ E ,

1

λn
≤ f(x) ≤ 1

λ1
.

Ainsi, le maximum global
1

λ1
est atteint en les a ∈ E ∩ Eλ1

et le minimum global en tout b ∈ E ∩ Eλn
.

Si λj ∈]λ1, λn[, et a ∈ E ∩ Eλj , alors f(a) =
1

λj
n’est pas un extremum global. �
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