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Théoréme 1

Soit P € Z[X] unitaire dont les racines complexes sont de module inférieur ou égal a 1. On suppose que P(0) # 0.
Alors les racines de P sont des racines de I'unité.

> Notons 2, ensemble des polyndmes unitaires de Z[X], de degré n, dont les racines sont de module inférieur ou égal a 1.

— Etape 1 : Montrons que €, est fini. Soit P € Q,,. Notons 21, ..., z, ses racines et o1, ..., o, les fonctions symétriques
élémentaires associées. Pour tout k € [1,n], on a oy, € Z et, comme |z1|,...,|zn] <1,

okl =| > Hzig#{le‘ﬁ(ﬂl,nﬂ),#fk}<Z).
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L’ensemble des (01,)1<k<n est donc fini. Comme tout P € Q,, s’écrit P = X" — g X" ' +---+(~1)"0,, on en déduit que
Oy, est fini (et |Q,] < 2" —1).
— Etape 2 : Principe des tiroirs. Soit P € Q,, que P’on écrit

n

n
Montrons que pour tout k € N*, P, = H(X — zf) € Q,.
i=1
* P est bien unitaire de degré n et ses racines zf sont de module inférieur ou égal a 1.

* 11 reste donc a vérifier que Py, € Z[X]. Or pour i € [1,n], le coefficient de X"~ dans I’écriture de P, dans la

base canonique est (—1)i0i(2f, cee z,’i) ou Ui(zf, RN zﬁ) sont les fonctions symétriques élémentaires associées a zf, o ,ZZ.
Ces fonctions sont des polyndémes symétriques en zi,...,z, a coefficients dans Z. D’aprés le théoréme de structure,
oi(2F, ..., 2" € Zoy,...,0,] pour tout 1 < i < n. Ainsi, P, € Z[X].

Ainsi, comme Q,, est fini, il existe k > ¢ tel que Py = P, donc V1 < i < mn, zf = zf, d’otli, comme 0 n’est pas une racine
de P, 2F*=1,v1<i<n. 0

Corollaire 2

Soient m > 3 et n € N. Si G est un groupe fini de GL,,(Z) alors G est isomorphe & un sous-groupe de GLy, (Z /7).

> Il suffit de montrer que la projection canonique G — GL,, (Z/;,7,) est injective.

Soit A € G tel que A =1,, € GL,, (Z/;,7)- 1l existe B € M,,(Z) telle que A = I,, + B. Soit 3 une valeur propre de B.
Alors o = 1+ mf est valeur propre de A. Or, d’aprés le théoréme de Lagrange, A!¢l = I,, donc o/ = 1 et en particulier
|a] = 1. Alors,

a—1 2
18] = | | <—<L
m m
Ainsi, (—1)"xp € Z[X] est unitaire et ses racines sont de module < 1. On déduit du théoréme de Kronecker que xp =
(=X)".
Or, comme X Gl — 1 est scindé a racines simples et annule A, A est diagonalisable, donc B est diagonalisable. Ainsi,
B=0et A=1,. |
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Corollaire 3

Si G est un sous-groupe fini de GL,(Z), alors

|G| < (3" — 3" 1)(3" —3"72)... (3" — 3)(3" — 1).
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