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Théorème 1

Soient (H, 〈., .〉, ‖.‖) un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue coercive sur H ×H :

∃α,C > 0, |a(u, v)| ≤ C ‖u‖ ‖v‖ a(u, u) ≥ α ‖u‖2 ∀u, v ∈ H,

et ` une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = `(v).

Si de plus a est symétrique, alors u est l’unique minimum de J : v ∈ H 7→ 1

2
a(v, v)− `(v).

B − ` est une forme linéaire continue sur H donc d’après le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique
f ∈ H tel que ∀v ∈ H, `(v) = 〈f, v〉.
− De même, par continuité de a, pour u ∈ H, l’application v 7→ a(u, v) est une forme linéaire continue sur H. Il existe

donc un unique au ∈ H tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = 〈au, v〉. Posons A : u ∈ H 7→ au ∈ H. Il faut donc montrer :

∃!u ∈ H, Au = f.

Il suffit donc de montrer que A : H → H est bijective.
− Pour u, v ∈ H et λ ∈ R on a

∀w ∈ H, 〈A(u+ λv), w〉 = a(u+ λv,w) = a(u,w) + λa(v, w) = 〈Au+ λAv,w〉

donc A(u+ λv) = Au+ λAv et A est linéaire. De plus,

∀u ∈ H, ‖Au‖2 = 〈Au,Au〉 = a(u,Au) ≤ C ‖u‖ ‖Au‖

donc A est continue.
− De la coercivité de a, on déduit que ∀u ∈ H, 〈Au, u〉 = a(u, u) ≥ α ‖u‖2 d’où KerA = {0}. On en déduit également

que ImA est fermée. En effet, si (vn = Aun) ∈ (ImA)N converge vers v ∈ H, on a :

α ‖up − uq‖2 ≤ a(up − uq) = 〈A(up − uq), up − uq〉 ≤ ‖vp − vq‖ ‖up − uq‖

d’où α ‖up − uq‖ ≤ ‖vp − vq‖ −−−−−−→
p,q→+∞

0 et la suite (un) est de Cauchy dans H. Elle converge donc vers u ∈ H. Alors,

par continuité de A, on a Au = limAun = v ∈ ImA.

− Pour montrer la surjectivité, il suffit donc de vérifier que (ImA)⊥ = {0}. Soit v ∈ (ImA)⊥. Alors

0 = 〈Av, v〉 = a(v, v) ≥ α ‖v‖2

donc v = 0.

− On a donc montré que A est bijective. En particulier, il existe un unique u ∈ H tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = `(v).

− On suppose désormais que a est symétrique. Alors, pour v ∈ H,

J(u+ v) = J(u) + a(u, v)− `(v) + 1

2
a(v, v) = J(u) +

1

2
a(v, v) ≥ J(u) + α

2
‖v‖2

donc ∀v ∈ H, v 6= u, J(v) > J(u) donc u est l’unique minimum de J sur H. �
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Application au problème de Sturm-Liouville On considère le problème{
−(pu′)′ + qu = f sur ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

où p ∈ C1([0, 1]), q ∈ C([0, 1]) et f ∈ L2(0, 1) sont donnés avec p(x) ≥ α > 0 ∀x ∈ [0, 1] et q ≥ 0.
La formulation variationnelle associée à ce problème est :

∀v ∈ H1
0 (0, 1),

ˆ 1

0

pu′v′ +

ˆ 1

0

quv =

ˆ 1

0

fv.

On se place donc dans le cadre H = H1
0 (0, 1) muni de ‖.‖H1(0,1).

∀u, v ∈ H1
0 (0, 1), a(u, v) =

ˆ 1

0

pu′v′ +

ˆ 1

0

quv,

∀v ∈ H1
0 (0, 1), `(v) =

ˆ 1

0

fv.

Pour u, v ∈ H1
0 (0, 1), on a, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans L2(0, 1),

|`(v)| ≤
ˆ 1

0

|fv| ≤ ‖f‖L2(0,1) ‖v‖L2(0,1)

et
|a(u, v)| ≤ ‖p‖∞ ‖u

′‖L2(0,1) ‖v
′‖L2(0,1) + ‖q‖∞ ‖u‖L2(0,1) ‖v‖L2(0,1) ≤ C ‖u‖H1

0 (0,1)
‖v‖H1(0,1)

donc a et ` sont continues sur H1
0 (0, 1). De plus, pour u ∈ H1

0 (0, 1),

a(u, u) =

ˆ 1

0

pu′2 +

ˆ 1

0

qu2 ≥ α ‖u′‖L2(0,1) ≥ C ‖u‖H1(0,1)

avec C > 0 d’après l’inégalité de Poincaré, donc a est coercive. D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique
u ∈ H1

0 (0, 1) tel que a(u, v) = `(v), ∀v ∈ H1
0 (0, 1).

Remarque : On en déduit, par définition, que pu′ ∈ H1(0, 1) donc u′ =
1

p
pu′ ∈ H1(0, 1) et donc u ∈ H2(0, 1). Comme

pu′ ∈ H1(0, 1), par intégration par parties,
ˆ 1

0

pu′v′ = [pu′v]10 −
ˆ 1

0

(pu′)′v = −
ˆ 1

0

(pu′)′v

donc

∀v ∈ H1
0 (0, 1),

ˆ 1

0

(−(pu′)′ + qu− f)v = 0.

En particulier,

∀ϕ ∈ D(]0, 1[),
ˆ 1

0

(−(pu′)′ + qu− f)︸ ︷︷ ︸
∈L2(0,1)

v = 0

donc, par densité de D(]0, 1[) dans L2,
−(pu′)′ + qu = f p.p.

Si de plus f ∈ C([0, 1]), alors comme q, u ∈ C([0, 1]), on a pu′ ∈ C1([0, 1]) donc u′ = 1

p
pu′ ∈ C1([0, 1]) donc u ∈ C2([0, 1]) et

l’égalité presque partout est vrai partout.
On a donc montré qu’il existe une unique solution faible du problème, donc une unique solution forte. De plus, cette

solution faible est en fait solution forte.
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