Théoréme de Lax-Milgram

1. NOURDIN, Agrégation de mathématique épreuve orale, 2° édition, Dunod. Théoréme 1.13.1 page 50 pour le théoréme
H. BrEz1S, Analyse fonctionnelle, Dunod. Exemple 2 page 138 pour I'application.

Recasage : 201, 205, 213, 222, 234.
Théoréme 1
N Soient (H,{.,.),||.||) un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire continue coercive sur H x H :
o, C > 0, la(u,v)| < C|lull ||v]] a(u,u) > o ||ul|® Yu,v € H,
et £ une forme linéaire continue sur H. Il existe un unique u € H tel que

Yv € H, a(u,v) = £(v).

1
Si de plus a est symétrique, alors u est I'unique minimum de J : v € H — ia(’u,v) —{(v).

> — ¢ est une forme linéaire continue sur H donc d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique
f € H tel que Vv € H, £(v) = (f,v).
— De méme, par continuité de a, pour u € H, application v — a(u,v) est une forme linéaire continue sur H. Il existe
donc un unique a,, € H tel que Yv € H, a(u,v) = {(ay,v). Posons A :u € H — a, € H. Il faut donc montrer :
Jlu € H, Au = f.

11 suffit donc de montrer que A : H — H est bijective.
— Pour u,v € Het A\€¢ Ron a

Yw € H, (A(u + M), w) = a(u + Av,w) = a(u, w) + Aa(v,w) = (Au + NAv, w)
donc A(u 4+ M) = Au+ AAv et A est linéaire. De plus,
Vue H,  |Aul® = (Au, Au) = a(u, Au) < C |Ju] || Aul|
donc A est continue.
— De la coercivité de a, on déduit que Yu € H, (Au,u) = a(u,u) > o |jul|* d’ott Ker A = {0}. On en déduit également
que Tm A est fermée. En effet, si (v, = Au,) € (Im A)Y converge vers v € H, on a :
2
allup — ugll” < alup — ug) = (Alup — ug), up — ug) < [[vp — vl lup — ugll

d’ott a|lup — ugll < |lvp — vg| i 0 et la suite (uy) est de Cauchy dans H. Elle converge donc vers u € H. Alors,
p,g—+o0

par continuité de A, on a Au = lim Au,, = v € Im A.
— Pour montrer la surjectivité, il suffit donc de vérifier que (Im A)* = {0}. Soit v € (Im A)*. Alors
0 = (Av,v) = a(v,v) > a|v|?
donc v = 0.
— On a donc montré que A est bijective. En particulier, il existe un unique u € H tel que Yv € H, a(u,v) = {(v).

— On suppose désormais que a est symétrique. Alors, pour v € H,

T+ v) = () + au, ) — €0) + Sav,0) = J(w) + gav,0) 2 Tw) + 5 ol

done Vv € H,v # u, J(v) > J(u) donc u est 'unique minimum de J sur H. O
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Application au probléme de Sturm-Liouville On considére le probléme

{ —(pu') +qu=f sur]0,1]
u(0) =u(l) =0

ot p € C1([0,1]),q € C([0,1]) et f € L*(0,1) sont donnés avec p(z) > o > 0 Vz € [0,1] et ¢ > 0.
La formulation variationnelle associée & ce probléme est :

1 1 1
Vv € H}(0,1), / pu'v’ —|—/ quu = / fu.
0 0 0

On se place donc dans le cadre H = Hj(0,1) muni de -1 72 0,1
1 1
Yu,v € HE(0,1),  a(u,v) = / pu'v’ +/ quv,
0

0
Vv € H}(0,1), L(v) = /1 fo.
0

Pour u,v € H}(0,1), on a, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(0, 1),

1
()] < / o] < W0y o2,

et
|au, )] < lIpllo 14/l z2g0,1) 1V 22 (0,1) + 1l Ntll 20,1y 1Vl 20,1y < C llull g2 0,1) 101 10,1)

donc a et ¢ sont continues sur H}(0,1). De plus, pour v € Hj(0,1),

1 1
a(u,u) = / pu'? +/ qu* > o ||U/||L2(o,1) 2 Clull 10,1y
0 0

avec C' > 0 d’apres I'inégalité de Poincaré, donc a est coercive. D’apreés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique
u € H(0,1) tel que a(u,v) = £(v), Yo € H(0,1).

1
Remarque : On en déduit, par définition, que pu’ € H'(0,1) donc v’ = ~pu’ € H'(0,1) et donc v € H?(0,1). Comme
p

pu’ € H'(0,1), par intégration par parties,
1 1 1
/ pu'v' = [pu'v]} —/ (pu’) v = —/ (pu')'v
0 0 0

1
Vv € H}(0,1), /0 (—(pu) + qu— f)v=0.

donc

En particulier,

1
Vo € D0, 1)), / (—(pu') + qu— f)v=0
0 €L2(0,1)

donc, par densité de D(]0,1[) dans L?,
—(pu') +qu=f  pp.

Si de plus f € C(]0,1]), alors comme ¢, u € C([0,1]), on a pu’ € C*(]0,1]) donc u’ = %pu’ € C*([0,1]) donc u € C%([0,1]) et

I’égalité presque partout est vrai partout.
On a donc montré qu’il existe une unique solution faible du probléme, donc une unique solution forte. De plus, cette
solution faible est en fait solution forte.
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