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Inutilisé.
Lemme 1
Soit E un espace préhilbertien réel et x1,...,x, € E. On appelle matrice de Gram de (x1,...,x,) la matrice
((xi,x5))1<i,j<n et déterminant de Gram son déterminant, noté G(x1,...,2,). C’est une matrice symétrique posi-
tive, qui est définie si et seulement si (z1,...,xy) est libre. Dans ce dernier cas, si V = Vect(z1,...,z,), on a
G(x1,...,Zn,x
Vr € E, d(z,V)? = M.
G(‘xlw e 71‘71)
Lemme 2

Soient a1, ...,an,b1,...,b, € R tels que a; + b; # 0 pour tout ¢, j. Alors
1T (a; = bi)(b; — i)
1 1<i<j<n
det () _ lsi<is
< a; + bj 1§i,j§n> H (ai + bJ)

1<ij<n

Théoréme 3 (Miintz)

Soit (a)nen € (R%)N une suite strictement croissante telle que ag = 0 et lirf apn, > 1. Vect(z — 2%, n € N) est
n—-—+0oo

1
dense dans (C([0,1]), ||.||,) si et seulement si Z — diverge.
«

n>1 n

1
> Notations : On notera z®" la fonction z € [0,1] — z%*. On munit C([0, 1]) du produit scalaire (f,g) = / fg. Pour
0

N €N, on note Ey = Vect(z*,0 < i < N). Pour t € R, on note Ay (t) = dj|, («*, En).
— FEtape 1 : Calculons Ay(t). D’aprés le lemme 1, comme (7% )g<;<x est libre, on a :

Gz, ... 2% zt)
A t 2 — I ) 9
n(®) G(z20, ..., zoN)
a b 1 B <
Or, pour a,b € Ry, (%, 2”) = pE donc, d’aprés le lemme 2,
a
N
II (-’ T[t— )
Gz 2N ) = 0<i<i<j<N i=1

N
@2t+1) [ (ei+a;+1)]Jlai+t+1)

0<i,j <N i=1
et
T (0—ai)?
G(l‘ao PP xaN) = 0§1<J§N
I] (@i+e;+1)
0<i,j<N
d’ou
1 a; —t
An(t) = . )
v = e 1. ai+t+1’
=0

Notons E = Vect(z**,i € N).
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— FEtape 2 : Supposons que e — C([0,1]). Montrons que g — diverge. Soit t € R tel que t # «,, Vn € N. Alors
an
n>1

zt € E" done 1a suite (An(t))nen) tend vers 0. Ainsi,

N
Oéi—t

ai+t+1’ N—+o00

i=0
x 17 cas : (a)nen est bornée. Alors le résultat est vrai.

+oo
—t
* 2° cas : ay m +00. Soit Ny € N tel que Yn > Ny, a,, > t. D’apreés (x), z]:\, In <a:l_"~_t_i_1> = —o0. Or,
n=~Ng

a, —t 2t+1 2t+1
nl—— | =n{l—- — ~ = .
anp+t+1 oap+t+1) no+too Qo

. . .
D’aprés le théoréme de comparaison, la série E — diverge.
Qnp
n>No

B 1 -
— Etape 8 : Supposons que E — diverge. Montrons que gl — C([0,1]). D’apreés le théoréeme de Weierstrass, comme
an
n>1

.1l < Il il suffit de montrer que Vm € N, 2™ € B2 Soit m € N. 1 suffit de montrer que

N

. o; —m
lim —| =
N—oo o0 a;+m+1
i=
* 1°" cas : m = ay,, alors le résultat est vrai.
. ) Qp — M L. Qn — . N
* 2¢ cas : si (an)nen est bornée, alors i 1 donc la série In [—"———| diverge (grossi¢re-
S )
anp+m+1| n=atoo an+m+1

n>0
ment) d’otu le résultat.

. « m 2m +1
% 3¢ cas : si a,, — +00, alors comme précédemment, In [ —————— ~ = donc d’aprés le théo-
n—+oo a, +m+1/) netoo o,

Qp — M
réme de comparaison, Z In <n> = —oo d’ou le résultat.
oo a, +m+1
B —. 1 —I.
— Etape 4 : Montrons que gl — C([0,1]) si et seulement si Z — diverge. Si = — C([0,1]) alors, comme
n>1 "
1
-y < I-lloos Ell: = ¢([0,1]) et d’aprés ce qui précede, Z — diverge.
n>1 n
1
Réciproquement, supposons que Z — diverge. Comme lima,, > 1, il existe N € N tel que ay > 1 et on peut
@

n>1 n
supposer a; > 1 (en n’enlevant qu'un nombre fini de termes a la série). D’aprés le théoréme de Weierstrass, il suffit de

montrer que tout polynéme P est dans F”'”‘”. Soient p un polynome et € > 0. La série Z diverge donc, d’aprés
n>1
ce qui précéde, il existe g € Vect(z®"~,n € N*) tel que ||p’ — g||, < e. Notons h la primitive de g telle que 2(0) = P(0)

et q=h—p. Alors, h € F et

Qp —

Vrel0,1],  qla)= / ¢ (bt
0
donc, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1/2

lg(@)| < ( / ’ q'<t>2dt) VE< gl =7 —all, < <.

Ainsi, [[p—hll, <e donCpEEH'““’. O
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