Théoréme de Sophie Germain

S. FRANCINOU, H. GIANELLA, S. NICOLAS, Ezercices de mathématiques, Oraux X-ENS, Algébre 1, 3¢ édition, Cassini.
Exercice 4.39 page 167.

Recasage : 120, 121, 126.

Théoréme 1

Soit p un nombre premier de Sophie Germain ie. ¢ = 2p + 1 est aussi premier. Il n’existe pas de triplet (x,y, z) € Z?
tel que xyz =0 mod q et P +yP + 2P = 0.

x
> Soit, par absurde, (z,v, z) € Z* tel que zyz = 0 mod q et 2 + 4P + 2P = 0. Quitte & considérer 2’ = e y =
TAYNz
Yy ’_

DZ -
TANYNz TANYNz

on peut considérer z Ay Az = 1.

— Etape 1 : q divise l'un des trois entiers. Supposons par absurde que ¢ ne divise pas x,y et z. Alors, par le petit
théoréme de Fermat, 277! = 1 mod ¢ donc (:Ep)2 = 1 mod ¢ d’ou, comme Z/qZ est un corps, ¥ = +1 mod ¢. De méme,
Y,z = £1 mod q. Alors7 0 =2 + y? + 2P mod ¢ € {£1,+3} : absurde. On peut donc supposer que ¢ divise z. On a
également montré que toute puissance p-iéme est congrue a 0, 1, ou —1 modulo q.

— Etape 2 : z,y, z sont premiers entre euz deux & deuz. Si, par Pabsurde, z Ay # 1, soit p’ un diviseur premier commun
Az et y. Alors, p'|2P +y* = —2zP donc p’|2P donc p’|z, ce qui contredit z Ay Az = 1. Ainsi, z Ay = 1 et de méme pour les

autres couples. On en déduit que ¢ fy, z

— FEtape 3 : Factorisation de zP,yP, 2P en produit de puissance p-iémes. On a :

p—1
—2P =y + 2P = (y+ 2) (Z(—z)p_l_kyk> .

k=0
p—1
Supposons par ’absurde que y+z et E (—z)P~ 1~ *yk ne sont pas premiers entre eux et soit p’ un diviseur premier commun.
k=0

Alors p"?| — 2P donc p'|z. De plus, y = —z mod p’ donc

p—1 p—1
0= 2:(—2)17_1_’“3/C = Zyp_l = py?~ ! mod p’
k=0 k=0

donc p/|py?~t. Comme p’ est premier :
* soit p'|p ie. p' = p et alors p|z et p|ryz : absurde.
* soit p|yP ! donc p'|y et x Ay > p’ : absurde.

p—1
Ainsi, y+ 2z et Z )P=1=kyk sont premiers entre eux et leur produit est une puissance p-iéme. Alors il existe (a, o) € Z>
k=0
tel que
p—1
y+z=2adf et Z(—z)p*l*ky’c =aP.
k=0

De méme, il existe b,c € Z telsque x +y =P et x + 2z = V7.

— Conclusion. Comme y = ¢” mod g et ¢ fy, on a y = £1 mod ¢. De méme, z = £1 mod ¢. Supposons par 'absurde
que g fa. Alors a”? = +1 mod ¢ et donc

0=22 =0+ —a” mod ¢ € {£1,+3} absurde.

Donc gla. Ainsi, y + z = a” = 0 mod ¢, donc

p—1 p—1
ozp=Z( plkkzZy”lE ! =pmod ¢
k=0 k=0
ce qui contredit o? mod ¢ € {0, +1}. O
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Lemme 2

Soient a, b deux entiers naturels non nuls premiers entre eux et k > 2. S’il existe ¢ € N tel que ab = ¢* alors a et b sont
aussi puissance k-iémes d’entiers.

> Ecrivons la décomposition de a,b et ¢ en produits de facteurs premiers :

a:Hpap b:Hp/@p C:Hp’)’p

peEP peP peP
ou (ap), (Bp), (vp) € N). Comme ab = ¢*, P'unicité de la décomposition de ab donne
Vp € P, ap + Bp = kyp.

Or comme a Ab=1,VYp € P, a,8, =0, donc Vp € P, k|, Bp. O
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