
Théorème de stabilité en première approximation
F. Rouvière, Petit guide de calcul différentiel, 4e édition, Cassini. Exercice 46 page 138.

Recasage : 220, 221.

Théorème 1
On considère le système différentiel

(S)
{
y′ = f(y)
y(0) = y0

où y0 ∈ Rn et f : Rn → R est de classe C1 et vérifie f(0) = 0. Si Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative, alors 0 est un équilibre asymptotiquement stable de (S).

B Notons A = Df(0).
− Étape 1. Montrons que 0 est un équilibre asymptotiquement stable du système linéarisé : (pas le temps)

(L)
{
z′ = Az
z(0) = y0

La solution de cette équation différentielle est donnée par ∀t ∈ R, z(t) = etAy0.
D’après le lemme des noyaux, en notant λ1, . . . , λk les valeurs propres distinctes de A et m1, . . . ,mk leurs multiplicités

respectives, on a :

Cn =

k⊕
i=1

Ker(A− λiIn)mi︸ ︷︷ ︸
Ei

.

Écrivons la donnée initiale y0 dans cette décomposition : y0 = y1 + · · ·+ yk. Soit i ∈ J1, kK. On a :

etAyi = etλiet(A−λiIn)yi = etλi

mi−1∑
i=0

tp

p!
(A− λiIn)pyi.

Alors, pour ‖.‖ une norme quelconque sur Cn :∥∥etAyi∥∥ ≤ etReλiCi(1 + |t|mi−1) ‖yi‖ ≤ CietReλi(1 + |t|n−1) ‖yi‖ .

On en déduit que ∥∥etAy0∥∥ ≤ k∑
i=1

∥∥etAyi∥∥ ≤ C(1 + |t|n−1)( k
max
i=1
‖yi‖

)( k∑
i=1

etReλi

)
.

Notons a > 0 un réel tel que ∀i ∈ J1, kK, Reλi ≤ −a < 0. Alors, pour une constante C > 0, par équivalence des normes,
on a

‖z(t)‖ =
∥∥etAy0∥∥ ≤ Ce−at ‖y0‖

et 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

− Étape 2. Cherchons une fonction de Lyapunov pour le système linéarisé. Pour x1, x2 ∈ Rn, d’après l’inégalité de
Cauchy-Schwarz et ce qui précède,

|〈etAx1, etAx2〉| ≤
∥∥etAx1∥∥∥∥etAx2∥∥ ≤ C2e−2ta ‖x1‖ ‖x2‖ .

Ainsi, l’application

b :
Rn × Rn → R

(x1, x2) 7→
ˆ +∞

0

〈etAx1, etAx2〉dt

est bien définie, et est une forme bilinéaire symétrique sur Rn. Notons q la forme quadratique associée. Pour x ∈ Rn,

q(x) =

ˆ +∞

0

∥∥etAx∥∥2 dt ≥ 0

et q(x) = 0 si et seulement si, par continuité de la fonction t 7→
∥∥etAx∥∥2, ∀t ≥ 0,

∥∥etAx∥∥ = 0 ie. x = 0. q est donc définie
positive.
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Pour x1, x2 ∈ Rn et t ∈ R, q(x1 + tx2) = q(x1) + 2tb(x1, x2) + t2q(x2) donc, comme q est différentiable sur Rn, pour
x1, x2 ∈ Rn, dq(x1).x2 = 2b(x1, x2). On a alors

∀x ∈ Rn, 〈∇q(x), Ax〉 = 2b(x,Ax) =

ˆ ∞
0

2〈etAx, etAAx〉︸ ︷︷ ︸
d
dt‖etAx‖

2

dt =
[∥∥etAx∥∥2]∞

0
= −‖x‖2

par hypothèse sur A. En particulier, q est une fonction de Lyapunov stricte pour A.

− Étape 3. Application au problème non-linéaire. Comme f est de classe C1, le problème (S) admet une unique solution
maximale y définie sur I =]T−, T+[, T− < 0 < T+. On pose r(y) = f(y)−Ay. Sur I, on a :

q(y)′ = dq(y).y′ = 2b(y, y′) = 2b(y,Ay) + 2b(y, r(y)) = −‖y‖2 + 2b(y, r(y)).

Or, b étant symétrique définie positive, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|b(y, r(y))| ≤
√
q(y)

√
q(r(y)).

Soit ε > 0. Comme r(y) = f(y)− f(0)− df(0)y et f est C1, par équivalence des normes sur Rn, il existe α > 0 tel que si
q(y) ≤ α,

√
q(r(y)) ≤ ε

√
q(y). Alors, pour q(y) ≤ α, b(y, r(y)) ≤ 2εq(y). Or, par équivalence des normes, Cq(y) ≤ ‖y‖2,

donc
q(y)′ = −‖y‖2 + 2b(y, r(y)) ≤ −(C − 2ε)q(y).

Ainsi, pour 0 < ε < C/2, on a :

∀t ∈ I, q(y(t)) ≤ α ⇒ q(y)′(t) ≤ −βq(y(t)) (*)

avec β > 0.

− Conclusion. Supposons par l’absurde qu’il existe t ∈ I tel que q(y(t)) > α. Soit alors t0 = min{t ∈ I ∩R+, q(y(t)) =
α}. On a q(y(t0)) = α donc d’après (∗), q(y)′(t0) ≤ −βq(y(t0)) < 0. On en déduit qu’il existe δ > 0 tel que

∀t ∈]t0,−δ, t0[, q(y(t)) > q(y(t0)) = α

ce qui contredit la définition de t0. Ainsi,
∀t ∈ I, q(y(t)) ≤ α.

D’après le théorème de sortie de tout compact, on en déduit que T+ = +∞. Alors, d’après (∗), pour t ≥ 0,

q(y(t)) = q(y0)− β
ˆ t

0

q(y(s))ds

d’où, d’après le lemme de Gronwall,
∀t ≥ 0, q(y(t)) ≤ q(y0)e−βt

et, en particulier, y(t) −−−−→
t→+∞

0. �
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