Théoréme de structure des groupes abéliens finis

P. CoLMEZ, Eléments d’analyse et d’algébre, 2011, Editions de I’Ecole polytechnique.. Proposition 1.2.28, Lemme 1.2.32
et Théoréme 1.2.33 page 250.

Recasage : 102, 104, 107, 110.

Lemme 1
Soit G un groupe abélien fini. L’application
i G — G
g = K—=x(9)
est un isomorphisme de groupes.
> — Etape 1 :i est un morphisme de groupes.
— Etape 2 : |G| = |CA¥ |. Comme G est abélien, les classes de conjugaison sont réduites & un élément et sont au nombre

de |G|. De plus, comme G est abélien, G est I'ensemble des caractéres irréductibles de G. D’aprés la formule de Burnside,
on a alors |G| = |G|. Comme G est abélien, le méme raisonnement montre que |G| = |G| = |G|. 11 suffit donc de montrer
le point suivant.

— Etape 3 : i est injectif. Soit g € G tel que i(g) = i(e). Alors, Vx € G, x(g) = x(e) = 1. Notons ligy h € G = dgn
et décomposons-1a dans la base des caractéres :

I _— KON
Ly = > (g dx =) <|G > 1{g}><(h>> X= 2 96X Gl dox
xe@ xe@ heG xe@ xe@
En évaluant cette égalité en e, on obtient :
Ly (e) = g =1
donc g = e, et i est injectif. O

Lemme 2

Soit G un groupe abélien fini. Alors G et G ont méme exposant.

> Notons Ng, Ng les exposants respectifs de G et G. Pour X € é, on a:
Vge G,  xM(g9) = x(9)" = x(9") = x(e) =1

donc Ny < N;. Le méme raisonnement montre que Né < Ng. Or G ~ G donc Ng = Né < Ng < Ng donc Ng = Ng. U

Théoréme 3

Soit G un groupe abélien fini. Il exister € N, Ny, ..., N, € N avec Ny Pexposant de G, tels que V1 < i < r—1, N;11|N;
T

et G~ HZ/NiZ'

i=1

> On procéde par récurrence forte sur n = |G]|.
—n=1:o0k

— Soit n € N* tel que le théoréme est vrai pour tout groupe abélien de cardinal < n. Soit un groupe abélien G de
cardinal n 4+ 1. Notons N; l'exposant de G. Comme G est abélien, son exposant (égal & N; d’aprés le lemme) est le
maximum des ordres de ses éléments. Soit donc x; € G d’ordre Nj.

x Etape 1 : x1(G) = Uy, le groupe des racines Ni-iemes de l'unité. En effet,x;(G) en est un sous-groupe car

M = 1. De plus, si, par Pabsurde |x(G)| < N alors pour tout g € G, 'ordre de x(g) dans Uy, est < N. Alors, 'exposant
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Ny de x(G) veérifie Ny < Ny, de. x™¥2 =1, ce qui contredit le fait que y; est d’ordre Nj.

x Etape 2 : G ~ Z/le x G1 avec |G1| < m. Soit z1 tel que x(z1) = e2™/N1 - Alors x1 est d’ordre N; donc
Hy = (z1) est isomorphe a Z/, 7. Si N1 = |G/, alors on a démontré le résultat. On suppose désormais N1 # |G|. Posons
G1 = Ker x1. On a bien |G1| < n. x1 induit un morphisme surjectif de H; sur Uy,. Par égalité des cardinaux finis, il
est bijectif. Notons « sa réciproque et montrons que G = H,G;. Si z € G, alors a = a(x1(x)) € Hy et b = a~ 'z vérifie
x1(b) = x1(a) 'x1(z) = 1 donc b € G et on a bien z € H;G;. Comme de plus H; N Gy = {1} par injectivité de y; sur
Hy, on en déduit que G ~ Hy x G;.

* On conclut par hypothése de récurrence car |G| < n. O
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